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펄스응답에 의한 저차 이산시간 모델의 식별

Identification of Discrete-Time Low-Order Model from Pulse Response
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(Jiho Hwang ․ Seungpyo Cha ․ Young Chol Kim)

Abstract - This paper presents a simple identification method for discrete-time low-order model of unknown delay process 

from pulse response. The key idea is to find the parameters of the model such that the first N moments of the unknown 

process and the model are equal. We first show that the k-th moment of a process can be determined by the moments of 

the input and output. The parameters and delay are estimated separately. It is shown that for a given delay, the parameters 

of the low-order model can be determined by solving linear equations in a matrix form. Delay of the model is estimated such 

that the integral of the absolute errors (IAE) of the candidate models with possible delays minimizes. The illustrative example 

shows that the proposed method can directly identify low-order models without order reduction process from a single pulse 

response.

Key Words : Method of moment matching, Parameters identification, Discrete-time low-order models

† Corresponding Author : Dept. of Electronics Eng., Chungbuk 

National University, Korea.

     E-mail: yckim@cbu.ac.kr

* Dept. of Electronics Eng., Graduate School, Chungbuk 

National University, Korea.

Received : July 21, 2018; Accepted : July 30, 2018

1. 서  론

정교한 성능을 낳는 뛰어난 현대적 제어기법이 개발되어있음

에도 불구하고  산업용 프로세스 제어기는 95% 이상이 PID와 1

차 보상기 형태의 저차 제어기를 사용하고 있다[1]. 다시 말해, 

이러한 프로세스는 대부분 2차 이하의 저차 모델로 표현될 수 

있음을 반증하는 것이라 할 수 있다. 또한 시스템이 원하는 제어 

성능을 만족하도록 제어기를 설계하고 이를 분석하기 위해서는 

플랜트의 수학적 모델이 필요한데 특히, 디지털 제어기를 설계할 

경우 플랜트에 대한 이산시간모델을 구해야 한다. 이러한 관점에

서 프로세스를 2차이하의 이산시간 전달함수 모델로 식별하는 것

은 매우 흔히 나타나는 일이다. 여기서는 플랜트에 간단한 펄스

입력을 인가하고 그 응답으로부터 이산시간 저차 전달함수 모델

을 직접 식별하는 문제에 주목하고자 한다. 

대표적인 입력-출력 이산 시간 모델링 방법은 소위 최적화 

방법(optimization methods)으로서 최소자승추정(least square 

estimation: LSE), 기구변수방법(instrumental variable method: 

IV), 예측오차방법(prediction error method: PEM) 등[2, 3]이 

있다. 가장 정밀한 추정 모델을 제공하지만 알고리즘의 구현이 

복잡하고 시험입력은 지속여기조건(persistent excitation)을 만족

해야 한다. 더욱이 이러한 최적화 기법들은 샘플링 순간에서 입-

출력 데이터를 모델 수식에 맞추는(fitting) 방식이기 때문에 식

별 모델의 차수가 작게 선택되거나 출력 잡음 정보(확률분포, 백

색성)가 충분치 않으면 무시할 수 없는 모델링 오차를 유발할 수 

있다. 이러한 이유로 식별된 모델이 불필요하게 고차일 수도 있

고, 또 저차 제어기 설계 시에는 플랜트 모델의 차수 줄임(model 

order reduction) 과정[4-6]이 요구된다. 차수 줄임 기법을 이용

하여 저차 모델로 표현할 때, 일반적으로 저차 모델의 지연시간

을 고차 모델의 지연시간과 동일하게 놓는데 이 지연시간은 저

차 모델을 위한 최적의 지연시간이 아닐 수도 있음을 유의해야 

한다. 

더욱이 연속시간 프로세스의 지연시간은 일반적으로 샘플링 

시간의 정수배가 되지 않으며 분수지연시간 (fractional time- 

delay)은 이산시간모델의 계수에 나타나기 때문에 모델 파라미

터와 샘플링 시간, 지연시간은 서로 종속되어 있다. 다음 연속시

간 1차 지연시간 프로세스의 이산시간 모델을 예로 들어보기로 

한다. 

연속시간 FOTD모델:   

 

샘플링 시간  , 지연시간은     ,  ≤  ≤ 이라 하

자 (여기서 는 정수). 위 모델의 이산시간모델을 ZOH 

(zero-order hold)를 포함한 펄스전달함수로 표현하면

이산시간 FOTD모델:  
  

 

 

여기서,

   


   

,    


   

 


  

,   


  

. 
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위 식으로부터       이면   이고,   

의 지연시간은  만큼 증가한다. 또,   이면    가됨을 알 

수 있다. 분수 지연시간이 존재하면 분자의 계수가 변하고 이산

시간 모델의 영점이 변하게 된다. 이 예는 고차인 실제 프로세스

를 직접 저차모델로 식별하려 할 때 정수 지연시간 와 파라미

터 b b a는 상호 결합되어 있기 때문에 이 둘을 동시에 추

정하는 하는 것은 매우 어려운 문제임을 드러낸다. 

최근 Kim 등[7]은 모멘트정합 기법(method of moment 

matching)을 이용하여 연속 시간 저차 모델식별 알고리즘을 제

시하였다. 모멘트 정합은 주로 고차 모델을 저차 모델로 근사화

하기 위한 유력한 방법으로 사용되어 왔다[5,6]. 이는 저차 모델

의 0~k차 모멘트를 고차 모델의 0~k차 모멘트와 서로 정합 되

도록 저차 모델의 파라미터를 결정하는 방식이다. Kim 등은 이 

개념을 확장하여 입출력 응답의 모멘트로부터 직접 연속시간 저

차모델의 파라미터를 식별하는 공식을 유도하였다. 이 방법은 샘

플 시각에서의 입출력 데이터를 수식에 맞추는 최적화 방법에 비

해 시험 입력이 구형 펄스처럼 단순한 입력이어도 매우 정확한 

저차 모델을 직접 얻을 수 있음을 보였다. 이 방법의 가장 큰 장

점은 모멘트 정합에 의한 차수 줄임을 내재적으로 만족시키며 모

델 파라미터를 식별한다는 것이고 또한 시험입력의 지속여기조건

을 요구하지 않는다는 것이다. 이종언 등[8]은 자율 주행 자동차

(투싼ix, 2000cc, 가솔린, 전륜구동, 2010, 현대자동차)의 가감속 

모델을 구하는데 이 방법을 적용하여 실제 문제에 쉽게 적용할 

수 있음을 보였다.

본 논문의 주요 목적은 이러한 모멘트 정합 방식을 이산 시간 

저차 모델을 식별하는 문제에 적용하여 간단한 펄스응답으로부터 

직접 이산시간 저차모델을 식별하는 알고리즘을 제시하는데 있

다. 또한 이결과로부터 가장 많이 사용되는 1차지연시간(first- 

order plus time-delay: FOTD), 2차지연시간(second-order plus 

time-delay: SOTD), 2차무지연시간(second-order with a free 

of delay: SODF) 모델 파라미터의 식별 공식을 제시한다. 연속 

시간 저차 모델 식별을 위한 모멘트 정합 기법의 장점을 그대로 

유지할 수 있기 때문에 매우 유용할 것으로 기대된다. 

논문의 구성은, 2장에서 이산시간 신호의 모멘트를 정의하고 

전달함수의 도함수와 시스템 모멘트 사이의 관계를 유도한다. 또

한 프로세스의 모멘트를 입출력 모멘트로부터 결정할 수 있음을 

유도한다. 3장에서는 이산시간 저차모델의 파라미터를 식별하는 

공식을 유도한다. 4장에서 적용 수치 예를 보이고 5장에서 결론

을 맺는다.

2. 모멘트의 정의와 예비결과

2.1 이산시간 시스템의 모멘트

이산시간 시퀀스 의 k차 모멘트를 다음과 같이 정의한다.

  
  

∞

   ⋯                   (1)

단일 입출력 선형 이산시간 시스템   를 고려한다. 단, 

이 시스템은 최소위상계이고 안정한 시스템이라고 가정한다. 정

의 (1)을 이용하면 시스템   의 입력 시퀀스 와 출력 

시퀀스 에 대한 k차 모멘트는 다음과 같이 나타낼 수 있다.


  

  

∞

 ,  
  

  

∞

 .                (2)

전달함수   의 임펄스 응답을 라 하면 다음 식으로 

표현할 수 있다.

   
 

 ⋯

 
 

 ⋯

 ≤   

         
  

∞


                               (3)

정의 (1)을 (3)에 적용하면, 프로세스   의 k차 모멘트는

  
  

  

∞

 .                                  (4)

   부근에서 의  에 대한 k차 도함수를 다음과 

같이 정의한다.

   



 



  

   ⋯ (5)

이제 이산시간 전달함수의 도함수와 시스템 모멘트와의 관계

를 유도하기로 한다. 식 (5)를   에 대해 전개하고 (4)

를 이용하면 다음 관계를 얻는다. 

  
  

∞

  
   

 ′  




 
  

 
  

∞




  

 


″   



 



  

 
  

∞




  

        


                                 

 ″′   
 

 


  
  

 
  

∞

  
 

  

       
 


  

    
 

 


  
  

 
  

∞

   
 

  

     
 


 

                  (6)

식 (6)으로부터 역으로 모멘트를 도함수의 항으로 나타내면
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   ′

 
   ″  ′

 
     ″  ′


       ″  ′ .         (7)

4차 이상의 도함수에 대해서도 (6), (7)과 같은 방법으로 유도

할 수 있으며 본 논문에서 고려하는 SOTD 모델 식별에는 4차 

모멘트까지 요구되기 때문에 4차까지 전개하였다. 여기서, 0차모

멘트 
 는 프로세스 의 DC이득임을 알 수 있다.

다음 정리는 프로세스의 k차 모멘트를 입력과 출력의 응답의 

k차 모멘트의 관계를 나타낸다.

정리 1: 선형시스템 에 유한크기 입력  를 인가하

여 출력 를 얻었다고 하자. 시스템 모멘트와 입출력 모멘트 

사이에 다음 관계가 성립한다.


  

  



  
 

                              (8)

여기서  


 (이항 계수)

증명: 선형시스템이므로 입력 에 대한 응답은 컨볼루션합 공식

에 의해

  
  

∞

  .                          (9)

식 (9)를 (2)에 대입하면 출력의 모멘트는


  

  

∞

  
  

∞


  

∞

 

 
  

∞


  

∞

 .                      (10)

여기서     로 치환하고 (10)을 다시 정리하면


  

  

∞


  

∞

  
  

∞


  

∞


  

∞

    

    
  

∞


  

∞

 
  

∞

 
  

∞

  ⋯

         
 

  

∞

  
  

∞

 
  

∞


  

∞

 

 
  

∞


  

                                    ▼

다음 따름정리 1은 프로세스 의 k차 모멘트를 입력과 

출력의 모멘트로부터 결정할 수 있음을 나타낸다. 증명은 생략

한다.

따름정리 1: 이산시간 전달함수 에 대해 입력과 출력

의 k차 모멘트를 각각 
 , 

라 하면 다음 관계가 성립한다.


 



 





  




 





   ⋯ (11)

여기서, 
 






                                   ▼

2.2 저차 이산시간 모델 식별 문제 

미지 선형 이산시간 프로세스   에 대해 저차 이산시

간 전달함수 모델의 파라미터를 식별하는 문제를 기술한다. 만약 

연속시간 프로세스를 고려한다면 <그림 1>처럼 디지털 입력신호

가 ZOH를 통해 인가되고 연속시간 출력을 샘플링 하여 이산시

간 입출력 간의 전달함수를 라고 간주한다. 앞에서 언급

한 바와 같이 프로세스는 안정하고 최소위상계라고 가정한다. 또

한 2차이하의 모델로 표현할 수 있는 대상으로 한정한다. 이러한 

조건에서 본 논문에서는 간단한 펄스응답으로부터 임의의 이산시

간 저차모델    의 파라미터와 지연시간을 추정하는 알고리

즘을 제시하고 이 결과로부터 다음 FOTD, SOTD 모델을 식별하

는 공식을 제시하고자 한다. 

   
 




 



    (12)

   
 

 



 

 


  (13)

  




         
  

  
 ⋯ 



 
  

 ⋯ 


      (14)

여기서, 는 추정할 정수 지연시간이다. 

그림 1 이산시간 프로세스 모델 

Fig. 1 Discrete-time process model

2.3 접근 방법

모멘트 정합에 의한 저차모델 식별의 기본개념은 미지 플랜트 
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의 처음 k차 까지 모멘트와 식별하고자 하는 저차 모델 

   의 처음 k차까지 모멘트가 서로 동일한 값을 갖도록 

   를 결정하는 것이다. 이를 구현하기 위해서는 먼저 입출

력 데이터로부터 미지 프로세스의 k차 까지 모멘트를 구해야 하

는데 이미 앞 절에서 예비결과로 제시한 따름정리 1을 이용하면 

된다. 이 때 인가하는 시험입력은 구형펄스, 반주기 정현파처럼 

간단한 입력파형이어도 충분하다. 

이제 남은 문제는 모멘트 정합을 이루도록 저차모델    

의 파라미터를 구하는 관계식을 유도하는 일이다. 서론에서 토의

한 바와 같이 샘플링 시간과 분수 지연시간의 영향으로 이산시간 

모델의 정수 지연시간을 파라미터와 동시에 추정하는 것은 매우 

어려운 문제이다. 더욱이 (14) 모델의 는 정수이어야 한다. 여기

서는 지연시간과 파라미터를 분리하여 추정하고자 한다. 시간응

답으로부터 정수 지연시간의 가능한 후보 값을 선택하는 것은 어

렵지 않다. 이 집합을                 라고 하

자. 이 집합의 각 지연시간을 참값으로 간주하여 대응하는 저차

모델의 파라미터를 결정한다. 지연시간 후보 집합의 숫자만큼 모

델 집합이 얻어지게 된다. 이 모델 중에서 실제 펄스응답과의 누

적절대오차(integral of the absolute errors: IAE)를 비교하여 최

소 IAE를 주는 지연시간과 파라미터를 최종 식별모델로 결정하

게 된다. 

3. 주요 결과

본 절에서는 미지 선형 이산시간 시스템의 펄스응답으로부터 

2.2절에서 기술한 저차 모델의 파라미터를 결정하는 공식을 유도

한다. 

따름정리 1에 따라 미지 프로세스 의 모멘트 
 는 

다음과 같이 입력의 k차 모멘트 
 와 출력의 k차 모멘트 

의 

항으로 표현된다.


 






,


 




 



, 


 




 

  


,


 




 

   
 

   
   






 




 


  

 
 


  



 (15)

여기서,  





    .

입력과 출력의 샘플데이터를 취득하면 입출력 모멘트는 (2)에 

의해 구할 수 있으므로 (15)로부터 우리는 미지 프로세스의 k차 

모멘트를 계산할 수 있다. 따라서 파라미터 식별 공식 유도 시 

프로세스의 모멘트 
 를 k차 까지 알고 있다고 간주한다.

3.1 일반적인 이산시간저차모델의 식별 

저차 근사화 모델    의 모멘트를 

이라 하면 모멘트 

정합 방법은 다음을 만족하도록    을 구하는 것이다.



  
     ⋯                     (16)

   이   의 근사화 모델이면 다음 식으로 나타낼 

수 있다.

 ≅  


  

     ⇔  ≅           (17)

식 (6),(7)로부터 모멘트 정합조건 (16)은 두 모델의 k차까지 

도함수(derivative)를 정합시키는 것과 등가관계이다. 이제 (17)의 

두 번째 식을   에서 0차부터 4차까지 도함수 식을 전개하기

로 한다.

        

⇒            (18)

식 (6)을 (18)에 대입하면


   ⋯     ⋯      (19)

  에서 (17)의 1차도함수를 취하고 (6)을 대입하면

 ′  ′    ′        

⇒ 
   ⋯ 

  ⋯   

   ⋯     ⋯       (20)

이와 유사하게   에서 (17)의 2~4차 도함수를 취하여 전개

하면

2차도함수:

″   ′ ′  ″   

    ″   ′        

  ⇒ 
 

   ⋯


  ⋯  

  ⋯   

     ⋯     ⋯   

    ⋯                  (21)
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3차도함수:

 ″′   ″′ ′″ ″′

  ″′  ″ ′       

  

⇒ 
  

 
 ⋯ 

  
 ⋯ 

    
 ⋯  

 ⋯   

    ⋯     ⋯   

  ⋯     ⋯       (22)

4차도함수:

   ″′′ ″″  ′″′

    


  
    ″′ ″  ′    

        

⇒ 
  

 
  

 ⋯ 
  

 


    ⋯  
  

 ⋯   


 ⋯  
 ⋯    

  ⋯      ⋯     

 ⋯      ⋯   

  ⋯                        (23)

지연시간  가 주어졌다고 가정하고 (19)~(23)을 미지 파라미

터에 대해 행렬 형태로 정리하면 

   ,                                     (24)

여기서

   
 ⋯ 


 ⋯                     (25)

 













 
 ⋯ 

    ⋯  




 


 ⋯ 


    ⋯ 

  ⋯    ⋯  
  ⋯        ⋯    

  ⋯        ⋯    

⋯ ⋯

  

          (26)

 











 



 


 
  



 
  

 


 
  

  
  



⋮

                  (27)

식 (26)의 행렬 요소는 다음과 같다.

  


 ,     





  
  

  


  
 

     



 

  
    

  
   

    

     

    

       

  


 


   

  


 


                            

  
  

   
    

          
     

 

        

     

           (28)

식 (24)의 확장행렬  ⋮  에 행 연산(row operation)을 

수행하면 (26), (27)보다 규칙성을 갖는 다음 선형방정식을 유도

할 수 있다.

   ,                                    (29)

여기서,

 













 
 ⋯ 

    ⋯  


 


 ⋯ 

 
   ⋯  


 




 ⋯ 






   ⋯    

⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮


    ⋯     ⋯ ⋯ ⋯       

  

          (30)

식 (30)의 마지막 행의 요소는

  
  




 

  
  




  

 

                        (31)

 











 



 
  



 
  

  


 
  

 
  



⋮

 


  

   


                   (32)

미지 파라미터 수를    라 하면 (23)처럼    차까

지 모멘트 정합이 이루어지도록 수식을 전개하면 (30)의 행렬은 

정방행렬이 되고, 각 열벡터가 1차 독립이면 정칙행렬이다. (30)~ 

(32)로부터 행렬  , 는 플랜트의 모멘트와 지연시간으로 구
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성되기 때문에 저차모델    의 파라미터는 (29)의 유일해로 

구해진다. 

부언 1: 식 (30)의 이 정칙이기만 하면 (29)는 해가 존재한

다. 이 조건은 
 , 

 ,
 ⋯ 

 가 서로 다르기만 하면  값

에 관계없이 성립함을 알 수 있다. 식 (15)에 의해 입출력 모멘

트로부터 미지 프로세스의 모멘트가 정확하게 구해진다면 시험입

력에 지속여기 조건은 필요하지 않다. 

3.2 FOTD, SOTD, SODF 모델의 식별 공식

이제 (29)~(32)의 결과로부터 세 가지 저차 모델, FOTD, 

SOTD, SODF의 파라미터를 식별하는 공식을 나타내기로 한다. 

식 (12)로부터 FOTD 모델:

   
 




 



     

에 대해 파라미터 벡터를    


  라 정의하면, 미지 이

산시간 프로세스에 대해 모멘트정합 조건을 만족하는 지연시간 

인 FOTD 모델의 파라미터는 다음 식으로 결정된다.

  

                              (33)

여기서

  













    


   





  

                   (34)

   











 



 
 



 
 




                  (35)

FOTD 모델은 3개의 파라미터를 식별하므로 프로세스의 모멘

트는         차 까지 구하면 된다. 

마찬가지로 SOTD 모델:

   
 

 



 

 


     

에 대해 파라미터 벡터를    





  라 정의하면, 미

지 이산시간 프로세스에 대해 모멘트정합 조건을 만족하는 지연

시간 인 SOTD 모델의 파라미터는 다음 식으로 결정된다.

  

                                 (36)

여기서

   













 
      


 

 
        


 

 
 


 

      


 

 
 

 


 
      


 

 
 

 
 


 

      

  

      (37)

 











 



 
  



 
  

 


 
  

  
  



 
  

 
  

  


          (38)

SOTD 모델은 5개의 파라미터를 식별하므로 프로세스의 모멘

트는        차까지 구하면 된다. 

SODF모델은 (37)에서  로 놓으면 (36)으로부터 바로 구해

진다. 

식 (14) 모델에서 분모와 분자의 차수를 임의로 선택해도 (30)

과 (32)에서 각 파라미터에 대응하는 행과 열을 남겨두고 나머지

는 제거하는 방식으로 (29)를 수정하면 다른 형식의 저차모델에

도 동일하게 적용할 수 있다.

부언 2: 연속시간 시스템의 모멘트 정합에 의한 연속시간 저

차모델링 방법[7]으로 연속시간 FOTD, SOTD 모델을 구하여 이

산화하면 (33), (36)으로 직접 구한 모델과 거의 유사한 결과를 

낳는다. 그런데 연속시간 시스템의 모멘트를 정확하게 구하려면 

입 ・ 출력 데이터를 가능한 많이 필요로 하는 반면 이산시간 시스

템의 모멘트는 샘플 시간에서의 데이터만 이용하기 때문에 계산

이 간단하고 정확도도 높다. 

3.3 지연시간의 추정

이산시간 전달함수를 모델링할 때 지연시간 는 정수이어야 

한다. 여기서 제시하는 지연시간 추정방법은 먼저 지연시간 후보 

집합을 선택하고 이 집합의 각 지연시간에 대응하는 저차모델 파

라미터를 3.1, 3.2절에서 제시한 공식을 이용하여 구한다. 그리고 

이 모델 중에서 실제 펄스응답과의 IAE를 비교하여 최소 IAE를 

주는 지연시간과 파라미터를 최종 식별모델로 결정하게 된다. 

펄스응답의 초기 응답 지연시간을  [sec]라 하면 식 

     ≤  ≤ 에 의해 를 구한다. 이 를 중심 

값으로 ± , ± 인 정수 값을 다음과 같이 지연시간 후보 집

합으로 정의한다.

                          (39)

여기서  ±    ±     

미지 플랜트   의 펄스응답, 스텝응답, 임펄스 응답을 각

각  ,   ,  라 하고, 식별한 모델    의 펄스

응답, 스텝응답, 임펄스 응답을 각각  ,  , 라 표

기하기로 한다. 각 경우의 IAE는 다음과 같이 정의한다. 
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∞

                       (40)

이제 펄스응답의 IAE를 최소화시키는 지연시간 추정은 다음 

식으로 나타낼 수 있다. 

 arg min  ∀∈                     (41)

위 주요결과와 2장의 예비결과를 요약하면 다음 알고리즘으로 

정리된다.

알고리즘 1:

[스텝 1] 프로세스에 단일 펄스(구형파, 반주기 정현파 등) 입력

을 인가하여 입력과 출력의 샘플데이터를 취득한다. [샘플

링 시간   ]

[스텝 2] 펄스응답의 초기 응답 지연시간 로부터 를 구하고 

(39)의 지연시간 후보 집합을 정한다. 식 (14)에서 식별할 

저차 모델의 분모 차수(), 분자 차수()를 선택한다. 

   이다.

[스텝 3] 식 (2)를 이용 입출력의 모멘트를 계산하고, (15)를 이

용하여 차까지 프로세스의 모멘트
 , 

 , 
 ⋯ 

 를 

계산한다.

[스텝 4]  ∈에 대해 (29)(FOTD, SOTD이면 (33), (36))를 이

용하여 각 지연시간에 대응하는 저차모델을 구한다. 

[스텝 5] [스텝 4]에서 구한 각 모델에 대해 시뮬레이션으로 시

험입력과 동일한 펄스입력을 인가하여 응답을 구하고 (40)

의 IAE를 계산한다. (41)로부터 최소 IAE를 낳는 지연시간

과 대응하는 모델을 최적 저차모델로 결정한다.

[스텝 6] 식별할 모델의 차수를 너무 낮게 선택하면 응답일치성

이 떨어질 수 있음. [스텝 2]로 돌아가 저차 모델의 분모 

차수(), 분자 차수()를 다시 선택하고 위 과정을 반복한다.

4. 시뮬레이션

이 절에서는 한 예제를 통해 어떻게 알고리즘 1을 적용하여 

저차 모델을 식별하는가를 보여주고자 한다. 

예제 1: 다음 전달함수를 미지 프로세스로 고려한다.

             


   

샘플링 시간    sec일 때 ZOH를 포함한 이산시간 플랜트 

모델은 

           

x   x   x   x  

   (42)  

식 (42)의 4차 이산시간 프로세스를 펄스응답으로부터 알고리

즘 1을 적용하여 SOTD 모델을 구해보기로 한다. <그림 2>는 프

로세스 (42)에 인가한 구형파 펄스 입력과 출력이다. <그림 2 

(b)>로부터 초기 응답지연 시간이 약    초로 나타났다. 

    가 되어 가능한 지연시간 집합을     

로 정한다. 식 (13)의 SOTD모델은 분모 분자 차수가 각각   , 

  이므로        차까지 프로세스의 모멘트를 구하

면 된다. 

<표 1>은 입출력 모멘트와 (15)를 이용하여 구한 플랜트의 모

멘트 값이다. 

     (a) Pulse input sequence    

(b) Pulse response

그림 2 구형파 펄스입력과 응답: (a) 구형파 펄스 입력  , (b) 

펄스 응답  .

Fig. 2 Rectangular pulse input  and response  .

지연시간을 추정하기 위해  ∈ 에 대해 (36)~(38)을 이용하

여 5개의 모델을 구하고 IAE를 계산하면 <표 2>와 같다.   

일 때 IAE 값이 최소가 되고 (42)에 대해 다음 최적 SOTD모델

을 얻었다.

        

      

  (43)

<그림 3>은 (42)의 플랜트  와 SOTD 식별 모델 

   의 시간응답을 비교한 것이다. 4차를 2차로 모델링하였

음에도 두 모델의 임펄스 응답과 스텝응답이 매우 유사한 응답을 
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(a) Impulse responses of   and    

(b) Step responses of    and    

그림 3 예제 1의 4차 플랜트   와 SOTD 식별 모델 

   의 시간응답 비교

Fig. 3 Impulse and step responses of plant    and the 

identified SOTD model     in Example 1.

보여주고 있다. <그림 3(a)>의 임펄스 응답초기에 두 응답 간 차

이가 나타나는 것은 4차인 원래 시스템을 2차로 모델링한데서 

기인한다. 이는 (42)를 직접 가장 정밀도 높은 차수 줄임 기법을 

적용하여 2차로 줄인 모델에서도 유사한 응답 차이를 쉽게 확인

할 수 있다. 

이 예는 제안한 방법에 따라 (42)의 4차 플랜트에 매우 간단

한 구형파 펄스 입력을 시험입력으로 인가하고 그 응답으로부터 

(43) 모델의 5개 파라미터를 식별하였음에도 잘 식별할 수 있음

을 보여주고 있다. 

<표 1>에서 구한 플랜트 모멘트 값을 (33)과 알고리즘에 적용

하면 바로 FOTD 모델이 얻어진다. 여기서는 생략한다.

모멘트 

차수

입력모멘트 

(
 )

출력모멘트

(
 )

플랜트모멘트 

(
 )

0 5.0000 5.0000 1.0000

1 10.0000 102.5000 18.5000

2 30.0000 2769.1667 473.8333

3 100.0000 96000.000 15916.0000

4 354.0000 4090182.4864 672099.6973

표 1 입 ・ 출력과 시스템의 모멘트 값

Table 1 Values of input, output, and system moments

지연시간 

(  )
0 1 2 3 4

IAE 0.0414 0.0273 0.0186 0.0235 0.0561

표 2  ∈ 에 대한 SOTD모델의 IAE 값

Table 2 IAE values of the SOTD models for  ∈

5. 결  론

본 논문에서는 간단한 펄스응답으로부터 직접 이산시간 저차

모델을 식별하는 알고리즘을 제시하였다. 기본 개념은 플랜트의 

모멘트와 식별한 저차 모델의 모멘트가 0차부터  차까지 서로 

같아지도록 모델의 파라미터를 결정하는 것이다. 제시한 방법은 

모멘트 정합에 의한 차수 줄임과 모델 파라미터 식별을 조합한 

것이라 할 수 있다. 이를 위해 유한 크기의 입력과 그 응답으로

부터 미지 선형 시스템의 모멘트를 구할 수 있음을 해석적으로 

보였다. 지연시간 추정과 모델 파라미터를 분리하여 식별하였다. 

먼저 지연시간이 주어진 조건에서 모멘트 정합에 근거한 일반적

인 저차모델의 식별 공식을 유도하였으며 이 결과로부터 실제 모

델링 시 가장 많이 나타나는 FOTD, SOTD 모델을 식별하는 공

식을 제시하였다. 저차모델의 지연시간은 가능한 지연시간 집합

을 설정하고 각 지연시간에 대응하는 모델을 구하고 이 모델 집

합으로부터 펄스응답을 구하여 IAE를 최소화 시키는 지연시간을 

결정하도록 하였다.

식별공식의 해의 존재 조건으로부터 입력에 지속여기 조건을 

요구하지 않음을 보였다. 시험입력은 구형파 펄스, 반주기 정현파

와 같은 간단한 형태라도 충분하기 때문에 실제 문제에 적용하기

가 매우 용이하다. 

예에서 보여주듯이 모멘트는 고차로 갈수록 그 값이 커지기 

때문에 식별할 파라미터 수가 많아지면 행렬 의 역행렬을 구

할 때 수치적 문제가 생길 수 있다. 따름정리 1 (또는 식 (15))에 

따라 계산하는 시스템의 모멘트의 정밀도가 시험입력의 파형, 출

력에 포함되는 잡음 등에 의해 어떤 영향을 받는지는 추후 과제

로 남겨둔다.
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