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요  약 다양한 신호처리 및 통신환경에서 적응신호처리는 매우 중요하다. 적응신호처리 방식 중에서 least mean square(LMS) 

알고리즘은 단순하면서도 강인하기 때문에 널리 사용되고 있다. 가변스텝 LMS 알고리즘은 스텝을 가변하므로 빠른 수렴속도와 

작은 초과자승오차를 얻을 수 있는 방식이다. 성능향상을 위하여 다양한 가변스텝 LMS 알고리즘이 연구되어 왔다. 하지만 성능

향상을 위하여 가변스텝 LMS 알고리즘의 계산 복잡도는 일부 방식에서는 크게 높아지게 되었다. 계산 복잡도가 낮은 고정스텝 

LMS 알고리즘과 빠른 수렴속도의 가변스텝 LMS 알고리즘의 장점을 같이 가질 수 있는 간헐적 스텝 갱신 알고리즘을 제안한다. 

간헐적으로 스텝 갱신을 할 때 피보나치 수열을 사용하여 스텝 갱신 횟수를 상당히 낮추면서도 가변스텝 LMS 알고리즘의 성능

을 유지할 수 있었다. 적응 등화기에 제안한 가변스텝 LMS 알고리즘을 적용하여 그 성능을 확인하였다. 

• 주제어 : 적응신호처리, 가변스텝 LMS, 적응 등화기, 피보나치 수열, 계산 복잡도   

Abstract Adaptive signal processing is quite important in various signal and communication environments. In  adaptive signal 

processing methods since the least mean square(LMS) algorithm is simple and robust, it is used everywhere. As the step is varied in 
the variable step(VS) LMS algorithm, the fast convergence speed and the small excess mean square error can be obtained. Various 
variable step LMS algorithms are researched for better performances. But in some of variable step LMS algorithms the computational 
complexity is quite large for better performances. The fixed step LMS algorithm with a low computational complexity merit and the 
variable step LMS algorithm with a fast convergence merit are combined in the proposed sporadic step algorithm. As the step is 
sporadically updated, the performances of the variable step LMS algorithm can be maintained in the low update rate using Fibonacci 
sequence. The performances of the proposed variable step LMS algorithm are proved in the adaptive equalizer. 

• Key Words : Adaptive Signal Processing, Variable Step LMS, Adaptive Equalizer, Fibonacci Sequence, Computational Complexity 
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Ⅰ. 서론 

LMS 알고리즘은 단순하면서도 강인하다고 알려져 

있으며 널리 사용되고 있다[1]. 이동통신채널과 같이 

지속적으로 변하는 환경에 필요한 적응 신호처리에서 

LMS 알고리즘은 매우 유용하다. 일반적인 고정스텝 

LMS 알고리즘은 최적계수로 수렴이 느린 것으로 알려

져 있다. LMS 알고리즘의 수렴속도는 스텝의 크기에 

달려있다. LMS 알고리즘의 스텝의 크기를 결정할 때 

고려해야할 것은 큰 스텝 값은 빠른 수렴속도를 가지

지만 큰 초과자승오차(excess mean square error, MSE)

를 초래하고, 작은 스텝 값은 느린 수렴속도와 작은 

초과자승오차를 가진다는 것이다. 수렴속도와 초과자

승오차 사이의 절충점을 찾기 위하여 스텝의 크기를 

가변 하는 방법을 찾게 되었다. 가변 스텝 LMS 알고리

즘에서는 초기단계에는 스텝을 크게 하여 수렴속도를 

높이고, 후기단계에서는 스텝을 작게 하여 수렴속도는 

느리지만 초과자승오차를 작게 하도록 한다. 가변스텝 

LMS 알고리즘에 대한 많은 연구가 진행되어 왔으며 

성능향상을 위해서 다양한 가변스텝 방식들이 제안되

어 왔다.

가변스텝의 크기를 결정하기 위하여 신호입력과 오

류신호가 사용되어 왔다. 적응신호처리 대상 시스템의 

출력 오류신호는 시스템의 현재 상태를 나타내는 값이

라 할 수 있다. Kwong은 가변스텝 갱신을 위하여 오류

신호의 자승값을 사용하였다[2]. Mathews는 오류신호

의 자승값에 대한 스텝값의 기울기의 음 값을 사용하

고 있다[3]. Aboulnasr는 2개의 연속된 오류신호값의 

자기상관계값을 활용하여 가변스텝을 갱신한다[4]. 

Pazaitis는 데이터 분포의 뾰족한 정도를 나타내는 척

도인 첨도를 활용하여 가변스텝을 갱신하고 있다[5]. 

첨도를 계산할 때는 오류신호의 4승값과 자승값 등이 

필요하다. 가변스텝을 계산하기 위하여 고차원 통계값

을 사용하고 있는 것이다. Haweel은 가변스텝 계산 복

잡도를 낮추기 위하여 오류신호의 부호값을 사용하여 

가변스텝을 갱신하고 있다[6]. 또한 간단한 결정함수를 

활용하여 가변스텝 계산 복잡도를 낮추기도 하고 있다

[7]. 수렴속도는 느리지만 정해진 고정스텝값을 사용하

는 고정스텝 LMS 알고리즘과 스텝값을 매번 새롭게 

계산하는 가변스텝 LMS 알고리즘을 혼합한 간헐적 스

텝값 갱신 방식의 가변스텝 LMS 알고리즘을 제안하고

자 한다.

Ⅱ. 가변스텝 LMS 알고리즘 

LMS의 계수 갱신식은 다음과 나타낼 수 있다.

       (1)

  여기서 은 가중백터이며, 은 예측 출력오

류이다. 은 입력백터이며, 은 가변스텝이다. 

고정스텝 LMS 알고리즘에서는 은 고정값 가 된

다. 여러 가지 접근 방식으로 가변스텝 LMS 알고리즘

이 지금까지 연구되고 있다. Kwong의 가변스텝 LMS 

알고리즘은 예측 출력오차 자승값을 활용하는데 식 (2)

로 기술할 수 있다[2].

             (2)

  는      값을 가지며, 는  이다. 

은 min    max 값을 가진다. 미지의 대상 시

스템의 예측 출력오류 은 다음과 같다.

             (3)

  은 시스템 기대신호로 다음과 같이 나타낼 수 

있다. 

            (4)

  여기서  은 시변최적계수 백터이며, 은 

시스템의 측정오차이다. 가변스텝의 평균자승오차 수

렴을 보장하는 충분조건은 가변스텝의 최댓값 max가 

다음 조건을 만족하면 된다. 

max ≤


                (5)

  식 (5)에서  이다[2].

  Mathews는 가변스텝을 갱신하기 위하여 오류값의 

기울기를 사용하고 있는데 식(6)과 같이 가변스텝 갱신

식을 나타낼 수 있다[3].
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  





          (6)

  

  Aboulnasr는 인접한 오류값 과  사이

의  자기상관을 사용하여 측정잡음에 강인할 수 있는 

가변스텝 갱신방식을 제안하고 있는데, 식 (7)과 (8)로 

표현된다[4]. 

      (7)

             (8)

  Pazaitis는 고차원 통계값인 첨도, 즉 를 사용하

여 가변스텝을 갱신하는데 측정잡음에 강인한 것으로 

알려져 있다[5]. Pazaitis의 갱신식은 식 (9)와 같다. 

를 계산하기 위해서는 오류값 의 4승값과 

자승값이 필요하다. 

  max            (9) 

  Haweel은 가변스텝 갱신식에서 계산 복잡도를 낮추

기 위해서 오류값의 부호만을 사용하는 접근방법을 식 

(10)에서 보여 주고 있다[6].

       (10)

   가변스텝 갱신식의 계산 복잡도를 낮추는 새로운 접

근방식으로 간헐적 갱신방식을 보이고자 한다. 두 가지 

간헐적 갱신방식을 제시하여 사용하였다. 한 가지 방식

은 주기적 갱신방식이고 다른 하나는 피보나치 수열을 

사용하는 방식이다. 주기적 방식에서는 예를 들면 일정 

간격 매 20번째 마다 갱신하는 것이다. 피보나치 수열은 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, … 등으로 증가하는 수열로서 

자연의 성장 혹은 증식 현상에서 자주 보인다. 피보나치 

수열 갱신방식에서는 수열에 따라 가변스텝을 갱신한다. 

하지만 피보나치 수열 갱신방식에서도 최댓값은 있으며 

최댓값 이후에 새로운 피보나치 수열을 다시 시작한다. 

즉 끝이 없는 피보나치 수열의 앞 구간을 사용하는 것이

다. 주기적 혹은 피보나치 갱신방식에 주기 사이 혹은 수

열 사이에서는 가변스텝 갱신을 멈추고 현재 가변스텝값

을 유지한다. 갱신을 멈추는 구간에서는 그 때 가변스텝

값이 고정스텝값이 되어 고정스텝 LMS 알고리즘으로 작

동한다. 제안한 간헐적 갱신방식은 가변스텝과 고정스텝

이 혼합된 방식으로 볼 수 있다. 갱신을 멈추는 구간에서 

가변스텝을 계산하지 않으므로 전체 계산 복잡도는 낮추

어진다. 제안한 간헐적 가변스텝 갱신 방식은 식 (5)의 수

렴 충분조건을 따르기 때문에 최적계수로의 수렴은 보장

된다.

Ⅲ. 시뮬레이션 결과

본 연구에서는 Kwong의 가변스텝 LMS 알고리즘을 

사용하여 간헐적 갱신방식을 적응등화기에 적용하여 

그 성능을 확인하고자 한다. Fig. 1의 적응등화기에서 

입력 은 랜덤 비트열로서 ±1 값을 가지며 평균 

0 그리고 분산 1이다. 또한 적응등화기는 선형분산채

널을 가지며, 가우시안 분포의 측정잡음 이 더해

진다[8].

-
 

  



adaptive
equalizer

 delay

 channel 

Fig. 1. Block diagram of adaptive equalizer system

  Fig. 1의 적응등화기 채널의 임펄스 응답 는 식 

(11)로 나타낼 수 있다.

 










cos


    

 
   (11)

  는 통신채널에서 신호크기 왜곡을 통재하며,  

값이 증가하면 왜곡도 커진다.   로 하였다. 식 

(4)의 기대신호 은 지연된 입력 신호값으로 얻어

진다. 적응등화기는 통신채널의 왜곡을 보상하는 기능

을 한다. 적응등화기의 필터계수 크기는 11이며, 

   그리고  로 하였다. 가변스텝의 최솟

값 및 최댓값으로 min , max 을 사용

했다. 가변스텝의 초깃값은 으로 설정하였다. 가

변스텝 LMS 알고리즘의 성능을 평가하기 위하여 학습

곡선 을 사용하였으며, 은 번의 독립적인 

사건의 평균인데 식 (12)으로 나타낼 수 있다. 

으로 하였다. 은 각 사건에서 사용한 샘플 수이며, 



피보나치 수열을 활용한 가변스텝 LMS 알고리즘

- 45 -

이다. 
은 번째 사건에서 번째 자승 

오류값이다. 

  


  




           (12)

Fig. 2. Comparison of learning curves in VS LMS: (a)
algorithm with Fibonacci seq. 21, (b) original algorithm

  Fig. 2는 Kwong의 가변스텝 LMS 알고리즘에 대한 

학습곡선이며, 피보나치 수열의 최댓값을 21을 사용하

면 Kwong의 원본 가변스텝 LMS 알고리즘보다 성능이 

우수함을 보이고 있다. 이는 초기 단계에서 큰 값의 

가변스텝을 부분적으로 유지하므로 초기에 수렴속도가 

빨라지는 것을 보여준다.

Fig. 3. Comparison of step in VS LMS: (a) original
algorithm, (b) algorithm with Fibonacci seq. 21, (c)
algorithm with Fibonacci seq. 144, (d) algorithm with

Fibonacci seq. 233

  Fig. 3은 피보나치 수열의 최댓값에 따른 가변스텝값

의 시간적 변화를 나타낸다. 가장 길고 큰 피보나치 

수열은 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233이

다.  Kwong의 원본 가변스텝 LMS 알고리즘의 학습곡

선 성능과 최댓값 144인 피보나치 수열의 가변학습 

LMS 알고리즘의 성능이 거의 같았다. 이 두 개의 학습

곡선이 거의 겹쳐져서 구별할 수 없어서 Fig. 2에는 최

댓값 144인 피보나치 수열의 학습곡선을 나타내지 않

았다. Fig. 3을 살펴보면 피보나치 수열을 사용한 가변

스텝 갱신일 때, 가변스텝이 반복하여 작은 파도 모양 

구간에서 매우 천천히 작아지는 것을 알 수 있다. 이

는 피보나치 수열 사이에는 가변스텝을 계산하지 않고 

현재 값을 유지하고 있기 때문이다. 

Fig. 4. Comparison of step in VS LMS: (a) algorithm
with Fibonacci seq. 21, (b) algorithm with Fibonacci seq.
144, (c) algorithm with periodic seq. 20, (d) algorithm with

periodic seq. 40

  Fig. 4는 주기적 갱신과 피보나치 수열 갱신의 성능

을 가변스텝의 시간적 변화 그래프로 보여주고 있다. 

학습곡선은 겹쳐지는 부분들이 많아서 구별이 어려워

서, 확연하게 차이를 보이는 가변스텝의 변화 그래프

를 제시하였다. 최댓값 144인 피보나치 수열 갱신의 

학습곡선과 주기 20인 주기적 갱신의 학습곡선은 거의 

같았으며, 주기 40일 때의 주기적 갱신의 학습곡선은 

최댓값 144인 피보나치 수열 갱신의 학습곡선보다 수

렴속도가 느렸다. 따라서 피보나치 수열의 가변스텝 

갱신방식이 주기적인 갱신방식보다 우수함을 알 수 있

다. 따라서 Kwong의 원본 알고리즘, 주기 20인 주기적 
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갱신 알고리즘, 그리고 최댓값 144인 피보나치 수열 

갱신 알고리즘은 학습곡선으로 볼 때 거의 같은 성능

을 보였다. 간헐적 가변스텝 갱신 방식은 기존의 다른 

가변스텝 LMS 알고리즘에도 적용할 수 있을 것이다.

Fig. 5. Learning curve of VS LMS with Fibonacci seq. 144
under abrupt system change

  Fig. 5는 최댓값 144인 피보나치 수열인 가변스텝 

LMS 알고리즘이 급격하게 시스템 계수가 변할 때 학

습곡선의 특성을 보여주고 있다. 적응등화기의 통신채

널 왜곡 특성을 결정하는 시스템 계수  값을 10000 

샘플에서 에서 으로 바꾸었다. 급격한 시스템 

변화에도 간헐적 가변스텝 LMS 알고리즘이 잘 동작하

고 있음을 보여준다.

IV. 결론

고정스텝 LMS 알고리즘과 가변스텝 LMS 알고리즘

을 장점을 결합한 간헐적 가변스텝 LMS 알고리즘을 

제안하였다. 주기적 가변스텝 갱신과 피보나치 수열 

간헐적 갱신을 비교하였으며, 피보나치 수열의 갱신 

방식이 우수하였다. 간헐적 가변스텝 갱신으로 계산 

복잡도를 낮추면서도 원본 가변스텝 LMS 알고리즘의 

성능을 얻을 수 있었다.
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