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Abstract

In this paper, a scheme for the evaluation of variability in the eigen-modes of functionally graded material(FGM) beams is 

proposed within the framework of perturbation-based stochastic analysis. As a random parameter, the spatially varying elastic 

modulus of FGM along the axial direction at the mid-surface of the beam is chosen, and the thru-thickness variation of the elastic 

modulus is assumed to follow the original form of exponential variation. In deriving the formulation, the first order Taylor expansion 

on the eigen-modes is employed. As an example, a simply supported FGM beam having symmetric elastic modulus with respect to 

the mid-surface is chosen. Monte Carlo analysis is also performed to check if the proposed scheme gives reasonable outcomes. From 

the analyses it is found that the two schemes give almost identical results of the mean and standard deviation of eigen-modes. With 

the propose scheme, the standard deviation shape of respective eigen-modes can be evaluated easily. The deviated mode shape is 

found to have one more zero-slope points than the mother modes shapes, irrespective of order of modes. The amount of deviation 

from the mean is found to have larger values for the higher modes than the lower modes. 
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1. 서    론

추계론적 유한요소해석(stochastic finite element method)

은 구조시스템 내의 구조인수들의 공간적, 시간적 임의성

(randomness)에 의한 구조의 응답에서의 변화도 산정을 목적

으로 한다. 임의성을 가지는 인수로는 재료탄성계수, 포아송비 

등의 재료인수의 임의성과 단면적, 두께 등의 기하학적 인수, 

그리고 시간변화하중 및 무작위하중(random excitation) 등을 

수 있다(Noh and Yoon, 2010). 이들 인수들은 임의성을 가

지는 것으로 가정되지만, 이들은 확률적으로 특정의 확률분포

(확률밀도함수)와 확률특성(평균, 표준편차)을 가지는 것으로 

모델링하는 것이 일반적이며, 기능경사재료의 경우에도 유사한 

모델링이 사용된다(Xu et al., 2016; Shaker et al., 2008).

기대할 수 있는 바와 같이 특성 인수의 임의성 정도는 인수

마다 다르며, 또한 재료는 물로 구조의 종류에 따라서도 다를 수 

있다. 간단한 예로서, 콘크리트 재료탄성계수의 임의성 정도는 

구조용 강재료의 그것에 비해 클 것으로 기대할 수 있다. 

추계론적 해석을 통하여 얻은 응답변화도는 구조 거동의 

신뢰도 해석 등에 적용할 수 있다. 그러나 응답변화도 자체만

으로는 신뢰도해석에 응용하는 데에 한계가 있으며, 원칙적으로는 

응답의 확률밀도를 구하는 것이 필요하다. 그러나 수치적 해석

법(numerical method)에 속하는 몬테카를로 해석(Monte 

Carlo simulation: MCS)외의 해석적 방법(analytical 

methods)에서는 응답의 확률밀도함수를 제시하는 것은 제한

적이라고 할 수 있으며, 일부의 해석적 방법만이 응답의 확률

밀도함수를 제시하고 있다(Grigoriu, 2000). 
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추계론적 해석은 확정론적 해석(deterministic analysis)을 

포함하는 해석으로 확정론적 해석에 비하여 그 복잡도가 상대

적으로 높다고 할 수 있다. 그런 이유로 정정해석에 대한 연구가 

주를 이루어 왔으며, 동적거동에 대한 추계론적 해석은 무작위

하중에 의한 거동 해석 등 상대적으로 제한적으로 수행되어 왔다

(To, 1992). 

본 연구에서는 구조의 고유치 및 고유벡터의 해석에서 구조

재료의 공간적 임의성을 고려한 추계론적 유한요소해석 정식

화를 제안하고자 한다. 특히 복합재료의 일종인 기능경사재료 보

(functionally graded material beam)의 고유벡터의 변화도 

산정을 위한 해석 정식화를 섭동법에 기초하여 제시한다. 정식

화에서 고려한 불확실인수로는 기능경사재료 보의 중앙면에서 

보의 축을 따르는 방향으로 공간적 불확실성을 가지는 재료탄

성계수를 택하였다. 몬테카를로 해석을 함께 수행하여 제안한 

정식화가 합리적인 결과를 주는지 확인하였다.

2. 본    론

이 장에서는 고유치 문제에서 구조강성의 공간적 임의성에 

의한 고유벡터의 변화도를 산정하기 위한 정식화에 대해서 논

한다. 

2.1 확률변수

본 연구에서 대상으로 하는 불확실인수(random parameter)

는 구조재료의 탄성계수이다. 탄성계수는 구조영역() 내에서 

위치에 따라 다른 값을 가질 수 있으며, 이는 다음의 식으로 

표현할 수 있다.

    ∈ (1)

여기서, 는 탄성계수의 평균치를 나타내며, 는 탄성계

수의 공간적 임의성(spatial randomness)을 나타내는 추계

장 함수(stochastic field function)이다. 유한요소법을 적용한 

해석의 경우, 확률변수(random variable)는 개별 유한요소 

내에서 평균적인 의미를 가지는 것으로 가정할 수 있다. 중앙

점법(Mid-point rule)을 적용할 경우 확률변수 벡터는 

〈〉      ⋯가 된다. 여기서 는 구조 

모델링에 사용된 유한요소의 개수이고, 는 개별 유한요소 

중앙점의 좌표이다. 국부평균법(local average method)을 

적용한다면 개별 유한요소 내 개의 위치에 대하여  

,   ⋯로 나타낼 수 있다(Zhu et al., 

1992). 어느 경우이든, 식 (1)로부터 확률변수의 평균치벡터 

는 0이 된다(2중 반복 아래첨자는 합을 의미하며, 이 규칙을 

지속 적용한다.).

2.2 고유치의 선형 변화도

고유치문제는 다음의 식으로 표현된다.

  (2)

여기서, 는 강성행렬, 는 고유치행렬, 은 질량행렬, 그리고 

는 고유벡터행렬을 의미한다. 고유치행렬 를 평균 확률변

수를 중심으로 선형 Taylor 전개하면 다음과 같다.

 


⋯ (3)

여기서, 은 탄성계수에 대한 확률변수를 나타내며,  

를 의미한다. 확률변수 의 평균중심 변량은  

로 표기하였다.

식 (3)에서 고유치의 평균(mean)과 공분산(covariance)은 

각각 다음과 같이 쓸 수 있다.

 (4a)

   (4b)

식 (4b)의 공분산은 식 (3)으로부터,

 

 
 



  (5)

식 (5)에는 고유치의 확률변수에 대한 1차 미분이 사용되고 

있음을 알 수 있다. 이는 식 (2)에 대한 편미분을 통하여 다음과 

같이 얻을 수 있으며, 이 결과를 이용하면, 고유치에 대한 공분산 

식 (5)는 다음과 같은 최종식으로 귀결된다. 

 







 



  (6)

2.3 고유벡터의 선형 변화도

고유벡터의 변화도를 얻기 위하여 식 (2)의 고유치문제 식의 

모든 행렬에 대하여 식 (3)과 같이 선형 Taylor전개를 수행하고, 

이를 원식 (2)에 대입하여 정리하면, 동일 미분차수에 대하여 
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다음의 결과를 얻을 수 있다.

0차:     →    (7)

1차: 




 


  (8)

여기서,   이다. 식 (7)에 사용된 평균항은 개별 

행렬에 대한 Taylor 전개식의 첫 항들이며, 식 (8)로부터 

고유벡터 첫 미분항 


를 다음과 같이 얻을 수 있다.











 (9)

그러므로 고유벡터를 식 (10)과 같이 선형 Taylor 전개하면,

 


⋯ (10)

고유벡터의 평균값은 다음과 같다. 

 (11)

이는 고유벡터의 평균치가 확정론적 해석의 결과와 동일함을 

의미한다.

고유벡터의 공분산 는 다음과 같다.

   (12)







 
 




 

 
 



고유벡터의 확률변수에 대한 첫 미분식인 식 (9)를 이용하면, 

식 (12)로 표현되는 고유벡터의 공분산은 다음과 같이 재정리 

된다.

 





∙ (13)












 

식 (13)에서 고유치의 확률변수에 대한 1차 미분은 식 (6)에 

적용된 결과를 이용한다. 식 (6), (13) 등에 나타난 확률변수 

곱에 대한 평균은 함수의 정의에 따라 자기상관함수로 변형되며, 

본 연구에서는 식 (14)로 주어진 지수함수를 사용한다.

      (14)


 

    

자기상관함수에서 
 는 추계장()의 분산, 는 불확실장의 

상관관계거리(correlation distance), 그리고 는 두 점 

  사이의 상대거리벡터를 나타낸다.

2.4 응답변화도에 대한 수치실험

앞 절에서 제시한 정식화에 대한 검증을 위하여 몬테카를로 

해석을 적용한 수치실험을 수행한다. 본 연구에서는 불확실인

수로 택한 탄성계수의 공간적 불확실성을 식 (14)의 자기상관

함수에 적합한 추계장 표본으로 생성한다. 추계장 표본의 수치

생성에는 스펙트럼모사법(Shinozuka and Deodatis, 1996)

을 적용하였고, 해석에 사용한 표본의 수는 5,000으로 하였다. 

상관관계거리 는 변수로 설정하여 상관관계거리별 추계장에 

대한 고유벡터의 변화도를 제시하고자 한다.

상관관계거리는 구조 내 임의 두 점에서의 불확실인수에 대한 

상호상관관계를 정의하게 되며, 몬테카를로 해석의 경우 상관

관계거리는 수치생성 된 추계장을 직접 적용하여 실험적으로 

고려하며, 제안한 정식화에서는 식 (14)의 함수를 식 (12)에 

적용하여 이론적으로 고려하게 된다. 

2.5 수치예제 및 고찰

해석 대상구조는 Fig. 1과 같이 길이 =20.0m, 두께 

=1.0m, 질량밀도는  2,780kg/m3인 단순지지 기능경사

보이다. 

Fig. 1 Simply supported FGM beam

탄성계수는 두께 방향으로 식 (15)를 따라 변화하며, 중앙

에서의 탄성계수는 70.0GPa이다.

 (15)

보의 상·하단( ± )에서의 탄성계수는 2로 가정한다. 

탄성계수의 분산계수는  0.1로 가정하였다. 탄성계수의 
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(a) Mean of mode1

(b) Standard deviation(SD) of mode1

(c) COV of mode1

Fig. 3

불확실 분포는 =0에서 축을 따라 임의적으로 분포하는 

것만을 고려하며, 두께 방향 탄성계수의 변화는 에서의 값이 

식 (15)를 따라 분포하는 것으로 가정한다.

고유모드형상은 질량행렬에 대하여 정규화된 형상을 사용한다.

Fig. 2 COV of eigen-value in terms of correlation 

distance 

Fig. 2는 탄성계수의 공간적 불확실성에 의한 고유치의 

공분산(COV())을 보여준다. 가로축은 상관관계거리 의 

보의 길이 에 대한 비율로 나타내었다. 그래프에서 보는 바와 

같이 추계장의 상관관계 거리가 증가함에 따라 고유치 공분산은 

초기에 가정한 추계장의 공분산값(0.1)으로 수렴함을 알 수 

있다. 또한 제안한 정식화(PM: perturbation method)에 

의한 결과는 몬테카를로 해석(MCS)과 매우 유사한 결과를 

보이고 있다.

Fig. 3은 예제 구조의 첫 번째 고유모드에 대한 평균치

(mean)와 표준편차(SD) 그리고 분산계수(COV)를 나타낸 

것으로, 각각 상관관계거리 =0.1, 5, 100인 경우에 대한 

결과를 제시하고 있다. 

그림에서 보는 바와 같이 고유모드의 평균형상은 추계장의 

상관관계거리 에는 무관하게 모두 같은 것을 볼 수 있다. 

그러나 고유모드 형상의 표준편차는 상관관계거리에 따라 

다르게 나타나며, 상관관계거리와 비례관계에 있지도 않은 것을 

알 수 있다. 현재 예의 경우, =5에서 다른 경우보다 큰 표준

편차가 나타나고 있으며, 특히 가 큰 경우에는 표준편차 값이 

상대적으로 적게 나타나는 것을 볼 수 있다. 그 이유는, 상관

관계거리 가 클 경우 추계장은  의 상태로 근접하기 

때문으로, 이 경우 모든 표본에서 유사한 형태의 고유모드형상

이 나타나게 되어 이들에 대한 분산정도인 표준편차는 매우 

작은 값을 나타내게 된다.

특히, 표준편차의 형상은 평균모드형상과 다름을 알 수 있다. 

모드형상의 경우 접선경사가 0인 점이 하나인 반면, 표준편차는 

두 개의 점이 존재함을 볼 수 있다.

Fig. 3(c)에서 볼 수 있는 바와 같이, 모드형상의 분산계수는 

구조계에 걸쳐 동일한 값을 가지지 않으며 불확실인수의 분산

계수보다 적은 값을 나타냄을 알 수 있다.

섭동법에 따른 해석결과는 5,000개의 표본을 수치 생성

하여 해석한 몬테카를로 해석과 거의 동일한 결과를 나타내었다. 

Table 1은 섭동법과 몬테카를로 해석의 결과 비교로서, 모드

형상의 표준편차가 다른 경우보다 크게 나타난 =5.0에서의 

결과를 비교하고 있다. Table 1에서 보는 바와 같이 섭동법은 

몬테카를로 해석과 거의 유사한 결과를 보여주고 있다. 오차는 
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 PM(×E5) MCS(×E5) Error(%)

1 1.964 1.976 -0.645 

2 3.732 3.757 -0.664

3 5.131 5.166 -0.692 

4 6.026 6.070 -0.730 

5 6.336 6.386 -0.783 

6 6.039 6.091 -0.860 

7 5.175 5.226 -0.978 

8 3.851 3.897 -1.181 

9 2.277 2.314 -1.592 

10 1.227 1.243 -1.309 

Table 1 Comparison of standard deviation between 

perturbation and monte carlo analyses(1st mode, =5.0)

(a) Mean of mode2

(b) Standard deviation of mode2

(c) COV of mode2

Fig. 4

몬테카를로 해석에 대한 제안 방법의 비율로 산정하였다. 몬테

카를로 해석에 의한 모드형상의 평균, 표준편차, 그리고 분산

계수는 Fig. 3의 그림과 거의 동일하며, 이에 대한 별도의 

그림은 제시하지 않았다.

Fig. 4는 예제 구조의 두 번째 고유모드에 대한 섭동법 해석 

결과로서 평균모드(Fig 4a), 표준편차(Fig 4b), 그리고 공분

산(Fig 4c)을 상관관계거리()에 따라 보여주고 있다. 결과의 

정성적 특성은 첫 번째 고유모드와 동일하게 설명할 수 있다. 

두 번째 모드의 경우 접선경사가 0인 점이 평균모드에서는 2개, 

표준편차에서는 이보다 한 개가 많은 3개의 점에서 나타나고 

있음을 볼 수 있다. 경계를 제외한 점에서 표준편차가 최소가 

되는 위치는 평균모드의 접선경사가 0인 점과 반드시 일치하는 

것은 아니다. 

Fig. 4(c)는 1차 모드와 동일하게, 모드형상의 분산계수가 

구조계에 걸쳐 동일한 값을 가지지 않으며 불확실인수의 분산

계수보다 적은 값을 가짐을 보여주고 있다. Fig. 4(c)에서 

=10에서의 분산계수 값은, Fig 4(a)에서 보는 바와 같이 

평균 고유모드가 0이기 때문에 매우 큰 값을 가지에 되어, 

=9와 =11에서의 값을 평균하여 임의 표기하였다. 

 PM(×E5) MCS(×E5) Error(%)

1 4.858 4.879 -0.423

2 8.389 8.426 -0.438 

3 9.642 9.687 -0.470 

4 8.233 8.278 -0.540 

5 4.458 4.493 -0.770 

6 2.159 2.174 -0.697 

7 7.891 7.929 -0.476 

8 13.464 13.545 -0.601 

9 17.344 17.473 -0.736 

10 18.731 18.901 -0.895 

Table 2 Comparison of standard deviation between 

perturbation and monte carlo analyses

(2nd mode, =5.0)

Table 2에 보인 바와 같이, 두 번째 고유모드의 경우 몬테

카를로 해석 대비 제안 해석법의 오류 비율은 첫 번째 고유모

드와 유사한 것으로 나타남을 볼 수 있으며, 두 해석이 서로 매우 

유사함을 알 수 있다.

해석결과에서 고찰할 수 있는 또 하나의 특징은 고유모드의 

차수가 증가할수록 표준편차의 차수도 증가한다는 것이다. 

Fig. 3과 Fig. 4의 비교에서 알 수 있듯이, 첫 번째 고유모드

에 대한 표준편차 값은 두 번째 고유모드에 대한 표준편차 값

보다 작다. 즉, 고유모드의 변화도는 차수가 증가하면서 증가

하는 경향을 나타낸다.
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요  지

본 논문에서는 기능경사재료 보 고유벡터의 변화도 산정을 위한 해석 정식화를 섭동법에 기초하여 제시한다. 불확실인수

로는 기능경사재료 보의 중앙면에서 보의 축을 따르는 방향으로 공간적 불확실성을 가지는 재료탄성계수를 택하였다. 두께 

방향으로의 탄성계수 변화는 원래의 지수함수를 따르는 것으로 가정하였다. 정식화에서는 고유벡터에 대한 선형 Taylor전개

를 적용한다. 수치예제로는 보의 중앙면에 대하여 대칭인 탄성계수를 가지는 단순지지 보를 택하였다. 몬테카를로 해석을 함

께 수행하여 제안한 정식화가 합리적인 결과를 주는지 확인하였다. 해석을 통하여 몬테카를로 해석과 제안된 방법에 의한 

결과가 고유모드의 평균 및 표준편차에서 거의 동일한 결과를 제시함을 볼 수 있었다. 제안된 방법을 통하여 고유모드의 표

준편차 형상을 쉽게 산정할 수 있다. 고유모드의 평균중심 변화량은 고유모드의 차수에 관계없이 그 고유모드 대비 한 개가 

더 많은 경사 0인 점을 가지게 된다. 또한 평균 고유모드형상으로부터의 변화량은 저차 모드보다 고차모드에서 더 크게 나

타남을 알 수 있었다.

핵심용어 : 변화도, 고유치, 고유벡터, 불확실 탄성계수, 기능경사보

3. 결    론

본 연구에서는 구조재료에 나타나는 재료상수의 공간적 불확

실성에 의한 구조 고유모드의 변화도 산정에 대하여 논하였다. 유한

요소해석을 이용한 정식화를 제시하였으며, 예제를 통하여 그 타

당성을 보여 주었다. 해석결과의 타당성을 검토하기 위하여 몬테

카를로 해석을 동시에 수행하여 제안한 정식화에 의한 결과와 

비교하였으며, 두 해석결과가 서로 매우 유사함을 보여 주었다.

고유모드의 표준편차는 평균모드에 비하여 접선경사가 0인 

점이 하나씩 더 많게 나타났으며, 표준편차가 최소인 점과 평균

모드의 최대변위점은 일반적으로 일치하지는 않는다는 것을 

알 수 있었다. 또한 고유모드 표준편차의 크기는 모드의 차수가 

증가할수록 함께 커지는 것으로 나타난다. 즉, 고차의 모드가 

저차의 모드에 비하여 더 큰 불확실성을 나타낸다. 모드형상의 

분산정도는 추계장의 상관관계거리에 따라 상이하게 나타나며, 

비례관계에 있지 않는 것으로 고찰되었다. 또한 정적거동에 

의한 변위에서의 분산과 다르게 고유모드의 분산은 불확실인

수의 분산계수보다 적은 값을 가지며, 구조계에 걸쳐 동일한 

값을 가지지도 않는다.

본 연구에서 제안한 결과는 추후 확장 연구를 통하여 구조계 

동적거동에서의 응답변화도 해석에 적용할 수 있을 것으로 

기대된다.
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