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시간지연 곱 이차항을 포함하는 LKF에 기초한 시간지연 선형 

시스템의 안정성

Stability of time-delayed Linear Systems Based on Augmented LKF Including Time-delay 

Product Quadratic Terms
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Abstract – In this paper, based on an augmented Lyapunov-Krasovskii functional(LKF) with time-delay product quadratic 

terms, the stability result in the form of linear matrix inequality(LMI) is proposed. In getting an LMI result, the free matrix 

based integral inequality is used. Finally, two well-known numerical examples are given to demonstrate the usefulness of the 

proposed result.
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1. 서  론

많은 제어시스템에서 흔히 존재하는 시간지연은 시스템 성능

저하, 진동 뿐 만 아니라, 안정성까지도 보장하지 못하는 경우를 

흔하게 접하게 된다. 이런 이유로, 지난 30여 년 동안 시간지연 

시스템의 안정도에 관하여 수많은 연구 결과가 발표되었고, 지금

도 매우 활발히 연구가 진행되고 있는 분야이다[13]. 다음과 같

은 시간지연 선형시스템을 생각하자.

       ≤ ≤
                       (1)

여기서 ∈는 상태,  ∈ ×은 상수행렬, 는 연속적으

로 미분 가능한 초기조건, 그리고 는 다음을 만족하는 시변 

시간지연이다.

≤≤  ≤
≤ ∀ ≥                (2)

특히 조건 (2)와 같은 시변(time-varying) 시간지연을 갖는 

선형 시스템 (1)의 안정도 문제의 경우에는 시간 영역에서 다루

는 것이 자연스럽고, 또한 시간영역에서는 Lyapunov-Krasovskii 

함수(LKF) 접근법이 가장 광범위하게 사용되어지고 있다[1]- 

[10][13]. 이를 이용하여 시간지연종속 안정도 문제에 관한 결과

를 얻는 과정은 2단계로 이루어진다. 첫 단계는 적당한 LKF 후

보함수를 선정하는 것이고, 두 번째 단계는 이의 시간미분의 상

한을 선형행렬부등식(LMI)[12]으로 표현하는 것이다. 좀 더 나

은 결과를 얻기 위하여, 첫 단계에서는 상태에 대하여 좀 더 

많은 정보를 도입하려는 노력의 일환으로 (i) 증강상태(상태의 

미분, 상태의 적분 등)의 도입[10] (ii) 적분구간의 분할 방법

[4]이 제시되었다. 그리고 두 번째 단계로는 많은 적분부등식

(Jensen[13], Wirtinger 기반 부등식[5], 자유변수 부등식[7] 등)

이 제시되었다.

본 논문에서는 시간지연 (2)를 갖는 시스템 (1)의 안정성을 

보장하는 좀 더 나은 결과를 얻기 위하여 시스템 (1)에 주어

진 상태 변수    이외에 증강된 상태 

 
  

   


   



를 도

입하였고, 또한 시간지연이 곱하여진 형태의 2차함수(quadratic 

function)도 도입되었다(다음 수식 (10) 참조). 물론 좀 더 많은 

증강된 상태를 도입하면(시간지연 분활 또는 상태의 2차적분, 3

차적분등) 좀 더 나은 결과를 기대할 수 있겠으나 이는 LMI 변

수의 증가를 가져오기에 상태의 적분까지 만을 도입하였다. 또한 

2단계를 효과적으로 해결하기 위해서는 다음의 보조정리 2에 주

어진 자유가중행렬(free weighting matrix)를 이용한 적분 부등

식과 다음 보조정리 1에 주어진 2차함수가 음(negative)이 될 충

분조건이 이용되었다.

이 논문에서 사용되는 기호는 일반적인 것이다.

or  은 대칭행렬 가 양확정행렬(or, 음확정행렬)임을 나

타내고, 대칭행렬속의 ⋆는 대칭항을 나타낸다. 
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2. 예비 결과

다음의 보조정리들은 다음의 주요결과의 증명에 사용될 예비 

결과들이다.

보조정리 1[11]. 대칭행렬   ∈ ×에 대하여 

     ∈ 라 하자. 만약, 











i      
ii    

iii     

이면,  ∀∈  이다.

따름정리 2. 대칭행렬     ∈ ×에 대하여 

       ∈ 라 하자. 

만약, 










i      
ii      

iii      
           (3)

이면,  ∀∈ 이다.

증명: 먼저, 를 다시 쓰면 다음이 되고

        
  

위의 보조정리1를 적용하면 쉽게 얻게 되므로 자세한 것은 생략

한다.

보조정리2. 만약 











  
⋆  
⋆ ⋆ 

≥ 이면 다음이 성립한다.








 ≤   



 






 





                                                 (4)

여기서 는 적당한 차원의 임의의 벡터이다.

증명:  

라 하면 





   


 ,





   





  

 




 

이고, 이를 다음 관계식에 적용하면 쉽게 (4)를 얻는다.

≤



























  
⋆  
⋆ ⋆ 

















    
























Remark 1: 특별히       
 





 라면 보

조정리 2는 Zeng 등[7]의 결과와 같아진다.

 

3. 주요 결과

다음은 시간지연 (2)를 갖는 선형시스템 (1)의 점근적 안정성

을 보장하는 결과를 제시한다.

정리 1: ×양확정행렬  × 양확정행렬  

   , × 양확정행렬     그리고 × 양확

정행렬 











  
⋆  
⋆ ⋆ 

 











  
⋆  
⋆ ⋆ 

가 존재하여 다음 6개의 

LMI들을 만족하면

 









i      



ii      
iii      



iv      


v      


vi      


                (5)

시간지연 (2)를 갖는 시스템 (1)은 점근적으로 안정하다. 여기서

   



















 






















































































  

































  






























 



  














 

    
























 



 














 



 














 














⋅














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            

      
     

    



















 



























































 








































 











































  



  



















 



























































 






































 











































  




   

   

















⋅








































 













   

















⋅








































 









            (6)

이고, 또한 

 
 
















 


 

,    (7)

      ×  ×      ⋯          

   ×                                     

이다. 끝으로, (6)의 에 포함되어있는 다음 태의 

비대칭행렬  는 대칭행렬  를 간략히 표현한 것

이다.

증명: 본격적인 증명에 앞서, 다음과 같이 정의하며,

 










         

   

 





  

 






            (8)

또한 벡터 ∈를 다음으로 정의하자.


          


 



 

  
       (9)

이제 본격적으로 증명을 시작한다. 시간지연 시스템 (1)의 안

정도를 보이기 위하여 다음과 같은 Lyapunov- Krasovskii 후보

함수를 생각하자.

  












 

 


 
















 

 


 














 


















 















 

 
 















 

 
 






 





 





  (10)





 








 








 

                      

여기서        

 이다. 위의 (10)의 두 번 

째와 세 번째 항에서 보듯이, 시간 지연 와 가 곱하여진 2

차(quadratic)함수 형태가 LKF에 포함되어있다. 시스템 (1)의 궤

적에 따른 (10)에 정의된 LK후보함수  의 시간미분을 구하

면 다음을 얻는다.

   





























 
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


 



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


















 

  




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




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
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
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
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














 


















 

  














 















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
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


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


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



















  











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













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

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









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
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







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

































(11)

   












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































 





















































  















































  
 



















   
    

     

여기서, 보조정리 2를 사용하면 다음을 얻는다.
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    






  






  

  ≤
  


              

    
   


        

  

  이를 (11)에 적용하고, (6)에 정의된 행렬들     

을 이용하여 정리하면 다음을 얻고

    ≤ 
  

     
 



 (12)

여기서 는 에 대하여는 2차식이고, 에 대하여

는 1차식이다. 따라서, 위의 (5)의 조건으로부터, ∀∈ 
에 대하여, 다음이 성립한다.

 (i) 과 (ii) ⇔     

 (iii) 과 (iv) ⇔    

 (v) 과 (vi) ⇔ 



   



이를 따름정리 1를 적용하면 다음이 되고

 (i)-(vi) ⇒ <0, ∀∈∀∈ 

이는     ∀≠임을 의미한다. 이것으로 증명을 마

친다.  □

4. 수치 예제

제시된 결과의 유용성은 잘 알려진 2개의 수치예제를 통하여 

보이도록 하자.

예제 1: 다음과 같은 행렬을 갖는 시간지연 시스템 (1)을 고

려하자.

   


 


 

 
  



 


 

 
                    (13)

잘 알려진 바와 같이[12], 이 시스템의 경우에도 시간지연이 

상수인 경우(즉   ∀), 시스템의 안정성을 보장하는 최

대 시간지연의 크기는 an lyti cal  이다. 다음 표 1은 여러 값

의   에 따른 시스템 행렬 (13)를 갖는 시스템 (1)의 안

정도를 만족하는 최대 허용 를 기존의 결과와 비교 정리한 표

이다. 

표 1. 예제 1 시스템의 안정도를 보장하는 최대 시간지연

Table 1. Maximal allowable delay for Example 1 

   0.05 0.1 0.5 Nov

Seuret등[5] 2.5516 2.3693 1.7000  

Kwon등[6] 2.5696 2.4120 1.9602  

Zeng등[7] 2.5721 2.4146 1.9346  

Lee등[9] 2.5753 2.4252 2.0199  

본 논문 2.5795 2.4342 2.0573     

  위의 표 1에서 보듯이 새로이 제시된 정리1의 결과는 기존의 

결과보다 우수함을 알 수 있다. 또한 위의 표에서 Nov는 변수의 

개수를 말하며, 본 논문에서 이의 크기가 커진 이유는 보조정리 

2의 결과를 정리1의 증명에 적용하면서 를 (9)의 를 하였기 

때문이다. 을 보다 적은 크기의 벡터로 하면 Nov는 적게 되

는데 반하여 최대시간지연은 제시된 결과보다 약간 작아진다.

예제 2: 다음과 같은 행렬을 갖는 시간지연 시스템 (1)을 고

려하자.

   


 


 

 
  



 


 

 
                (14)

이 시스템의 경우, 잘 알려진 바와 같이[12], 시간지연이 상수

인 경우(즉   ∀), 시스템의 안정성을 보장하는 최대 시간

지연의 크기는 an lytical  이다. 다음 표 2는 여러 값의 

  에 따른 시스템 행렬 (14)를 갖는 시스템 (1)의 안정도

를 만족하는 최대 허용 를 기존의 결과와 비교 정리한 표이다.

표 2. 예제2 시스템의 안정도를 보장하는 최대 시간지연

Table 2. Maximal allowable delay for Example 2

   0.1 0.2 0.5 0.8

Seuret등[5] 4.7038 3.8346 2.4208 2.1377

Kwon등[6] 4.8117 4.1019 3.1282 2.6982

Zeng등[7] 4.7883 4.0607 3.0557 2.6150

Lee등[9] 4.8297 4.1398 3.1555 2.7307

Zhang등[10] 4.809 4.091 3.109 2.710

본 논문 4.8601 4.1976 3.2440 2.8214

참고로 Nov는 표 1과 동일하기에 생략하였다. 끝으로. 위의 

표 2에서 보듯이 새로이 제시된 정리1의 결과는 기존의 결과보

다 우수함을 알 수 있다.

5. 결  론

이 논문에서 LKF 후보함수를 선정함에 있어, 현재 뿐만 아

니라, 이의 미분과 적분까지로 변수를 증강하였고 또한 시간지
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연이 곱하여진 2차(quadratic)함수 항을 도입하였다. 2차적분

(quadratic integral)항은 자유행렬기반 적분부등식을 이용하여 

LMI형태의 안정성 결과를 얻었다. 끝으로 제시된 결과는 두 개의 

대표적 예제를 통하여 이의 유용성을 보였다.
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