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1. 서  론

전 세계적으로 300m가 넘는 대형 컨테이너 선박

들이 항해하고 있는 최근까지도 이슈가 되고 있다.

몇 십년 간 화물 적재 문제는 해운 회사들이 풀어야 

할 고질적인 문제였고, 적재하는 알고리즘에 따라서 

한 번에 실을 수 있는 화물의 개수가 달라지고, 이에 

따라 이익률에 차이가 있으니, 정해진 부피의 컨테이

너 선에 적절한 배치를 통하여 최대 부피의 화물을 

적재하는 문제가 많은 연구자들로부터 연구되고 있

다. 이 문제는 단순한 정사각형이나 원을, 보다 큰 

다각형에 넣는 문제부터 시작해서, 아주 복잡한 형태

의 3차원 화물들을 여러 컨테이너에 효율적으로 나

누는 문제까지 여러 가지 범주로 나눌 수 있다.

Bortfeldt et al. 에 따르면, 정해진 화물량을 최소

한의 컨테이너에 적재하는 문제 (input minimization

type)와, 정해진 컨테이너 부피에 최대 화물량을 적

재하는 문제(output maximzation type)로 크게 나뉠 

수 있으며, 각각의 문제 유형들은 아래와 같다: [1]

∙ Single Stock-Size Cutting Stock Problem

(SSSCSP): 약간 다른 형태의 짐들을, 최소한의 같은 

형태 컨테이너에 적재하는 문제

∙Multiple Stock-Size Cutting Stock Problem
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(MSSCSP): 약간 다른 형태의 짐들을, 최소한의 약

간 다른 형태 컨테이너에 적재하는 문제

∙ Residual Cutting Stock Problem (RCSP): 약간 

다른 형태의 짐들을, 최소한의 완전히 다른 형태 컨

테이너에 적재하는 문제

∙Single Bin-Size Bin Packing Problem (SBSBPP):

완전히 다른 형태의 짐들을, 최소한의 같은 형태의 

컨테이너에 적재하는 문제

∙Multiple Bin-Size Bin Packing Problem

(MBSBPP): 완전히 다른 형태의 짐들을, 최소한의 

약간 다른 형태의 컨테이너에 적재하는 문제

∙ Residual Bin Packing Problem (RBPP): 완전

히 다른 형태의 짐들을, 최소한의 완전히 다른 형태

의 컨테이너에 적재하는 문제

∙ Open Dimension Problem (ODP): 정해진 짐들

을 하나의 컨테이너에 모두 넣기 위해, 해당 컨테이

너의 부피를 최소화하는 문제

위와는 다르게, 최대화하는 문제는 다음과 같다:

∙ Identical Item Packing Problem (IIPP): 하나의 

컨테이너에 최대한의 동일 크기의 짐들을 적재하는 

문제

∙ Single Large Object Placement Problem

(SLOPP): 하나의 컨테이너에, 약간 다른 형태의 짐

들을 최대한 적재하는 문제

∙Multiple Identical Large Object Placement

Problem (MILOPP): 약간 다른 형태의 짐을, 한 종류

의 여러 컨테이너에 최대한 적재하는 문제

∙Multiple Heterogeneous Large Object Place-

ment Problem (MHLOPP): 약간 다른 형태의 짐을,

다른 종류의 여러 컨테이너에 최대한 적재하는 문제

∙ Single Knapsack Problem (SKP): 하나의 컨테

이너에, 완전히 다른 종류의 짐들을 최대한 적재하는 

문제

∙Multiple Identical Knapsack Problem (MIKP):

한 종류의 컨테이너들에, 완전히 다른 종류의 짐들을 

최대한 적재하는 문제

∙Multiple Heterogeneous Knapsack Problem

(MHKP): 다른 형태의 컨테이너들에, 완전히 다른 

형태의 짐들을 최대한 적재하는 문제

가장 실용적인 문제이며, 가장 많이 연구 되어진 

연구 유형은 SLOPP와 SKP로서 2011년까지 각각 

37건, 57건의 논문이 발표되었으며, IIPP 또한 10건

의 논문이 발표되었다 [2]. 즉, 약간 다른 형태의 짐들

을 한 컨테이너에 최대한 적재하는 문제와, 완전히 

다른 형태의 짐들을 한 컨테이너에 최대한 적재하는 

문제를 해결할 수 있는 알고리즘이 가장 필요하다는 

것으로 해석할 수 있다. 그 중 가장 간단한 IIPP의 

대표 문제로서는 정사각형에 가장 많은 원을 적재하

는 문제가 있으며, 현재 50개 이하의 원은 Fig. 1에서

와 같이 잘 알려진 방법으로 적재하여 효율을 높일 

수 있다[3].

다만, 해석적인 해가 존재하지 않고, 반복적 수치 

해 밖에 존재하지 않는 영역에서는 꾸준히 더 효율적

인 방법들이 발표되고 있다.

현재까지 알려진 바로는 Fig. 2에서와 같이 적재 

효율이 이론적 상한에 근접할 수 있도록 연구가 되고 

있다. 이론적인 상한 점선은 세 개의 원의 중심이 정

삼각형을 이루며 비활용면적을 최소화할 때 가능한 

밀도이며, 이론적인 하한 점선은 네 개의 원의 중심

이 정사각형을 이루며 정사각형의 컨테이너에 적재

될 때 달성되는 밀도이다. 특히 20개 미만의 경우에

는 정삼각형을 이루는 구조를 만들더라도 벽과의 거

리가 멀게 되어 효율이 좋지 않지만, 개수가 많아질

수록 이론적인 상한 점선에 근접하는 형태를 띠게 

된다. 이 외에 컨테이너 형상이 정사각형이 아닌 경

우에도 알고리즘이 개발이 되었는데, 다양한 컨테이

너 형상에 가장 많은 원을 적재하는 문제가 있으며,

Fig. 3과 같이 컨테이너 형상과 크기는 원, 삼각형,

정사각형, 직사각형 등으로, 비선형 방정식을 풀어서 

적재하게 된다[4].

이러한 IIPP 문제는 해석적인 방정식을 사용하여 

풀기 보다는, 기존의 해법을 많이 사용하게 된다 [5].

발견적 해법이 최적임을 증명하기 위해서, 다른 방법

보다 더 효율적인 해법을 제안하는 식으로 증명하고 

있다. 이러한 방식으로 20개의 원까지는 최적해가 잘 

알려져 있고, 이후 21개의 원부터 발견적 해법으로 

78개까지 효율적인 방법이 제시되었으며, 이를 바탕

으로 특정 패턴을 분석하여 이상적인 효율을 구할 

때 사용하기도 한다[6]. 일례로 36개 까지의 원은 정

사각형 형태의 패턴으로 적재되는 것이 가장 활용 

면적을 늘릴 수 있지만, 49개 부터는 정사각형 형태

가 아닌 무작위스러워 보이는 Fig. 4의 형태가 더 효
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율적인 것으로 밝혀졌다. 따라서 본 연구에서는 상용 

직육면체 컨테이너의 크기에 따라 최대로 들어갈 수 

있는 원의 개수를 구하고, 이에 따른 면적 효율을 비

교해 본다.

직사각형 화물에서는 약간 다른 직사각형 화물을 

정해진 직사각형 컨테이너에 최대한 적재하는 문제

(SLOPP)를 실용적인 측면에서 2차원적으로 접근한 

Jylänsky의 Maximal Rectangles 알고리즘[7]을 구

현하고, 보다 더 높은 효율을 줄 수 있는 발견적 해법

을 제시하고자 한다. Maximal Rectanles 알고리즘을 

보완하기 위해 다양한 사전 선택[8]과 알고리즘이 개

발되어 왔지만, 아직까지 사후 선택 알고리즘을 적용

한 경우가 드물고, 모든 경우의 방향을 고려하여 최

적의 세트를 추출하는 방식은 상당히 효율을 높여 

줄 수 있다. 이렇게 개발된 사후 선택 알고리즘과 실

시간으로 형상과 거리를 분석하는 알고리즘[9]과 융

합되면 최단시간 적재 프로그램을 제작할 수 있을 

것으로 기대된다.

2. 이  론

2.1 원 배열 알고리즘

앞 서 설명한 정사각형에 원을 적재하는 IIPP 문제

의 연장선상에서 직사각형에 원을 넣는 알고리즘은 

간단하면서도 주요한 문제이기 때문에 여러 방면에

서 연구가 되었다. 화물 적재 문제에서 시작하여 토

질의 공극 문제, 금속의 결정 문제 등을 모델링할 때

도 사용되었다. Fig. 5에서와 같이 가장 간단하게는 

원의 중심이 정사각형을 이루는 격자 구조와, 정삼각

형을 이루어 7개의 원이 중심부를 포함해 육각 형태

를 이루는 구조로 나뉘어 질 수 있는데, 일정 크기의 

원을 정확하게 담을 수 있는 직사각형의 경우에는 

최적화 과정이 간단하지만, 컨테이너의 너비와 길이

Fig. 1. Best known packings for 21≦n≦50 [3].

Fig. 2. Densities of best known packings [3].
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가 원의 공배수가 아닐 때는 개수와 크기에 따라서 

수치해석적인 비교가 필요하다.

2.2 Maximal Rectangles 알고리즘 [7]

컨테이너 부피를 2차원의 면적으로 간소화하고,

각 화물의 다양한 면적으로 최대화할 수 있는 알고리

즘으로 기요틴 (Guillotine) 알고리즘 [11]이 널리 쓰

이고 있다. 하지만, 최초로 고안한 저자는 알 수 없으

며, Watt et al.이 발표한 게임[12]에 쓰였으며 이후 

다양하게 활용되었다. 기요틴 알고리즘은 Fig. 6과 

같이 컨테이너 면적에 특정 형상의 화물이 차지하면,

나머지 면적을 분할하여 다시 새로운 면적으로 사용

하는 방식을 사용한다.

Jylänsky 가 고안한 최대 직사각형 (Maximal Re-

ctangle) 알고리즘은 기본적인 형태는 기요틴 알고

리즘과 유사하지만, Fig. 7에서처럼 하나의 직사각형

이 투입되고, 나머지 영역의 공통 부분을 절단하는 

것이 아니라, 공통 부분을 포함하여 최대 직사각형을 

만들고, 이에 다른 화물들을 채워 넣은 다음, 가장 

많이 들어가는 쪽으로 진행해 나가는 점이 다르다.

최대 직사각형 (Maximal Rectangle) 알고리즘은 

다음과 같다.[7]

3. 제안한 방법

3.1 원 육각 배열 계산 알고리즘

정해진 컨테이너 치수 안에서 어느 크기까지 정사

각형 알고리즘이 유리한 지, 육각 배열 알고리즘이 

Fig. 3. Optimal layouts for 50 items in: (a) a circle; (b) a rectangle,minimizing its area; (c) a rectangle, minimizing 

its perimeter; (d) a square; (e) a strip,with fixed length L=9:5; and (f) an equilateral triangle [4].

Fig. 4. The densest packings found of 49 disks [6].



(a) (b)

Fig. 5. Two lattice packings: (a) square arrangement; and (b) hexagonal arrangement [10].

Fig. 6. The guillotine split placement process. After placing a rectangle, there are two ways to store the remaining 

free area [7].

Fig. 7. The rectangle placement rule for the MAXRECTS data structure. Both the rectangles on the right are store 

in F [7].
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유리할 지 계산이 필요하며, 이를 수치 해석 방법을 

활용하여 컨테이너의 단축과 똑같은 지름의 원의 배

열부터 시작하여, 원의 지름을 1/2씩 줄이면서 원의 

크기를 줄이고 각각의 원의 크기에서 정사각 배열과 

육각 배열을 비교한다. 이 중에 주어진 원의 크기가 

어느 범위에 있는지 먼저 결정하고, 더 큰 면적 효율

을 갖는 배열 방식으로 배치하는 알고리즘을 설계하

였다.

이를 계산하는 계산식은 아래와 같다.

첫 번째, 정사각 배열의 경우 컨테이너의 장축이 

y, 단축이 x 라고 하면 (y≥x), nD≤y를 만족하는 최

대 정수 n과, mD≤x를 만족하는 최대 정수 m을 구한

다.

Fig. 8. Flowchart for Maximal Rectangles algorithm.
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이 때 전체 컨테이너의 면적 S를 구하고, 원이 차

지하는 면적 SD를 구할 수 있다.

   (1)

 
 

(2)

이 때의 공간 효율 η 는 다음과 같이 계산한다.

  


(3)

두 번째, 육각 배열의 경우 Fig. 5(b)와 같이 각각

의 원이 인접한 열과 1개씩 차이가 날 수 있다. 최초 

시작 열의 개수를 최대한으로 설정하여 정사각 배열

의 경우와 마찬가지로 장축(y), 단축(x)라고 할 때,

nD≤y를 만족하는 최대 정수 n을 계산한다. 하지만 

단축의 경우에는 원의 지름(D)으로 결정되는 것이 

아니라 원의 중심이 정삼각형을 이루기 때문에 처음

과 끝을 제외한, 원끼리의 인접 길이는 

이 된

다. 이때 최초 열이 최대치의 원이 들어가고, 다음 

열도 같은 개수가 들어갈 때는 식 (2)과 같은 계산으

로 면적을 구할 수 있다.

다만, 다음 열의 원의 개수가 1개 적게 되면 m의 

값이 홀수인지 짝수인지에 따라 계산이 달라지게 된

다. m은 식 (4)를 만족하는 최대 정수가 된다.




 ≤ (4)

짝수인 경우에는 

  



 

 
 
 

(5)

홀수인 경우에는 

  




 
 

 
 

 

(6)

를 통해 공간 효율 η를 식 (3)을 통해 계산할 수 있다.

3.2 MaxRects 사후 평가 알고리즘

앞 서 서론에서 논한 바와 같이, 사전 선택 알고리

즘이 아닌, 다양한 방향의 경우의 수를 모두 계산한 

후 가장 용적률이 높은 결과를 선택하는 것으로서,

화물 적재 효율을 높일 수 있다. 특히 화물들의 형태

가 약간 다른 조건이나 완전히 다른 조건 모두에서 

적용 가능하며, 형태의 종류에 따라 계산 시간이 늘

게 되지만, 최근까지 발전된 컴퓨터의 계산 속도를 

고려하면 무시할 수 있는 수준이다. Fig. 9에 제안하

는 알고리즘의 전체적인 흐름도를 나타내었다.

4. 실험 결과 및 고찰

4.1 IIPP 문제 중 원의 경우

앞 서 언급한 바와 같이 국제 규격의 20" 컨테이너

에 다양한 크기의 원통을 적재할 때, 정사각 배열과 

육각 배열의 적재 방법에 따라 적재율에 차이를 보이

게 된다. 하지만, 일반적인 규칙이 적용되는 것이 아

니라, 컨테이너 크기와 원의 크기에 따라 비선형적으

로 차이가 나기 때문에 Fig. 10(a)에서와 같이 지름이 

줄어들 때, 두 가지 적재 방식에 따른 공간 효율을 

표시하였다. 20" 컨테이너에 적재하였을 시 지름이 

100 mm 이하일 경우 육각 배열(Hexagonal array)이 

직각 배열 (Square array) 보다 약 10% 이상 높지만,

100 mm이상에서는 Fig. 10(b)에서와 같이 동일한 효

율(차이:0%)이거나 33%부터 -7% 까지 다양한 효율 

분포를 보인다.

원의 지름인 1205mm 일 때와 1145 mm인 적재 

분포를 살펴보면 Fig. 11과 같다. 지름의 차이는 10%

도 나지 않지만, 적재 효율의 차이는 40% 이상 차이

Fig. 9. Flowchart for Post Selecting Maximal Rectangles 

algorithm.
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가 나며, 각각의 적재 방법을 사후에 결정하는 것이 

효과적이다.

일례로 Fig. 11(a)와 (b)는 같은 크기의 원일 때,

정사각 배열일 경우에는 4개의 원 밖에 들어가지 않

지만, 육각 배열인 경우 8개 까지 들어가는 등 2배의 

효율을 낼 수 있다. 반면에 Fig. 11(c)와 (d)의 경우 

반대로 육각 배열인 경우가 1개의 원이 덜 들어가기 

때문에 7% 정도의 효율 손실을 보게 된다. 따라서 

각각의 경우에 2가지 조합을 모두 실시해 보고, 비교

한 뒤 적재 알고리즘을 택하는 편이 효율적이게 된다.

4.2 IIPP 중 직사각형의 경우

국제 규격의 20" 컨테이너 (5896 mm×2348 mm×

2372mm)에 길이 방향으로 4, 8, 16, 20개를 넣을 수 

있는 면적을 가진 화물 4개를 각각 다른 방향으로 

입력하여 Maximal Rectangles 알고리즘을 적용하

여 보았다.

길이 방향이나 높이 방향 배열과 관계없이, Fig.

13(a)와 같이 치수가 입력된 순서에 따라서 길이 방

향을 컨테이너의 왼쪽 위 모서리에 맞추고 시작하기 

때문에, 같은 치수의 화물이라도 길이 방향과 높이 

방향의 입력 순서에 따라서 용적률의 차이가 나기 

시작한다. 반면에 Fig. 13(b)는 운 좋게도 컨테이너 

높이 방향의 1/2부분부터 왼쪽 벽에 접해서 시작했

기 때문에 100% 용적율을 달성할 수 있었다.

각각의 용적률은 Table 1에서와 같이 화물의 면적

의 총합이 컨테이너 면적이 되도록 입력하였기 때문

에, 컨테이너 면적 사용률과 화물의 적재율은 동일한 

(a) (b)

Fig. 10. (a) Spacial efficiencies of square array and hexagonal array as a function of various circle diameter in 

a 20FT container and (b) the difference of the spacial efficiency of square and hexagonal arrays. 

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 11. Packing pattern (a) of 1205 mm diameter cylinders with rectangle array, (b) of 1205 mm diameter cylinders 

with hexagonal array, (c) of 1145 mm diameter cylinders with rectangle array  and (d)  of 1145 mm diameter 

cylinders with hexagonal array in a 20FT container.



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Fig. 12. Packing pattern in a 20FT container by MaxRects algorithm with (a) 4 longitudinal, (b) 4 lateral, (c) 8 longi-

tudinal, (d) 8 lateral, (e) 16 longitudinal, (f) 16 lateral, (g) 20 longitudinal and (h) 20 lateral identical rectangles.  

(a) (b)

Fig. 13. Packing order in a 20FT container by MaxRects algorithm with (a) 20 longitudinal and (b) 20 lateral identical 

items.
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효율이므로 하나의 효율만 표기하였다.

4.3 IIPP 중 직육면체의 경우

평면과 마찬가지로 MaxRects 알고리즘을 적용하

였으나, 방향 전환은 사후 선택으로 결정하였다.

Table 2에서는 컨테이너 크기의 각 길이별로 1/10의 

크기인 직육면체를 각각의 방향에 따라 적재하였으

며, 이에 따른 적재 효율을 기재하였다.

Table 2와 같이 각각의 방향에 따른 길이를 정해 

주어 방향에 대한 효과를 관찰하였으며, 같은 크기의 

직육면체이지만 적재 방향에 따라 100%에서 72%까

지 약 30%가량 차이가 나는 것을 확인할 수 있었다.

4.4 SLOPP의 경우

하나의 형태를 가진 IIPP와 다르게, SLOPP의 경

우 서로 다른 형태의 화물을 각각 다른 방향으로 입

력하여 결과를 Fig. 15과 같이 확인 하였다.

결과적으로 IIPP와 유사하게 화물의 한 쪽 모서리

가 컨테이너의 높이의 반만큼 되는 쪽으로 처음 입력

이 되었을 때, 용적률이 100%가 됨을 Fig. 15(a)에서 

확인하였으며, 그 외의 경우에는 모두 50%의 용적률 

밖에 나타내지 못하였다.

3가지 다른 형상은 Maximal Rectangles 알고리즘

을 사용하기 전에 면적이 큰 순서대로 순차적으로 

배열이 된 후에 입력이 되므로, 조합에 영향을 끼치

지 못하지만, 방향의 경우 형상마다 2가지씩, 2의 3제

곱이 되어 총 8개의 다른 결과를 Fig. 16과 같이 나타

내게 된다. 그래프와 같이 100%의 정답이 있음에도 

불구하고, 입력 방향에 따라 최대 50%까지 차이가 

날 수 있다. 8개의 경우의 수를 모두 고려하면 항상 

최상의 효율을 유지할 수 있으므로, 본 논문에서 제

안한 방법을 통해 Maximal Rectangles 알고리즘의 

방향성 문제를 발견적으로 해결할 수 있다.

5. 결  론

본 논문에서는 기존의 잘 알려진 컨테이너 적재 

알고리즘인 원의 육각 배열 알고리즘과 직사각형 상

자를 최대한 많이 적재하는 Maximal Rectangles 알

고리즘의 방향성에 대한 문제를 발견하고, 이를 개선

하기 위한 사후 처리 방법을 제안하고자 하였다.

원의 지름이 컨테이너의 크기보다 상대적으로 작

을 때는 육각 배열 알고리즘이 정사각 배열 알고리즘

에 비해 항상 높은 적재 효율을 보인다. 원의 크기가 

컨테이너의 단축의 절반부터  1/10 정도라면, 정사각 

배열과 육각 배열을 모두 고려해야 한다는 사실을 

알게 되었다. 이에 따라 효율이 크게는 30% 이상 차

이가 나는 것을 확인하였으며, 실제적으로도 활용할 

수 있게 되었다.

Maximal Rectangles 알고리즘은 모든 방향에서

의 용적률을 고려한 뒤 최고의 용적률을 나타내는 

패턴으로 화물을 적재하게 되면, 항상 최고의 용적률

을 보여줄 수 있다. 이는 단일 형상의 화물이나 3가지 

이상의 복합 형태의 화물 또한 유사한 결과를 보여 

주었다. 2차원 뿐만 아니라 3차원에서도 방향에 따른 

사후 선택이 20～30% 가까이 효율 차이가 나는 것을 

보여 주었다. 향후 이러한 알고리즘들을 복합적으로 

사용할 경우 사후 선택에 의한 결정이 컴퓨터 수치 

계산 시간은 늘어나지만, 화물 적재 효율을 크게 늘려

Table 1. The efficiencies for conventional algorithms

Identical

items

Longitudinal Lateral

Efficiency [%] Efficiency [%]

4 100 0

8 100 62.5

16 93.75 100

20 75 100

Table 2. The combination of 3 different directions of rectangular cuboid

Pattern x dimension (mm) y dimension (mm) z dimension (mm) Efficiency (%)

(a) 589 234 237 100

(b) 589 237 234 90

(c) 234 589 237 75

(d) 234 237 589 90

(e) 237 589 234 72

(f) 237 234 589 96



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fig. 14. Packing pattern in a 20FT container by MaxRects algorithm according to the Table 2.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 15. Packing pattern in a 20FT container by MaxRects algorithm with (a) 2 longitudinal 1/2 size + 4 longitudinal 

1/4 size, (b) 2 longitudinal 1/2 size + 4 lateral 1/4 size, (c) 2 lateral 1/2 size + 4 longitudinal 1/4 size, (d) 

2 lateral 1/2 size + 4 lateral 1/4 size rectangles.  
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Fig. 16. Packing pattern in a 20FT container by MaxRects algorithm with 3 different dimensions and 2 different direc-

tions of rectangles as Table 2.

Table 3. The combination of 3 different dimensions and 2 different directions of rectangles

Pattern
1/2 size load

(2948mm×1174mm)

1/4 size load

(1474mm×1174mm)

1/8 size load

(1174mm×737mm)

(a) longitudinal longitudinal longitudinal

(b) longitudinal lateral longitudinal

(c) longitudinal longitudinal lateral

(d) longitudinal lateral lateral

(e) lateral longitudinal longitudinal

(f) lateral lateral longitudinal

(g) lateral longitudinal lateral

(h) lateral lateral lateral
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줄 수 있을 것으로 예상된다. 이는 변형된 Maximal

Rectangles 알고리즘들의 약점 또한 보완해 줄 수 

있을 것으로 기대된다.
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