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Abstract

Diffusion is a random process used to model financial and physical phenomena. When we construct statistical

models for repeatedly observed diffusion processes, the idea of random effects needs to be considered. In

this research, we introduce random parameters for an Ornstein-Uhlenbeck diffusion model and geometric

Brownian motion diffusion model. In order to apply the maximum likelihood estimation method, we tried

to build likelihoods in closed-forms, by assuming appropriate distributions for random effects. We applied

the random effect models to data consisting of Dow Jones Industrial Average indices recorded daily over 27

years from 1991 to 2017.
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1. 서론

입자의 운동모형에서 입자의 위치를 확률적인 모형으로 설명하는 경우, 불확실성(randomness)과 연속

성(continuity)을 만족하여야 하고, 이런 경우 입자의 위치는 시각 t (t ≥ 0)에 대하여 연속적인 경로를

갖는브라운운동 wt를이용한확률편미분방정식을통하여표현된다.

dyt = µtdt+ σtdwt. (1.1)

확산 yt는 추세계수 µt와 확산계수 σt를 갖는 확률편미분방정식 식 (1.1)의 해로 정의되는 확률과정이

다. 입자의운동, 금융자산의가격변동, 투여된약물농도의변화등이모두확산(diffusion)의예이다.

다양한 변동특성을 갖는 금융자산의 가격변동을 확산의 개념을 이용하여 설명하기 위하여 다양한 형태

의 모형이 도입되었다. 금융위기 상황에서 자산 가격의 급격한 변동을 설명하기 위한 방법으로, 경로가

불연속적인 특성을 가질 수 있도록 점프(jump) 확률과정을 포함하는 일반화된 모형이 고려되기도 하고

(Applebaum, 2004), 기본적인 확산모형이 보다 높은 변동성을 포용할 수 있도록 여러 확률과정을 결합

하여사용하는모형들이개발되었다 (Heston, 1993).

짧은 시간 동안의 입자의 운동이나 자산의 가격변동을 설명하는 데 있어서 경로의 연속성은 마땅히 만

족되어야 할 중요한 조건이다. 그러나 장기간 동안 관찰된 입자의 운동이나, 금융자산의 가격변동을 동
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일한 하나의 확산모형으로 설명해야 한다는 것은 지나친 제약이다. 공기 중 입자의 움직임에서 순간적

으로바람의방향이달라지는경우, 혹은예상치못한금융정책의발표로금융자산의가격이순간적으로

변동하는경우와같이, 장시간동안의입자의움직임이나금융자산의변화에서변동양태의연속성을가

정하기어려운사건들이발생할수있다고보아야한다.

입자운동에서의물리적환경이나주가의변동에서금융정책의변화와같이모형의변동요인이매우드

물게 혹은 가끔씩 일어난다고 가정하는 경우에는 시간에 따라 확산모형의 모수가 변화하는 형태로 모형

을 일반화 하여 설정하는 방법도 생각할 수 있으나, 확산현상 중에는 관측되는 확률과정의 모수의 변동
요인이 상시적으로 발생한다고 보아야 하는 경우들이 더욱 일반적이다. 공기 중 입자의 운동을 설명하

는 확산모형에서 바람의 변화는 매우 중요한 변동 요인이지만 그 변화는 수시로 발생할 수 있고, 바람의

변화는통제되거나예측이가능하지않은경우가더일반적이다. 또주식가격의변동은, 매일매일형성

되는시장의투자분위기에따라크게영향을받고, 시장의분위기는예측가능하지않은경우들이많다.

이와같이예측불가능한다양한요인에의하여모형의특성이수시로변동되는확산모형을고려하기위

해서는, 추세계수 µt와 확산계수 σt에 확률적 특성을 갖는 값을 도입하는 확률효과모형(random effect

model)을 고려하여야 한다. 본 논문에서는 매우 단순한 확산과정들을 가정하고 그 계수들이 불확실성
을 갖는 것으로 가정하고, 즉 모형모수가 확률효과인 모형을 가정하고, 이에 대한 최대우도추정법을 적

용하기 위하여 우도함수를 구성하는 방법을 살펴본다. 선형 혹은 비선형 형태의 회귀모형에서 확률효
과를 도입하는 경우에서 최대우도추정법에 의한 모수 추정에 대한 연구로는 Laird와 Ware (1982)와

Pinheiro와 Bates (2000)가있다.

확산모형에 확률효과를 도입하는 연구는 선행연구가 많지 않고, 최근 일부 시도가 이루어지고 있으나,

제한적인 조건 하에서 근사적 방법 등을 이용하고 있다 (Picchini 등, 2010; Delattre, 2013). 확산모형

의 확률효과 모형에 대한 연구가 활발하게 진행되지 못하는 기본적인 이유는, 일부 단순한 모형을 제외

한 대부분의 확산모형에서 전이확률밀도함수가 닫힌 형태(closed-form)로 구할 수 있는 경우가 없기 때
문이다.

확산모형에 대한 전이확률밀도함수를 구하는 과정은 Ait-Sahalia (2002)에 의하여 정리된 바 있고, Lee

등 (2014)는 이를 개선하여 매우 정확한 정도로 전이확률밀도함수를 구하는 방법을 제시하였다. 본 논

문에서는 일반적인 확산모형에 대하여 Lee 등 (2014)에서 제시한 방법을 도입하기에 앞서, 전이확률밀

도함수의 수식이 알려져 있는 단순한 확산모형들에, 적절한 형태의 분포를 갖는 확률효과를 도입하여,

수치적 방법 등에 의존하지 않고, 수식에 의한 적분이 가능하도록 하여, 주변분포를 구해보고, 그 형태
가어떻게구해지는지를살펴보게된다.

본 논문에서는, 금융현상의 설명에 필수적인 확산모형인 Geometric Brownian Motion (GBM) 모형을

중심으로, 확률효과모형을 설정하고, 실제 자료 분석에 이용한다. 또 기본적인 확산모형인 Ornstein-

Uhlenbeck (OU) 모형에확률효과를도입하는경우에대하여도, 함께살펴보게된다.

본 논문의 제2절에서는 기본적인 확산모형인 OU 모형과 GBM 모형에 대하여 살펴보고, 제3절에서는

이를 확률효과모형으로 확장하여, 그 우도함수를 구하는 방법을 설명한다. 제4절에서는 실제 자료에 확

률효과가있는 GBM 모형을적용하여모수추정과정을살펴보게된다.

2. 확산모형

2.1. 확산모형의 설정

본 연구에서는 입자의 운동을 설명하는 경우, 금융자산의 변동을 설명하는 경우, 각 경우에 적용되는 확
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산모형 중 가장 단순하고 기초적인 형태의 확산모형을 가정하고, 이후 각 모형의 모수에 대하여 확률효

과를도입하는과정을살펴본다.

OU 모형 : dyt = α(β − yt)dt+
√

2αη dwt, α, η > 0,

GBM 모형 : dst = βstdt+
√

2η stdwt, η > 0. (2.1)

OU 모형은, 입자의 움직임을 설명하는 기본적인 확산모형이고, GBM 모형은 금융자산의 가격변동을

설명하는기본적인모형이다. GBM 모형에서 yt = log st와같이변환하면다음과같다.

dyt = (β − η)dt+
√

2η dwt. (2.2)

본 논문에서는 확산에 대한 확률효과모형에서의 모수 추정의 문제를 살펴보게 되는데, GBM 확률과정

st에 대한 관측값이 주어지는 것은 yt = log st에 대한 관측값이 주어지는 것과 동일하고, 확률과정에 대

한 관측값이 주어지는 경우, 모수 추정의 문제에서는 모수들 사이의 관계를 어떻게 설정할 것인가가 모
형설정의 핵심적 사항이므로, 본 논문에서는 st 대신 yt = log st에 대한 식 (2.2)를 이용하여 GBM 모

형에대한추정문제를다룬다.

OU 모형에서 모수 α는 시간 t와의 곱으로 개입되는 모수로, 시간의 단위의 역수 혹은 확률과정의 시간

에 대한 반응속도를 결정하는 모수다. 위 식 (2.1)과 (2.2)에서 모수 α, β, η를 관례에 따라 각각 속도모
수, 평균모수, 확산모수라고부르기로한다.

2.2. 관측된 확산모형과 전이밀도함수

확산 확률과정 yt에서 시간 t는 연속적인 값이다. 즉, 확산은 모형적 측면에서는 시간에 대하여 연속적

인특성을갖는다. 그러나이를관측하는경우, 매우조밀한시간간격으로관측이이루어진다고가정하
더라도, 관측이란결국은이산적인시간간격으로이루어질수밖에없다.

확산 yt가 시간간격 δ로 관측이 이루어진 경우, 즉, t = 0인 시점에서 y0가 관측되고, t = δ인 시점에서

yδ를 관측하는 경우, 관측 값 yδ의 확률적 특성은 y0가 주어진 경우에 대한 조건부분포로 주어지고, 확

률밀도함수 f(yδ|y0)로표현된다. 이때의확률밀도함수를전이확률밀도함수라한다.

다양한확산모형중 OU 모형, GBM 모형, CIR 모형의경우에는전이확률밀도함수를닫힌형태로표현

이가능하다. 일반적인확산모형에대한전이확률밀도함수는포커플랑크방정식의해로표현된다 (Hurn

등, 2007). Lee 등 (2014)는 전이확률 밀도함수를 허밋다항식을 기저로 하여 전개하는 델타확장법을 완

성하였다.

만약 규칙적인 시간간격 δ마다 확산에 대한 관측이 이루어지고, 그 관측값들로 이루어진 관측벡터 yyy =

(y0, yδ, y2δ, . . . , ynδ)을얻은경우, 관측벡터분포를표현하는결합분포의확률밀도함수는다음과같다.

f(yyy) =
n∏
i=1

f
(
yiδ|y(i−1)δ

)
.

• OU 모형의결합분포함수:

y0가 주어진 경우 yδ의 조건부분포는, u = (1 − e−αδ)이고 v = (1 − e−2αδ)라고 할 때, 평균이 (1 −
u)y0 + uβ이고, 분산이 ηv인정규분포의형태로주어지므로, 즉,

yδ ∼ Normal ((1− u)y0 + uβ, ηv)
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이므로, 결합분포의밀도함수는

f(yyy) = (2πηv)−
n
2 exp

{
−1

2

1

ηv

n∑
i=1

(ci − uβ)2
}

이고, 여기서 ci = yiδ − (1− u)y(i−1)δ, i = 1, 2, . . . , n이다.

• GBM 모형의결합분포함수:

y0가주어진경우 yδ의조건부분포는, 평균이 y0 + δ(β − η)이고, 분산이 2ηδ인정규분포의형태로주어
지므로, 즉,

yδ ∼ Normal (y0 + δ(β − η), 2ηδ)

이므로, 결합분포는 di = yiδ − y(i−1)δ, i = 1, 2, . . . , n이고, β̃ = β − η라고할때,

f(yyy) = (2π2ηδ)−
n
2 exp

{
−1

2

1

2ηδ

n∑
i=1

(
di − δβ̃

)2}
라고표현되거나, bi = yiδ − y(i−1)δ − δβ, i = 1, 2, . . . , n라고할때,

f(yyy) = (2π2ηδ)−
n
2 exp

{
−1

2

1

2ηδ

n∑
i=1

(bi + ηδ)2
}

라고표현된다.

3. 확률효과모형

확산 확률과정 에 대한 관측이 여러 차례 반복되어 여러 개의 관측벡터 yyy(k) = (y
(k)
0 , y

(k)
δ , . . . , y

(k)
nδ ),

k = 1, 2, . . . ,m가 얻어지고, 각 경우에서 확산모형의 모수가 확률적으로 변화되는 확률효과인 경우를

가정하자. 일반적인 접근법으로는 각 모형에서 사용되는 모수 α, β, η를 동시에 확률효과로 확장하는 경

우를 고려할 수도 있겠으나, 복수의 확률효과를 고려하는 경우, 우도함수를 구하기 위하여 다중적분을
계산하여야 하는 어려움이 있다. 본 논문에서는 다중적분의 어려움을 피하기 위하여 모수 α, β, η를 각

각 별개의 확률효과로 가정하는 경우에 대하여, 최대우도법으로 모형모수를 추정하기 위하여 우도를 구
성하는방법을살펴본다.

확률효과모형에서, 확률효과를 ξ(k)라고 하고 모형 모수를 θ라 하면, 모형모수에 대한 우도함수 l(θ)는,

관측벡터에 대한 조건부 결합분포 f(yyy(k)|ξ(k))를 확률효과의 분포로 적분하여, 주변분포의 밀도함수

h(yyy(k)|θ)를구하고이로부터다음과같이구해진다.

h
(
yyy(k)

∣∣θ) =

∫
f
(
yyy(k)

∣∣ξ(k)) g (ξ(k)∣∣θ) dξ(k),
l(θ) =

m∑
k=1

log h
(
yyy(k)

∣∣θ) .
다음 소절에서는, OU 모형과 GBM 모형 각 경우에 대하여 관측벡터에 대한 주변분포의 밀도함수
h(·)를 구하는 과정을 구체적으로 살펴보게 된다. 모형으로 고려하는 확률효과의 분포 g(·)는, 확률효

과가 만족해야 하는 제약조건을 잘 만족하고(예: 비음 조건), 분포모수를 통하여 분포의 평균과 분산 등
확률효과가 갖는 분포의 특성을 자유롭게 표현할 수 있는 분포 중에서, 적분을 통하여 관측벡터의 주변
분포 h(·)가잘구해질수있고, 그수리적형태가다루기쉬운형태의분포가되도록하였다.
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3.1. OU 모형의 경우

• 평균모수확률효과모형:

각 관측벡터 yyy(k) = (y
(k)
0 , y

(k)
δ , . . . , y

(k)
nδ )에 대한 조건부결합분포의 밀도함수와 확률효과 β(k)의 분포는

다음과같다.

f
(
yyy(k)|β(k)

)
= (2πηv)−

n
2 exp

{
−1

2

1

ηv

n∑
i=1

(
c
(k)
i − uβ

(k)
)2}

, (3.1)

β(k) ∼ Normal(β, τ), (3.2)

여기서 u = (1 − e−αδ), v = (1 − e−2αδ)이고, c
(k)
i = y

(k)
iδ − (1 − u)y

(k)

(i−1)δ, i = 1, 2, . . . , n, k =

1, 2, . . . ,m이다. 즉, 확률효과 β(k)의확률밀도함수는다음과같다.

g
(
β(k)|β, τ

)
= (2πτ)−

n
2 exp

{
− 1

2τ

(
β(k) − β

)2}
.

정리 3.1 관측벡터의 조건부결합분포가 식 (3.1)과 같이 주어지는 OU 모형에서, 확률효과 β(k)의 분포가 식

(3.2)와 같이 주어질 때, 관측벡터 yyy(k)에 대한 주변분포의 밀도함수 h는 다음과 같다.

h
(
yyy(k)|α, β, η, τ

)
= (2πηv)−

n
2

[
1 +

u2

v

τ

η/n

]− 1
2

· exp
{
−
1

2

1

v(η/n)

([
c2

(k)
− (c̄(k))2

]
+

(
1 +

u2

v

τ

η/n

)−1 [
c̄(k) − uβ

]2)}

여기서, c̄(k) = (1/n)
∑n
i=1 c

(k)
i 이고 c2

(k)
= (1/n)

∑n
i=1(c

(k)
i )2이다.

증명: 생략 �

• 확산모수확률효과모형:

각관측벡터 yyy(k)에대한조건부결합분포의밀도함수는식 (3.1)과동일하고, 확률효과 η(k)의분포는다

음과같다. (
η(k)

)−1

∼ τχ2(ν). (3.3)

즉, (η(k))−1의 분포는 규모모수가 τ이고, 자유도가 ν인 카이제곱분포 (규모모수가 2τ이고, 모양모수가

ν/2인감마분포)이다. 확률효과 η(k)가갖는확률밀도함수 g는다음과같이표현된다.

g
(
η(k)|ν, τ

)
=

1

Γ (ν/2) (2τ)
ν
2

(
η(k)

)− ν
2
−1

exp

{
− 1

η(k)2τ

}
.

정리 3.2 관측벡터의 조건부결합분포가 식 (3.1)과 같이 주어지는 OU 모형에서, 확률효과 η(k)의 분포가

(3.3)과 같이 주어질 때, 관측벡터 yyy(k)에 대한 주변분포의 밀도함수 h는 다음과 같다.

h
(
yyy(k)|α, β, ν, τ

)
=

Γ ((n+ ν)/2)

(π)
n
2 Γ(ν/2)

( v
τ

)−n
2

(
1 +

q(k)

(v/τ)

)− 1
2
(n+ν)

,

여기서 q(k) =
∑n
i=1(c

(k)
i − uβ)2이다.

증명: 생략 �
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3.2. GBM 모형의 경우

• 평균모수확률효과모형:

각 관측벡터 yyy(k) = (y
(k)
0 , y

(k)
δ , . . . , y

(k)
nδ )에 대한 조건부결합분포의 밀도함수와 확률효과 β(k)의 분포는

다음과같다.

f
(
yyy(k)|β(k)

)
= (2π2ηδ)−

n
2 exp

{
−1

2

1

2ηδ

n∑
i=1

(
d
(k)
i − δβ̃

(k)
)2}

, (3.4)

β(k) ∼ Normal(β, τ)이고 β̃(k) ∼ Normal(β̃, τ) (3.5)

이다. 여기서 β̃(k) = β(k) − η, β̃ = β − η이고, d
(k)
i = y

(k)
iδ − y

(k)

(i−1)δ, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . ,m이

다.

정리 3.3 관측벡터의 조건부결합분포가 식 (3.4)와 같이 주어지는 GBM 모형에서, 확률효과 β(k)의 분포가

(3.5)와 같이 주어질 때, 관측벡터 yyy(k)에 대한 주변분포의 밀도함수 h는 다음과 같다.

h
(
yyy(k)|β, η, τ

)
= (2πη2δ)−

n
2

[
1 +

δ

2

τ

η/n

]− 1
2

· exp
{
−
1

2

1

2δ(η/n)

([
d2

(k)
−
(
d̄(k)

)2]
+

(
1 +

δ

2

τ

η/n

)−1 [
d̄(k) − δβ̃

]2)}
여기서, d̄(k) = (1/n)

∑n
i=1 d

(k)
i 이고 d2

(k)
= (1/n)

∑n
i=1(d

(k)
i )2이다.

증명: 생략 �

• 확산모수확률효과모형:

각관측벡터 yyy(k)에대한조건부결합분포의밀도함수와확률효과 η(k)의분포는다음과같다.

f
(
yyy(k)

)
=
(
2π2η(k)δ

)−n
2
exp

{
−1

2

1

2η(k)δ

n∑
i=1

(
b
(k)
i + δη(k)

)2}
, (3.6)

(
η(k)

)−1

∼ τχ2(ν) (3.7)

여기서 b
(k)
i = y

(k)
iδ − y

(k)

(i−1)δ − δβ, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . ,m이다.

정리 3.4 관측벡터의 조건부결합분포가 식 (3.6)과 같이 주어지는 GBM 모형에서, 확률효과 η(k)의 분포가 식

(3.7)과 같이 주어질 때, 관측벡터 yyy(k)에 대한 주변분포의 밀도함수 h는 다음과 같다.

h
(
yyy(k)|β, ν, τ

)
=

2

(2π)
n
2 Γ(ν/2)(2δ)

n
2 (2τ)

ν
2

exp
{
−
n

2
b̄(k)

}
·
(

δ

B(k)

) 1
2
(n+ν)

K 1
2
(n+ν)

(n
2
B(k)

)
,

여기서 Kr(·)는 수정된 베셀함수(modified Bessel function)이고,

B(k) =

(
b2

(k)
+

2δ

nτ

) 1
2

이고, b̄(k) = (1/n)
∑n
i=1 b

(k)
i 이고 b2

(k)
= (1/n)

∑n
i=1(b

(k)
i )2이다.

증명: 전체 증명의 내용은 생략한다. 다만 적분과정에서 다음과 같은 수정된 베셀함수의 성질이 이용

되었다. ∫ ∞

0

zr−1 exp

{
−1

2

(
pz + qz−1)} dz = 2

(
q

p

) r
2

Kr (
√
pq)

여기서, p, q > 0이고, r은임의의실수이고, K−r(x) = Kr(x)이다. �
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4. 수치 예제

4.1. 모의실험

위결과를확인하기위하여, 모의실험과실제자료에대한분석을하였다. OU 모형, GBM 모형각각에

대하여, 평균모수(beta) 확률효과모형, 확산모수(eta) 확률효과모형을 모의실험하였다. 이를 기호로 각

각 OU(beta), OU(eta), GBM(beta), GBM(eta)로나타내기로한다.

모의실험의 각 경우에서 모수의 참값이 다음과 같은 경우를 실험하였다. 모수의 값은 Ait-Sahalia

(2002), Lee 등 (2014) 등의 관련 연구에 사용된 경우와 비슷하게 값을 설정하고, 분산을 의미하는 η와

τ 값에대한제곱근이간단하게표현되는경우로변경하였다.

OU(beta) : θ = (α, β, η, τ) = (0.2, 0.5, 0.09, 0.01),

OU(eta) : θ = (α, β, ν, τ) = (0.2, 0.5, 7.0, 2.2),

GBM(beta) : θ = (β, η, τ) = (0.8, 0.04, 0.01),

GBM(eta) : θ = (β, ν, τ) = (0.8, 7.0, 5.0).

확산과정에 대한 관측간격 δ는 0.01로 가정하였다. 표본의 크기, (m,n)은 (30, 50), (50, 50), (30, 100),

(50, 100) 네 가지 경우를 모의시험 하였다. 여기서 n은 관측벡터의 크기이고, m은 반복하여 관측된 관
측벡터의개수이다.

모형에 사용된 모수 α, η, τ, ν은 양수라는 제약 조건을 갖는 값으로, 모수의 추정을 위하여, 범위 제약이

있는 경우에서 함수최적화를 달성하는 R의 nlminb 함수를 이용하여 모수를 추정하였다. 모의실험에서

의반복횟수는 l = 1000이다.

각 모의실험 결과로 얻은 모수의 추정값 , 들에 대하여 평균과 평균제곱오차 제곱근을 표로 정리하였다.

표에 나타난 평균(mean)과 평균제곱오차 제곱근(root mean squared error; RMSE)은 다음과 같이 구
하였다.

MEAN =
1

l

l∑
s=1

θ̂s, RMSE =

√√√√1

l

l∑
s=1

(
θ̂s − θ

)2
.

Table 4.1은 OU 모형의 경우, Table 4.2는 GBM 모형의 경우이다. 표본의 크기 n과 m이 커질수록

MEAN이 참값과 가까워지고 있고, RMSE 값이 줄어드는 경향을 보이고 있다. 확률효과의 모수인 경

우나그렇지않은경우모두표본의크기 n과 m에영향을받아 RMSE가줄어드는모습을보이고있다.

4.2. 다우존스 산업지수의 예

1991년 1월부터 2017년 12월까지의 27년 324개월동안의다우존스지수(DJIA)를이용하였다. 매일매

일의 종가 자료를 이용하여 GBM 모형을 적용하였다. 관측벡터의 크기 n은 매년 뉴욕증권거래소의 개
장일 수를 의미하고, 관측벡터의 개수 m은 27이다. 매일 매일 관측된 확산과정이므로, 관측과정을 1년

을시간의단위로하여, 일일자료의관측간격 δ를 1/252로계산하였다.

다우존스지수 자료에 대하여, GBM(beta) 모형과 GBM(eta) 모형을 적용하여 모수를 추정한 결과는

다음과같다.

GBM(beta) : θ = (β, η, τ) = (0.0942, 0.0141, 0.0000),

GBM(eta) : θ = (β, ν, τ) = (0.1322, 4.0168, 32.1064).
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Table 4.1. Simulation results for OU models

n m

OU(beta) OU(eta)

θ α β η τ α β η τ

True 0.2 0.5 0.09 0.01 0.2 0.5 7.0 2.2

50 30
MEAN 0.2524 0.4742 0.1149 0.2897 0.2477 0.6128 7.9797 2.5936

RMSE 0.1550 0.4318 0.1162 1.2801 0.1662 7.2895 2.6405 1.9388

50 50
MEAN 0.2201 0.4991 0.1211 0.2477 0.2202 0.3637 7.5906 2.3461

RMSE 0.1151 0.3365 0.1146 1.2455 0.1252 2.9571 1.8835 1.4725

100 30
MEAN 0.2257 0.5074 0.1186 0.1917 0.2262 0.5381 7.9265 2.3862

RMSE 0.1207 0.3251 0.1152 1.4923 0.1232 3.5769 2.6467 1.5129

100 50
MEAN 0.2063 0.4982 0.1124 0.0943 0.2118 0.6335 7.4797 2.3059

RMSE 0.0889 0.2096 0.0825 0.4375 0.0901 3.1485 1.7386 1.1641

OU = Ornstein-Uhlenbeck; RMSE = root mean squared error.

Table 4.2. Simulation results for GBM models

n m

GBM(beta) GBM(eta)

θ β η τ β ν τ

True 0.8 0.04 0.01 0.8 7.0 5.0

50 30
MEAN 0.7995 0.0399 0.0194 0.7992 7.9188 4.8844

RMSE 0.0761 0.0013 0.0305 0.0641 2.9334 1.5981

50 50
MEAN 0.7968 0.0399 0.0163 0.7974 7.5254 4.8699

RMSE 0.0575 0.0011 0.0249 0.0494 1.7613 1.1566

100 30
MEAN 0.7971 0.0399 0.0138 0.7995 7.8843 4.8043

RMSE 0.0555 0.0011 0.0178 0.0427 2.5306 1.4097

100 50
MEAN 0.7991 0.0399 0.0121 0.7991 7.5302 4.9055

RMSE 0.0414 0.0008 0.0141 0.0329 1.8415 1.1603

GBM = geometric Brownian motion; RMSE = root mean squared error.

평균모수를 확률효과로 가정하는 경우, β(k)의 분산, τ가 0으로 추정되어, β(k)는 확률효과를 갖지 않

는 퇴화된 경우로 추정되었고, 확산모수를 확률효과로 가정하는 경우, 확률효과 η(k)는 그 역수의 분포
가 자유도가 4.02인 카이제곱분포에, 규모모수가 32.11인 것으로 추정되었다. 즉, (η(k))−1는 평균이
128.97이고, 표준편차 64.35인것으로, η(k)의평균은 0.0154, 표준편차 0.1525인것으로추정되었다.

확률효과를 가정한 평균모수의 분산이 0으로 추정된 것은, 다우존스 자료로 대표되는 주가지수 자료의

경우 평균모수에 대한 확률효과는 없는 것으로 볼 수 있음을의미한다. 확산모수 확률효과 모형의 경우,

평균에 비하여 표준편차가 매우 크게 나타나고 있는 것은, 대부분의 시기에 있어서 확산모수의 값이 일

정한 값을 유지하고 있으나, 금융위기 상황과 같은 특정시기에 있어서 주가의 변동성이 매우 높게 나타

나는경우가있기때문인것으로생각된다.

5. 맺음말

본 논문에서는, 가장 기본적인 확산모형인 OU 모형, GBM 모형에 대한 확률효과 모형을 살펴보았다.

또한 모형모수들이 동시에 확률효과를 가질 수 있다고 보는 대신, 개별 모수 각각이 확률효과가 되는 경

우만살펴보았다. 그런점에서본논문에서의연구는일반성이부족하고매우제약적이라고할수있다.

그러나, OU 모형과 GBM 모형이 가장 기본적인 확산모형이고, 본 논문에서 주장하는 바의 취지는, 확

산현상을 모형화하기 위하여 복잡한 확산과정을 고려하는 대신, 단순한 확산과정을 이용하고, 모형모수
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에 확률효과를 도입하는 것이 바람직하다는 것이므로, 본 논문에서 단순한 확산과정만을 고려하였다 하

여 논문의 취지가 훼손되는 것은 아니다. 오히려 본 논문에서 제시한 OU 모형과 GBM 모형에 확률효

과를 도입한 경우의 우도함수는 실제 확산현상을 설명하거나 확산현상에 대한 자료를 해석하는데 유용

하게자주사용될수있을것으로예상된다.

본 논문을 통하여, 매우 단순한 형태의 확산모형에 대하여도, 확률효과를 도입하는 경우, 적분의 형태로

주어지는 관측벡터의 주변분포(즉, 우도함수)를 구하는 것이 쉽지 않음을 살펴볼 수 있다. 이는 일반적

인 확산모형에 확률효과를 도입하는 경우 그 모수 추정이 단순하고 쉬운 문제가 아니라는 의미가 되는
것이고, 일반적인 확산모형에 확률효과를 고려하기 위해서는 별도의 통계적 방법이 개발되어야 함을 의

미한다.

본 연구에서는 이후에 보다 깊이 있는 연구가 진행되는 과정에서 참고가 되고 결과에 대한 비교 기준이
될 수 있도록, 가장 단순한 확산모형인 OU 모형과 GBM 모형에 대하여 확률효과를 도입하는 경우, 적

절한확률효과의분포를가정하여비교적단순한방법으로그우도함수의형태를수식으로표현할수있
는경우를살펴보았다.
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요 약

확산은 금융이나 물리적 현상의 모형화에 이용되는 확률과정이다. 반복적으로 관측된 확산과정에 대하여 통계적
인 모형을 구축할 때, 확률효과를 고려할 필요가 있다. 이 연구에서는 Ornstein-Uhlenbeck 확산모형과 geometric

Brownian motion 확산모형에 대하여 확률효과를 도입한다. 모형모수에 대한 최도우도추정법을 적용하기 위하여,

확률효과에 대한 적절한 분포를 가정하여 닫힌 형태로 우도함수를 얻는 방법을 탐색하였다. 1991년부터 2017년까

지 27년간일일단위로기록된다우존스산업지수에대하여확률효과모형을적용하였다.

주요용어: 확산, 확률효과, OU 모형, GBM 모형
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