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Abstract

Cho et al. (Communications for Statistical Applications and Methods, 23, 423–432, 2016) introduced a risk

model with a continuous type investment and studied the stationary distribution of the surplus process. In

this paper, we extend the earlier analysis by assuming that additional instant investment is made when the

surplus process reaches a certain sufficient level. We obtain the explicit form of the stationary distribution of

the surplus process. The case is shown as an example, when the amount of claim is exponentially distributed.
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1. 서론

Cho 등 (2016)은 연속적으로 투자가 이루어지는 보험상품 리스크 모형(risk model)을 소개하고, 잉여

금 과정(surplus process)의 정상분포함수(stationary distribution function)를 연구하였다. 보험상품

의잉여금은단위시간당 c > 0씩들어오는보험료에의해증가하고, 포아송과정(Poisson process)을따

라 발생하는 보험금 청구에 의해 감소하다. 보험금 청구는 단위시간당 평균 λ > 0개 발생하고, 청구액
은 서로 독립이고 평균이 µ > 0인 일반적인 분포함수 G를 따른다. 잉여금 수준이 적정수준에 이르면

단위시간당 a (0 < a < c)씩 연속적으로 다른 사업으로의 투자가 이루어진다. 여기서 보험료율 c는 단

위시간당 빠져나가는 보험청구액의 평균 λµ보다 크고, c − a는 잉여금이 무한히 커지는 것을 방지하기
위해 λµ보다 작다고 가정한다. 잉여금이 적정수준 밑으로 떨어지면 다시 적정수준에 이를 때까지 투자

가중지된다

Cho 등 (2016)은 잉여금 과정 {U(t), t ≥ 0}을 적성수준 위에 있는 {U1(t), t ≥ 0}와 적정수준 아래
에 있는 {U2(t), t ≥ 0}로 분해한 후, 마팅게일(martingale) 변환 기법을 사용하여 {U1(t), t ≥ 0}의
정상분포함수를 구하고, 전진미분방정식 방법을 이용하여 {U2(t), t ≥ 0}의 정상분포함수의 특성

함수(characteristic function)를 구하였다. 그리고 {U(t), t ≥ 0}의 정상분포함수를 {U1(t), t ≥
0}와 {U2(t), t ≥ 0}의 정상분포함수의 가중평균(weighted average)으로 유도할 수 있음을 보였다.

Choi와 Lee (2018)는 Cho 등 (2016)의 리스크 모형에서 잉여금이 적정수준 미만일 때 부과되는 벌
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Figure 1.1. A sample path of {U(t), t ≥ 0}.

금(penalty)과 잉여금이 쌓이므로 발생하는 기회비용(opportunity cost) 등을 고려한 후, 장시간에 걸

친단위시간당평균비용을구하고이를최소화하는단위시간당투자량 a가유일하게존재함을보였다.

본논문에서는 Cho 등 (2016)의모형을좀더현실적으로일반화시킨보험상품리스크모형을제시한다.

Cho 등 (2016)의 모형에서와 같이 잉여금 수준이 적정수준 s > 0를 넘어가면 단위시간당 a씩 연속적으

로 다른 사업으로의 투자가 이루어지지만, 만일 또 다른 충분한 수준 S > s에 이르면 S − s만큼의 투자
가 즉시(immediately) 이루어진다. 즉, 잉여금 수준이 S에 이르게 되면 S − s만큼 다른 사업으로의 투
자가 이루어져 잉여금 수준이 즉시 s로 내려간다. 이와 같은 잉여금의 운용정책은 재고(inventory) 모

형의 연구에서 많이 등장하는 (s, S)−정책과 일맥상통한다, (s, S)−정책은 Dvoretzky 등 (1953)에 의

해제시되고최적성이연구된재고운용정책이다.

오랫동안 리스크 모형에서 잉여금 과정의 연구는 잉여금의 상태가 음수가 되는 파산(ruin)과 이와 관
련된 특성들에 초점이 맞추어져 왔다. 이의 대표적인 연구 결과들을 간략히 소개하면, 리스크 모형에

서 잉여금의 파산확률 연구는 Klugman 등 (2004)에 잘 요약되어 있고, 파산까지 걸리는 시간 연구
는 Gerber (1990)에서 시작되어, Gerber와 Shiu (1997)는 파산까지의 시간, 파산 직전 잉여금의 상

태와 파산 후 0 밑으로 떨어진 양의 결합분포(joint distribution)를 연구하였고, Dickson과 Willmot

(2005)은파산까지걸리는시간의라플라스변환(Laplace transform)을구하였다.

최근들어 Cho 등 (2013), Kim과 Lee (2015)와 Cho 등 (2016)에의해리스크모형에서잉여금과정의

상태(level)에 대한 확률적 분석 연구가 시작되었다. 이들은 기존의 리스크 모형에서와 달리, 잉여금 과

정이 음수가 되어도 계속해서 진행이 된다고 가정하고, 또 투자 개념을 도입하여 잉여금이 무한히 커지

는 것을 방지하여, 잉여금 과정이 정상 상태에 들었을 때 이의 분포함수를 구하였다. 잉여금 과정의 정

상분포함수를 알면, 장시간에 걸친 잉여금의 평균과 분산(변동성) 등을 계산할 수 있어, 보험상품의 설

계단계에서는물론운용과정에서도매우유용하게쓰일수있다.

Figure 1.1에 본 논문에서 연구되는 리스크 모형에서 잉여금 과정의 표본경로(sample path)가 그려져
있다. 잉여금 과정의 정상분포함수를 구하기 위해, Cho 등 (2016)에서와 같이, 잉여금 과정 {U(t), t ≥
0}을 적성수준 s와 충분수준 S 사이에 머무는 {U1(t), t ≥ 0}와 적정수준 s밑에 있는 {U2(t), t ≥ 0}로
분해한다. {U1(t), t ≥ 0}의 정상분포함수를 마르코프 성질(Markov property)과 마팅게일 선택추출정

리(optional sampling theorem)을 이용하여 구하고, {U2(t), t ≥ 0}의 정상분포함수를 수준교차(level

crossing) 기법을 활용하여 직접 구한다. Cho 등 (2016)에서는 {U2(t), t ≥ 0}의 정상분포함수를 못 구
하고 이의 특성함수를 구했었다. {U(t), t ≥ 0}의 정상분포함수는 {U1(t), t ≥ 0}와 {U2(t), t ≥ 0}의 정
상분포함수의 가중평균으로 표시될 수 있음을 보이고, 보험청구액의 분포 G가 지수분포인 경우를 예제

로다룬다.
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2. {U(t), t ≥ 0}의 정상분포함수

잉여금 과정 {U(t), t ≥ 0}에서 적성수준 s와 충분수준 S 사이에 있는 부분을 떼어내 연결하여

{U1(t), t ≥ 0}을 만들고, 적정수준 s 아래에 있는 부분을 떼어내 연결하여 {U2(t), t ≥ 0}을 만든
다. 세확률과정모두재생과정(regenerative process)되며이들의한주기를각각 T, T1, T2라놓고, 이

들의 정상분포함수를 각각 F (x) (−∞ < x ≤ S), F1(x) (s ≤ x ≤ S), F2(x) (−∞ < x < s)라 놓으면

재생보상정리(renewal reward theorem)에의해

F (x) =
E(T1)F1(x) + E(T2)F2(x)

E(T )
, −∞ < x ≤ S

이 된다 (Ross, 1996, pp. 133–135). 여기서 E(T ) = E(T1) + E(T2)이다. 그리고 {U1(t), t ≥ 0}와
{U2(t), t ≥ 0}는 각각의 주기 내에서는 마르코프 성질을 만족하게 됨을 알 수 있다. 지금부터 F (x)를

구하는데 필요한 F1(t), E(T1), E(T2)와 f2(t) = (d/dx)F2(t)를 마팅게일 선택추출정리, 마르코프 성

질, 수준교차기법등을이용하여차례로유도해본다.

2.1. {U1(t), t ≥ 0}의 정상분포함수

본 논문의 {U1(t), t ≥ 0}는 Cho 등 (2016)에서와 달리 잉여금 수준이 S (0 ≤ s < S)에 이르면 다

른 사업으로의 투자가 즉시 이루어져 s로 떨어진다. 즉, 잉여금 수준은 S를 초과할 수 없다. U1(t)가

x (s ≤ x < S)에서출발하여구간 [x, S)를처음으로벗어나는시간을

TSx (x) = inf{t ≥ 0 : U1(t) /∈ [x, S), U1(0) = x}

라 놓고, U1(t)가 S에 먼저 이를 확률을 PSx (x, S), x 밑으로 먼저 떨어질 확률을 PSx (x, x−)라 놓자.

Cho 등 (2016)에서와같이두마팅게일

M1(t) = U1(t)− E[U1(t)], W1(t) =
eθU1(t)

E[eθU1(t)]

을정의하자. 여기서 θ는 Cho 등 (2016)에서보인바와같이

a(θ) = θ(c− a) + λ{MY (−θ)− 1} = 0, MY (−θ) =
∫ ∞

0

e−θydG(y)

을만족하는유일한양의해이다. 여기서 Y는보험청구액을나타내는확률변수이다.

Cho 등 (2016)에서와 같은 방법으로 두 마팅게일에 정지시간(stopping time) TSx (x)를 가지고 Kar-

lin과 Taylor (1975, pp. 257–262)에있는선택추출정리(optional sampling theorem)을적용하면

E
[
TSx (x)

]
=

(S − x)PSx (x, S)− E(Ye)P
S
x (x, x−)

c− a− λµ , s ≤ x < S, (2.1)

PSx (x, S) =
eθx − eθxMYe(−θ)
eθS − eθxMYe(−θ)

= 1− PSx (x, x−), s ≤ x < S (2.2)

을 얻을 수 있다. 여기서 Ye는 U1(t)가 보험청구에 의해 x 밑으로 떨어졌을 때, 떨어진 양을 나타

내며 보험청구액 Y의 잔여(residual)량이 되며, G의 평형분포(equilibrium distribution) Ge(y) =

(1/µ)
∫ y
0
[1 − G(x)]dx (0 < y < ∞)를 따른다 (Klugman 등, 2004, p.240). 따라서 E(Ye) =

E(Y 2)/2µ이고, MYe(−θ) =
∫∞
0
e−θydGe(y) = (1/µθ)[1−MY (−θ)]이다.
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2.1.1. F1(t)의 유도 {U1(t), t ≥ 0}의정상분포함수를구하기위해, U1(t)가 x (s ≤ x < S)에서출

발하여구간 [s, S)를벗어나는기간 TSs (x)동안에 x위에있던기간을 T1(x)라놓으면, {U1(t), t ≥ 0}의
마르코프성질에의해

E[T1(x)] = E
[
TSx (x)

]
+ E[T1(x)]P

S
x (x, x−)P xs ((x− Ye) ∨ s, x) (2.3)

이 됨을 알 수 있다. 여기서 E[TSx (x)]와 PSx (x, x−)는 식 (2.1)과 (2.2)에 주어져 있고, P xs ((x − Ye) ∨
s, x)는 U1(t)가 s와 x 사이에떨어지고 s 밑으로가기전에다시 x에이르는확률로

P xs ((x− Ye) ∨ s, x) =
∫ x−s

0

P xs (x− y, x)dGe(y) (2.4)

이다. 여기서 P xs (x − y, x)는 식 (2.2)를 얻을 때와 같은 방법으로, 마팅게일 W1(t)에 선택추출정리를

적용하면

P xs (x− y, x) =
eθ(x−y) − eθsMYe(−θ)
eθx − eθsMYe(−θ)

이됨을유도할수있다. 식 (2.3)으로부터 T1(x)의기댓값은아래와같다.

E[T1(x)] =
E
[
TSx (x)

]
1− PSx (x, x−)P xs ((x− Ye) ∨ s, x)

, s ≤ x < S.

U1(t)는 s에서 출발하여 구간 [s, S)를 벗어나면 다시 s에서 출발하고 이 과정이 확률적으로 반복된다.

이 기간 TSs (s)동안에 x 위에 있던 기간의 기댓값은, 일단 x에 먼저 도달해야 하므로, P xs (s, x)E[T1(x)]

이되며, {U1(t), t ≥ 0}의정상분포함수는아래와같이주어진다.

F1(x) =
P xs (s, x)E[T1(x)]

E [TSs (s)]
= 1− F1(x), s ≤ x ≤ S.

여기서식 (2.2)를응용하면 P xs (s, x) = {eθs− eθsMYe(−θ)}/{eθx− eθsMYe(−θ)}이되며, E[TSs (s)]는

식 (2.1)에주어져있다. 참고로 F1(s) = 1, F1(S) = 0이됨을확인할수있다.

2.1.2. E(T1)의 유도 {U1(t), t ≥ 0}의한주기 T1의기댓값은마르코프성질에의해

E(T1) = E
[
TSs (s)

]
+ E(T1)P

S
s (s, S)

를만족함을알수있다. 여기서 PSs (s, S)는 U1(t)가 s에서출발하여 s 밑으로가기전에 S에이르는확

률로식 (2.2)에주어져있다. 따라서 E(T1)은아래와같이주어진다.

E(T1) =
E
[
TSs (s)

]
1− PSs (s, S)

.

2.2. {U2(t), t ≥ 0}의 정상분포함수

본 논문의 {U2(t), t ≥ 0}는 Cho 등 (2016)의 {U2(t), t ≥ 0}와 확률적으로 같다. Cho 등 (2016)은

{U2(t), t ≥ 0}의 정상분포함수를 직접 구하지 못하고 이의 특성함수를 구했다. 본 논문에서는 Brill과

Posner (1977)가 제안한 수준교차 기법을 이용하여 {U2(t), t ≥ 0}의 정상분포 밀도함수 f2(x) =
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(d/dx)F2(x) (−∞ < x < s)를 직접 구한다. U2(t)가 x (x < s)에서 출발하여 구간 [x, s)를 처음으

로벗어나는시간을

Ds
x(x) = inf{t ≥ 0 : U1(t) /∈ [x, s), U2(0) = x}

라놓고, s에먼저이를확률을 Qsx(x, s), x 밑으로먼저떨어질확률을 Qsx(x, x−)라놓자.

2.1절에서와같은방법으로마팅게일

W2(t) =
eηU2(t)

E [eηU2(t)]

을정의하자. 여기서 η는 Cho 등 (2016)에서보인방법과유사한(similar) 방법으로

a(η) = ηc+ λ{MY (−η)− 1} = 0

을만족하는유일한음의해임을보일수있다.

마팅게일 W2(t)에정지시간 Ds
x(x)를가지고선택추출정리를적용하면

Qsx(x, s) =
eηx − eηxMYe(−η)
eηs − eηxMYe(−η)

= 1−Qsx(x, x−), −∞ < x < s (2.5)

을얻을수있다.

2.2.1. E(T2)의 유도 {U2(t), t ≥ 0}에서 한 주기 T2는 U2(t)가 보험청구에 의해 s 밑으로 떨어진

후 다시 s에 이를 때까지의 기간이 된다. 이 때 s 밑으로 떨어진 양은 보험청구액 Y의 잔여량 Ye가 되

고 (Klugman 등, 2004, p.240), U2(t)는 s − Ye에서 한 주기를 시작한다. 한 주기 T2의 기댓값은 마팅

게일

M2(t) = U2(t)− E[U2(t)]

에선택추출정리를적용하면다음과같이주어짐을보일수있다.

E(T2) =
E(Ye)

c− λµ =
E
(
Y 2
)

2µ(c− λµ) .

2.2.2. f2(t)의 유도 한주기 T2 동안 U2(t)가 x (x < s)를지나는횟수를 Nx라하면다음이성립된

다.

(i) s− Ye < x인경우

Nx =



1, with prob. Qsx(x, s)

2, with prob. Qsx(x, x−)Qsx(x, s)
...

...

n, with prob. [Qsx(x, x−)]n−1Qsx(x, s)
...

...
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(ii) s− Ye ≥ x인경우

Nx =



0, with prob. Qsx(s− Ye, s)
1, with prob. Qsx(s− Ye, x−)Qsx(x, s)
...

...

n, with prob. Qsx(s− Ye, x−)[Qsx(x, x−)]n−1Qsx(x, s)
...

...

여기서 Qsx(s−Ye, x−)는 U2(t)가 s 밑에서시작한후, s에이르기전에 x 밑으로떨어지는확률로

Qsx(s− Ye, x−) =
∫ s−x

0

Qsx(s− y, x−)dGe(y) (2.6)

이다. Qsx(s − y, x−)는 식 (2.5)를 얻을 때와 같은 방법으로, 마팅게일 W2(t)에 선택추출정리를

적용하면

Qsx(s− y, x−) =
eηs − eη(s−y)

eηs − eηxMYe(−η)
= Qsx(s− y, s)

이됨을유도할수있다. 따라서 E(Nx)는다음과같이계산되어진다.

E(Nx) =
Ge(s− x) +

∫ s−x
0

Qsx(s− y, x−)dGe(y)
Qsx(x, s)

. (2.7)

Brill과 Posner (1977)의수준교차기법을이용하면

f2(x)dx =
E(Nx)dt

E(T2)

이되며, f2(x)는다음과같이주어진다. 여기서 c = dx/dt .

f2(x) =
E(Nx)

cE(T2)
, −∞ < x < s.

앞의 2.1.1, 2.1.2, 2.2.1과 2.2.2절에서 연구된 내용들을 종합하면 {U(t), t ≥ 0}의 정상분포함수
f(x) = (d/dx)F (x)는최종적으로아래와같이주어진다.

f(x) =
E(T1)f1(x) + E(T2)f2(x)

E(T )
, −∞ < x ≤ S.

여기서 E(T ) = E(T1) + E(T2)이고, f1(x) = −(d/dx)F1(x)이다.

2.3. 예제

이절에서는보험청구액 Y가평균이 µ인지수분포를따를때, 즉, G(y) = 1− e−y/µ(y > 0)일때, 잉여

금과정 {U(t), t ≥ 0}의정상분포함수 f(x) (−∞ < x ≤ S)를명확히구해본다. 이경우지수분포의비

기억성(memoryless property)에의해 Y의잔여량 Ye의분포도평균이 µ인지수분포가된다. 따라서

θ =
λµ− (c− a)
(c− a)µ > 0, MYe(−θ) =

1

µθ + 1
, η =

λµ− c
cµ

< 0, MYe(−η) =
1

µη + 1

이된다.
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2.1절에있는식 (2.1), (2.2), 그리고 (2.4)의중요특성들과 F1(x), E(T1)는아래와같이주어진다.

PSx (x, S) =
µθeθx

eθS + µθeθS − eθx = 1− PSx (x, x−), s ≤ x < S,

E
[
TSx (x)

]
=

(S − x)µθeθx − µ(1 + µθ)
(
eθS − eθx

)
(c− a− λµ) (eθS + µθeθS − eθx) , s ≤ x < S,

P xs ((x− Ye) ∨ s, x) =
eθx − eθs

eθx + µθeθx − eθs ,

F1(x) =
eθs
[
(S − x)µθeθx − µ(1 + µθ)

(
eθS − eθx

)]
eθx [(S − s)µθeθs − µ(1 + µθ) (eθS − eθs)] , s ≤ x ≤ S,

E(T1) =
(S − s)µθeθs − µ(1 + µθ)

(
eθS − eθs

)
(c− a− λµ)(1 + µθ) (eθS − eθs) .

참고로 S → ∞이면 F1(x) = e−θ(x−s) (s ≤ x < ∞)이 되고, E(T1) = −µ/(c− a− λµ)이 된다.

또 S → s이면 로피탈의 정리(l’Hopital’s rule)를 써서 E(T1) = 1/λ이 됨을 알 수 있다. 또 f1(x) =

−(d/dx)F1(x)를계산해보면다음과같다.

f1(x) =
µθeθs

[
eθx − (1 + µθ)eθS

]
eθx [(S − s)µθeθs − µ(1 + µθ) (eθS − eθs)] , s ≤ x ≤ S.

2.2절에있는식 (2.5)–(2.7)의중요특성들과 F2(x), E(T2)는아래와같이주어진다.

Qsx(x, s) =
µηeηx

(µη + 1)eηs − eηx = 1−Qsx(x, x−), −∞ < x < s,

Qsx(s− Ye, x−) =
µηeηs

(µη + 1)eηs − eηx − e
− s−x

µ ,

E(Nx) = eη(s−x), −∞ < x < s,

E(T2) =
µ

c− λµ,

f2(x) = −ηe−η(x−s), −∞ < x < s.

참고로 이 경우 {U2(t), t ≥ 0}의 정상분포함수는 s만큼 오른쪽으로 이동되어(shifted) 평균이 s +

1/η인음의지수분포(negative exponential distribution)을알수있다.

최종적으로, 보험청구액 Y가 평균이 µ인 지수분포를 따를 때, {U(t), t ≥ 0}의 정상분포함수 f(x)는 아

래와같이주어진다.

f(x) =
E(T1)f1(x) + E(T2)f2(x)

E(T )
, −∞ < x ≤ S.
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