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비스듬히 던진 물체의 공기저항을 고려한 재귀 최소 자승법 기반 실시간 

포물선 운동 궤적 추정

Real-time Projectile Motion Trajectory Estimation Considering Air Resistance of Obliquely 

Thrown Object Using Recursive Least Squares Estimation

정 상 윤* · 좌 동 경†

(Sangyoon Jeong · Dongkyoung Chwa)

Abstract – This paper uses a recursive least squares method to estimate the projectile motion trajectory of an object in 

real time. The equations of motion of the object are obtained considering the air resistance which occurs in the actual 

experiment environment. Because these equations consider air resistance, parameter estimation of nonlinear terms is 

required. However, nonlinear recursive least squares estimation is not suitable for estimating trajectory of projectile in that 

it requires a lot of computation time. Therefore, parameter estimation for real-time trajectory prediction is performed by 

recursive least square estimation after using Taylor series expansion to approximate nonlinear terms to polynomials. The 

proposed method is verified through experiments by using VICON Bonita motion capture system which can get three 

dimensional coordinates of projectile. The results indicate that proposed method is more accurate than linear Kalman filter 

method based on the equations of motion of projectile that does not consider air resistance.
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1. 서  론

  환경에 따라 파라미터가 계속해서 바뀌는 동역학 시스템의 모

델링과 제어를 위해 파라미터를 실시간으로 추정하는 연구들이 

진행되고 있다[1]-[3]. 기존에 연구된 기법들 중에서 선형 재귀 

최소 자승법[4]의 경우 빠른 시간 내에 파라미터를 추정할 수 

있다는 장점이 있으나 비선형 시스템에 바로 적용할 수 없다는 

한계가 있다. 비선형 시스템의 파라미터를 추정하기 위해서 비선

형 재귀 최소 자승법[5], 확장 칼만 필터[6] 등 비선형 시스템의 

파라미터를 추정할 수 있는 기법들이 진행되고 있으며, 인공 신

경망[7]과 유전 알고리즘[8]과 같이 인공지능 학습을 사용하여 

파라미터를 추정하는 연구들도 시도되고 있다. 

  이러한 시스템들은 보통 파라미터를 추정하기 위한 연산 시간

이 오래 걸리기 때문에 포물체의 운동과 같이 짧은 시간 안에 

끝나는 시스템에 적용하기에는 부적합하다. 또한 시스템의 파라

미터가 급격하게 변화하는 경우 유연하게 대처하기 어렵다.

  본 논문에서는 비스듬히 던져진 3차원 포물체의 위치를 공기

저항을 고려한 비선형 모델로 나타낸 후 비선형성을 갖는 항을 

테일러 전개를 사용하여 다항식으로 근사화하여 선형 재귀 최소 

자승법을 사용함으로써 실시간으로 포물선 운동 궤적을 예측한

다. 모션 캡처 장치[9]로부터 물체가 운동하는 동안 위치좌표를 

받아 실제 실험을 통해 선형 모델보다 정확하면서도 비선형 최소 

자승법보다 연산속도가 빠름을 검증한다.

2. 3차원 포물체의 운동 방정식

  본 절에서는 그림 1의 3차원 포물체에 대해 공기저항을 고려

하지 않은 선형 운동 방정식과 공기저항을 고려한 비선형 운동 

방정식에 대하여 설명한다.

2.1 공기저항을 무시한 3차원 포물체의 운동 방정식

공기저항을 고려하지 않았을 때 3차원 상에서 비스듬히 던져

진 물체의 위치는

     (1)

     (2)

      


 (3)

와 같다. 여기서     는 포물체의 초기 위치이며, 

    는 포물체의 초기 속도, 는 시간, 는 중력 

가속도이다.
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그림 1 3차원 공간에서 비스듬히 던져진 물체.

Fig. 1 Obliquely thrown object in three dimensional space.

  2.2 공기저항을 고려한 3차원 포물체의 운동 방정식

  보다 정밀하게 포물체의 운동을 나타내기 위하여 실제 실험 

환경에서 발생하는 공기저항을 고려할 수 있다. 포물체가 받는 

공기저항에 의한 힘을 점성 마찰력 모델[10]을 사용하여 다음과 

같이 나타낼 수 있다.

    (4)

   (5)

    (6)

여기서     는 포물체의   방향 공기저항계수, 

    는 각 방향의 포물체 속도 성분, 은 포물체의 

질량이다.

  식 (4), (5), (6)은 뉴턴 제2법칙에 의해

  


 (7)

  


 (8)

  


  (9)

으로 나타낼 수 있다. 이를 통해 공기저항을 고려하였을 때 

3차원 상에서 포물체의 위치는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

   






 




(10)

   






 




(11)

   







 


 



 



 


 (12)

3. 파라미터 추정 알고리즘

  3.1 비선형 최소 자승법을 이용한 운동 방정식 파라미터 

추정

  파라미터 추정을 위해 (10), (11), (12)를 다음과 같이 나타낼 

수 있다.


     

  (13)


     

  (14)


     

    (15)

여기서 
      , 

      , 
       , 

 
∈

 , 
∈

이다. 

  포물체의 운동 궤적을 근사하기 위한 비용 함수를 다음과 

같이 설정한다.


   

 (16)


   

 (17)


   

 (18)

여기서  ,  , 는 포물체의 실제 위치와 추정치의 차이로서 

    
 ,     

 ,     
 이다.

  식 (16), (17), (18)을 최소로 하는  

의 값은 

   
   

  
 

  
  (19)

  
  

  
 

  
  (20)

  
  

  
 

  
  (21)

을 반복적으로 수행하여 얻을 수 있다. 여기서 는 반복 횟수, 

      는 각각 번째로 계산된  ,  , 의 자코비안

이다.

3.2 비선형 운동 방정식의 다항식 근사

  비선형 최소 자승법의 경우 비선형 시스템의 파라미터를 

추정할 수 있다는 장점이 있다. 그러나 추정을 위한 연산 

과정에 시간이 많이 소요되기 때문에 포물체의 운동궤적 예측과 

같은 실시간 추정에 사용하기에는 부적합하다. 이를 해결하기 

위해 운동 방정식 내의 비선형성을 갖는 부분을 다항식으로 

근사한다. 동작점이 인 함수 에 대한 테일러 전개는 

다음과 같다.
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  ≈    

 
 

 
 


 (24)

   
  (28)

   
  (29)

   
  (30)

  
     

   (31)

  
     

   (32)

  
     

   (33)

 
   


(34)

      (35)

      


 






 







     
  

  


(25)

      


 





 







    
  

  


(26)

       


 












 





 




     
  

  


(27)

      ′   

″ 
 





″′ 
 

 

   
 

  ⋯

 
  

∞



    
 



(22)

포물체의 운동은 짧은 시간 내에 끝나므로 운동 방정식의 비선형

성을 갖는 부분은 시간 에 대해 테일러 전개할 수 있다. (22)를 

사용하면

          
  

∞



 
  (23)

와 같이 나타낼 수 있고, 이를 다음과 같이 다항식으로 근사한다.

는 임의의 상수이다. 

  이를 이용하면 (10), (11), (12)는

으로 나타낼 수 있다. 여기서         , 

        , 
        , 

 
 
∈



이다. 

  3.3 재귀 최소 자승법(RLS)을 이용한 시스템의 실시간 

파라미터 추정

  파라미터 실시간 추정을 위해 먼저 최소 자승법을 통해 초기 

5개의 값을 이용하여 초기값을  

       


,     ⋯  ,  

      ,        ,

       ,    

와 같이 설정하면 

에 의해 파라미터의 초기값을 구할 수 있다. 여기서 는 물체

의 번째 좌표, 는 번째 데이터까지의 수행시간이다. 재귀 

최소 자승법[11]을

와 같이 반복하여 수행하면 다항식으로 근사화된 운동 방정식의 

파라미터를 실시간으로 추정할 수 있다. 이를 통해 포물체의 운

동 궤적을 예측할 수 있다.

4. 실  험

이번 절에서는 제안한 추정 기법의 타당성을 검증하기 위해 

실험결과를 제시한다. 모션 캡처 장치로부터 3차원 좌표 정보를 

받아 파라미터를 추정한 후 이를 기반으로 궤적을 예측한다. 제

안된 기법의 성능을 확인하기 위해 공기저항을 고려하지 않은 모

델에 대해 선형 칼만 필터를 사용하여 궤적을 추정했을 때의 결

과와 비교하였다. 

그림 2 실험 환경.

Fig. 2 Experimental environment.

그림 2에서와 같이, 포물체가 던져지는 실험 공간에 설치되어

있는 VICON Bonita 모션 캡처 시스템[9]을 이용하여 반사 마커

가 부착된 포물체의 위치 좌표를 Matlab/Simulink 환경에서 처

리하였다. 포물체의 위치 좌표값은 100Hz의 샘플링 시간마다 
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(a) 반복 횟수에 따른  의 추정치.

(a) Estimation of  on each iteration.

(b) 반복 횟수에 따른  의 추정치.

(b) Estimation of  on each iteration.

(c) 반복 횟수에 따른  의 추정치.

(c) Estimation of  on each iteration.

그림 3 파라미터 추정 결과.

Fig. 3 Estimation of parameters.

3mm 이내의 오차로 받아 실험을 진행하였다. 공기저항이 실제 

운동 궤적에 끼치는 영향을 살펴보기 위해 셔틀콕 형태의 물체에 

모션 캡처용 마커를 부착하여 실험에 사용하였다.  

그림 3은 각 반복 횟수마다 추정된  , 
 ,  의 값을 나타

낸 것이고, 표 1은 최종적으로 추정된 파라미터 값을 나타낸다. 

실험에 사용한 포물체는 자세각에 따라 공기저항계수인  ,  , 

가 변화하기 때문에, 공기저항계수항을 포함한 파라미터인 

        는 추정을 반복할 때마다 값이 급격하

게 변화하는 것을 볼 수 있다. 샘플링 시간이 0.01초이므로, 포물

체가 운동을 시작한지 약 0.8초 이후에는 포물체의 자세각이 크

게 변화하지 않고 파라미터 추정값이 일정하게 유지된다. 

표 1 파라미터 추정 결과.

Table 1 Estimation of parameters.

 추정값  추정값  추정값

     

     

     

     

     

표 2 평균 제곱 오차.

Table 2 Mean Squared Error.

시나리오 1 시나리오 2

Kalman filter Proposed Kalman filter Proposed

 0.0181 0.0041 0.0184 0.0070

 0.0422 0.0034 0.0330 0.0090

 0.0109 0.0113 0.0094 0.0087

그림 4의 (a), (b), (c)는 VICON 모션 캡처 시스템으로부터 얻

은 시간에 따른 포물체의 위치좌표와 그를 추정한 결과를 보여준

다. 개의 데이터에 대하여 평균 제곱 오차(MSE)를

   



  



 
  (36)

로 계산하여 추정 결과의 정확도를 수치적으로 표 2에서와 같이 

확인할 수 있다. 기존의 실시간 파라미터 추정 방법인 선형 칼만 

필터를 공기저항을 고려하지 않은 모델에 대해 시행한 결과와 비

교하면 공기저항을 고려하여 RLS를 사용한 방식이 보다 우수하

다. 이로 부터 공기저항을 고려한 3차원 포물체의 운동 방정식을 

고려해야 함을 알 수 있다. 

  그림 4의 (d)와 그림 5는 각기 다른 궤적으로 던진 포물체의 

3차원 위치 좌표와 추정 결과를 나타낸다. 기존의 방식으로는 실

시간 추정이 가능하다는 장점이 있으나 포물체가 받는 공기저항

을 고려하지 못해 추정 궤적이 실제 궤적과 큰 차이를 보였다. 

제안된 방법으로는 공기저항을 고려하여 물체의 실제 궤적을 보

다 유사하게 표현할 수 있었으며, 실시간으로 파라미터를 추정하

기 때문에 공기저항계수를 포함한 파라미터가 계속해서 변함에

도 실시간으로 유연하게 궤적을 예측할 수 있다. 두 가지 경우 

모두 기존의 방식보다 제안한 방법의 성능이 나음을 확인할 수 

있다. 
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(a) 포물체의 좌표 (circle: 기준값, 파선: 선형 칼만 필터, 실선: 

제안한 방법).

(b) 포물체의 좌표 (circle: 기준값, 파선: 선형 칼만 필터, 실선: 

제안한 방법).

(a) -coordinate of projectile (circle: reference, dashed: linear 

Kalman filter, dash-dotted: proposed method).

(b) -coordinate of projectile (circle: reference, dashed: linear 

Kalman filter, dash-dotted: proposed method).

(c) 포물체의 좌표 (circle: 기준값, 파선: 선형 칼만 필터, 실선: 

제안한 방법).

(d) 포물체의 3차원 좌표 (circle: 기준값, 파선: 선형 칼만 필터, 

실선: 제안한 방법).

(c) -coordinate of projectile (circle: reference, dashed: linear 

Kalman filter, dash-dotted: proposed method).

(d) 3D-coordinate of projectile (circle: reference, dashed: linear 

Kalman filter, dash-dotted: proposed method).

그림 4 포물체의 궤적 추정 결과 (시나리오 1).

Fig. 4 Trajectory estimation of projectile (scenario 1).

그림 5 포물체의 3차원 궤적 추정 결과 (시나리오 2) (circle: 기

준값, 파선: 선형 칼만 필터, 실선: 제안한 방법).

Fig. 5 3D trajectory estimation of projectile (scenario 2) 

(circle: reference, dashed: linear Kalman filter, 

dash-dotted: proposed method).

6. 결  론

  기존의 재귀 최소 자승법의 경우 선형 모델에만 적용할 수 

있기 때문에 일반적인 비선형 시스템에 대해서는 사용할 수 

없다. 또한, 포물체의 운동과 같이 빠른 시간 내에 추정이 끝나야 

하는 시스템의 경우 비선형 재귀 최소 자승법은 연산시간 면에서 

비효율적이다. 따라서 본 논문에서는 비선형성을 갖는 부분을 

테일러 전개를 사용해 다항식으로 근사한 선형 모델에 대해 재귀 

최소 자승법으로 운동 방정식 파라미터를 실시간으로 추정할 수 

있도록 하였다. 모션 캡처 시스템으로 포물체의 좌표를 받아 

궤적이 성공적으로 추정되었으며 기존의 방법보다 우수함을 

실험을 통해 검증하였다. 이는 동작점 근처에서만 작동하여 

테일러 전개가 가능한 비선형 시스템에 대하여 적용할 수 있다는 

점에서 활용 범위가 넓다고 볼 수 있다.
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