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Abstract

This paper analyse the mechanical characteristics of geometrical and material nonlinearity behavior of cylindrical shell 

roofs subjected to a concentrated load. The shell elements were modeled using ‘NISA2016’ software as 3D general shell 

element and 3D composite shell element. The 3D shell element includes deformation due to bending, membrane, 

membrane-bending coupling and shear perpendicular to the grain effects is suited for modeling moderately thick or thin 

general shells and laminated composite shells. And The 3D composite shell element consists of a number of layers of 

perfectly bonded anisotropic and orthotropic materials. The purpose of this research is to analysis the load-deflection curves 

considering the combined geometric and material nonlinearity of cylindrical shells. In a shallowed cylindrical shell,  

snap-through curve can be found.
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1. 서론1)

원통형 셸은 원통 곡면에 대한 구조적인 장점과 

가볍지만 높은 강성을 갖는 구조물을 만들 수 있는 

재료적 측면에서의 장점이 있다. 이러한 이유에서 원

통 셸의 형태는 구조 부재로써 곡물 창고, 스타디움

과 같은 건축 구조물, 항공기, 선박, 기계 등 산업 전

반에 걸쳐 다양한 분야에서 널리 사용되고 있다1).

셸 부재는 셸의 형상, 경계 조건, 하중 등에 따라 

아주 다양한 거동을 보이며, 특히 셸의 두께가 얇을 

경우 거동의 특성이 매우 민감해진다. 셸 부재의 기

하학적 특징은 평판과 달리 유한한 곡률 반경을 가

진 곡면으로 이루어지고, 곡면의 형태는 매우 다양

하다. 또한 셸의 스팬-높이비가 작을 경우에는 하중-

변위 곡선에서 Snap-Back 혹은 Snap-Through 현상
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이 발생할 수 있다. 셸 부재는 재료의 특성에 따라

서 등방성 재료, 직교 이방성 재료, 이방성 재료 등

으로 분류된다. 탄성 재료는 일정한 응력 한계까지 

탄성적으로 거동하는 것으로 가정되고, 그 후에는 

결합된 탄성 및 소성 거동이 발생한다. 재료의 항복 

및 항복점 거동을 결정하기 위해서는 소성 이론이 

포함되어야 하고, 재료의 비선형성을 고려한 비선형 

해석이 수행되어야 하며, 변형이 큰 경우에는 기하 

비선형을 고려해야 한다2). 

비선형 해석에는 기하 비선형 해석, 재료 비선형 

해석, 기하 및 재료 합성 비선형 해석 등이 있다. 본 

연구에서는 다양한 셸 부재의 기하 비선형 거동과 

기하 및 재료의 합성 거동에 대하여 연구하고자 한

다. 따라서 점진적으로 증가되는 하중 및 변위 곡선

을 분석하여 기하 및 재료 비선형성에 대한 역학적 

특성을 규명한다. 먼저 소성 이론과 이방성 셸의 이

론에 대하여 고찰하고, 탄소성 유한 요소 해석을 위

하여 정식화 한다. 또한 재료 비선형 해석을 위해서 

적용된 재료의 항복 이론 및 경화 효과 등에 대해서 

고려한다. 실험의 해석 변수는 재료의 두께, 탄성 

계수, 경화 효과 등이며, 변수들이 미치는 기하 및 

재료 비선형 거동에 대한 역학적 특성을 분석한다. 
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2. 비선형 이론 및 해석 방법

2.1 재료 비선형에 대한 소성 이론

2.1.1 일반 소성 이론

탄성 재료는 일정한 응력 한계까지 탄성 거동하

는 것으로 가정되고, 그 후에 결합된 탄성 및 소성 

거동이 발생한다. 또한 재료의 항복 및 항복점 거동

을 결정하기 위해서는 소성 이론을 포함해야 한다. 

항복 기준은 가능한 모든 응력 상태에서 탄성의 한

계와 소성의 시작을 정의하는 관계이므로 소성 변

형 판단에 중요한 역할을 한다. 항복 기준 중 von 

Mises 항복 기준은 최대 비틀림 에너지 이론을 바

탕으로 하여 물체 내에서 등가 응력이라 불리는 폰 

미제스 응력(von Mises stress)의 최대값이 물체의 

항복 응력에 도달하였을 때 파괴가 시작된다고 예

측하는 이론이다. 이 이론은 물체 내부에 축적된 비

틀림 에너지로 파괴를 예측하는 것이라는 관점에서 

최대 전단 응력 이론과 차이가 있다
2)

.

최대 전단 응력 이론이라 불리는 Tresca의 항복 

기준에서는 물체 내에 발생하는 최대 전단 응력이 

물체가 견딜 수 있는 항복 응력(Yield stress)에 도

달하였을 때 임의 물체의 파괴가 일어난다고 본다. 

일례로 정사각형 물체의 윗면과 아랫면에 평행하지

만 서로 반대 방향인 힘을 가하게 되면 물체의 형상

이 찌그러지고 내부에 전단 응력이 발생하게 되는

데, 이러한 현상에 착안하여 물체의 파괴를 예측하

는 것이 바로 Tresca 이론이다. 대부분의 금속은 

von Mises 기준이 Tresca 기준보다 정확도가 높다2). 

von Mises 및 Tresca 항복 기준의 2차원 평면은 

<Fig. 1>과 같다
2)

.

<Fig. 1> von Mises and Tresca yield criteria

경화 모델은 소성 변형 중에 항복 함수가 어떻게 

변하는지를 결정하는 것으로 굳지 않은 가정(완전 

가소성)의 모델과 그 외 3가지 가공 경화 모델을 사

용할 수 있다. 변형률 경화(Strain hardening)는 금

속과 같은 재료가 외부로부터 하중을 받아 소성 변

형이라고 불리는 영구적인 변형을 일으키는 것이다. 

이는 금속 내 결정체들의 전이라 불리는 미끄러짐

에 기인하며, 추가적인 소성 변형을 발생시키려면 

이전보다 더 큰 하중이 필요하게 된다. 이러한 현상

을 변형률 경화라고 하며, 재료의 강성을 증가시키

는 결과를 초래한다
3)
. 

변형률 경화를 나타내는 재료의 응력-변형률 선

도는 소성 영역과 같이 일정한 기울기를 가지는 직

선이 아니라 위로 볼록한 형상의 곡선으로 표현된

다. 수학적으로는 응력   변형률   형태의 

멱함수로 표현되고, 여기서 와 은 각각 재료 고

유의 물질 상수와 경화 지수를 의미한다. 변형률의 

증가에 따라 재료의 강성이 감소하는 현상도 발생

하는데, 이것을 변형률 연성화라고 한다3). 

본 연구에서는 2.1.1절의 기초 이론과 2.1.2절의 

개선된 수식 및 조건을 기본 알고리즘으로 하는 시

뮬레이션 프로그램인 NISA를 사용하였다.

2.1.2. 이방성 탄소성 모델을 위한 Hill의 항복 조건2),4)

항복 조건은 식 (1)을 기준으로 소성 변형이 시작

될 때의 응력 수준 또는 응력 강도 수준을 결정한다.

   
  



 
 




 

  

          (1)

여기서,  ,  ,  ,  ,  , 은 이방성의 현재 상

태 특성 파라미터이고, 1, 2, 3은 3가지 주요 방향이

다. 최종적으로 Hill의 이방성 항복 조건식은 식 (2) 

와 같다.

                    (2)

여기서 , 은 인장 및 압축 방향에 대한 강도

의 차이와 항복 표면의 유효 크기를 표현하는 경화 

매개 변수이며, 는 응력 텐서 의 벡터 형태이다.
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2.1.3. 이방성 탄소성 모델을 위한 Gotoh의 항복 조건
5)

Gotoh는 초기 직교 이방성이 지배적으로 기여하

는 문제에 대해서 Hill의 2차 항복 함수가 갖는 불

합리성을 지적하였다. 또한 Hill의 2차 항복 조건식

에서 예측한 각 방향의 R값 면내 분포는 실험값과 

잘 일치하지만 항복 응력의 면내 분포는 실험 결과

와 큰 차이를 보이고 있다는 사실로부터 평면 이방

성 재료의 항복 조건식을 식 (3)과 같이 제안하였다.


 

 
 


 

 



  


 



     (3)

2.2 탄소성 대변형 비선형 해석

2.2.1 탄소성 거동
5),6)

식 (4)는 경화 파라미터 가 소성 일 로 주어

지는 가공 경화성 탄소성 재료의 변형률 증분 와 

응력 증분 와의 구성 방정식을 나타낸다. 

  
 





′



 ′

′

′

                                         (4)

식 (5)는 식 (4)의 역 관계를 행렬로 나타낸 것이다.

   





 





 



 
 

 
 

 


 




   

                                           (5)

여기서  는 탄소성 계수 행렬(Elastic-plastic 

modulus matrix) 또는 접선 계수 행렬(Tangent 

moulus matrix)이라 하며, 식 (6)과 같이 간략화 하

여 표현할 수 있다.

                           (6)

여기서,

  





 



 
 

 
 

 


 

이며, 위 식들의 연산을 통하여  의 구체적인 형

태인 식 (7)을 얻을 수 있다.

   
















 


  


   





    





     





     

                                           (7)

여기서,

 


  


  



 


  


  



  

 

  




 

  




 

  




 

  




 

  




 

  




이며, S는 식 (8)과 같다.

 












 

 
 






  




  
















       (8)

2.2.2 강성 방정식5),7)

비선형 거동을 나타내는 탄소성 재료의 경우에는 

식 (9)의 증분형 가상 일의 원리를 이용하여 요소의 

절점력과 절점 변위와의 관계를 표현하게 된다.



김기태․박범희․김다진․한상을

34 _ 제 18권 제4호 통권 74호, 2018. 12














   (9)

식 (7)에서 재료를 유한 요소로 이산화하고, 변위-

변형률의 증분형 관계식에 의하여 식 (10)으로 간략

화 시킨다.

                      (10)

여기서, 절점 변위는 체적 적분에 무관하다는 것

으로부터 식 (11)로 나타낼 수 있다.







   




   

     

                                          (11)

식 (11)에서 표면력은 각 절점에 집중력으로 작용

하는 것으로 하고, 물체력은 요소의 중심에 집중적

으로 작용하는 것으로 하면 증분형 가상 일의 원리

식에 의하여 식 (12)를 최종적으로 얻을 수 있다.

                     (12)

여기서,

 


  






 




               

 

식 (12)는 1개의 요소 에 대해서 각 절점에서의 

절점 변위 증분과 절점력 증분 및 체적력 증분의 관

계를 나타낸 것으로 요소의 강성 방정식(Element 

stiffness equation)이라고 하고, 행렬 를 요소

의 강성 행렬이라고 한다. 식 (12)를 유한개의 요소

로 가정하여 절점 변위 증분과 절점력 증분을 구체

적으로 구할 수 있게 된다. 정적 축약법(Static 

condensation method)을 유한개의 요소로 가정하

고 식 (12)에 적용시켜 기지의 절점력 증분의 열 행

렬을 , 미지의 절점력 증분의 열 행렬을 , 

기지의 절점 변위 증분의 열 행렬을 , 미지의 

절점 변위 증분의 열 행렬을 라 한다면 식 (13)

과 같이 부분 행렬로 나타낼 수 있다.




 




      


 


                (13)

 

식 (13)을 전개한 식 (14)와 식 (15)로부터 식 (16)

과 같이 미지의 절점 변위 증분 를 구할 수 있

게 되며, 식 (15)와 식 (16)으로부터 미지의 절점력 

증분 에 대해서 식 (17)을 얻을 수 있다.

         (14)

         (15)

 
     (16)

 
  



                           (17)

해당 방정식을 풀면 현재   시간에서의 전체 

절점에 대해서 절점 변위 증분과 절점력 증분이 모

두 구해진다. 즉 유한개의 요소 내에서 강성과 모든 

절점에 대한 변위와 절점력의 증분을 구할 수 있게 

된다. NISA2016 Software 또한 유한 요소의 해석을 

기반으로 하였고, 본 해석에서는 기하 및 재료 비선

형 거동을 동시에 고려한 해석을 진행하였다.

3. 원통 및 구형 셸의 비선형 해석

재료의 탄소성 거동을 규명하기 위하여 3가지 모

델을 준비하였다. 첫 번째로 편평 원통 셸을 대상으

로 기하 비선형만을 고려한 해석과 기하 및 재료 비

선형을 모두 고려한 해석을 진행하여 비교하였으며, 

두 번째와 세 번째로는 원통형 지붕 셸과 구형 셸을 

대상으로 각각 기하 및 재료 비선형 해석을 진행한 

후 앞선 결과들과 비교하였다. 자세한 내용은 다음

과 같다.
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3.1 편평 원통 셸의 기하 비선형 해석

<Fig. 2> Modeling information (Case 1 & 2)

  

<Fig. 3> Analytical modeling (Case 1 & 2)

기본적으로 상위 모델을 포함한 모든 모델은 셸

의 중앙부에 집중 하중이 작용하는 것으로 가정하

고, 그 점에서 변위 증분으로 비선형 해석을 수행하

였다. 변위 증분의 수는 30등분이며, 증분당 허용되

는 반복의 최대 수는 100, 적용된 오차는 0.0001이다.

기하 비선형 해석을 위해서 사용되는 모델은 

<Fig. 2>와 같은 편평 원통 지붕이다. 경계 조건은 

<Fig. 3>과 같이 두 모서리에 힌지 지점이 적용되

며, 3차원 8절점 셸 요소를 사용하여 6✕6으로 모델

링 하였다. 해석 조건은 <Table 1> 및 <Table 2>와 

같다. 본 해석은 NISA의 신뢰성 검증을 위하여 진

행하였고, 여타 분석 결과의 거동과 동일한 양상을 

보이므로 뒤에 따를 다른 해석 결과도 유의미한 것

으로 보여진다2),4),8). 또한 <Table 2>와 같이 각 Case

마다 비교를 위해 중복 두께 T를 갖는다.

<Fig. 4>와 <Fig. 5>는 원통 셸의 해석 결과로 각

각 두께를 10.5, 14, 17.5mm로 변화시키며 해석을 

진행한 후 얻은 Deflection contour와 하중에 따른 

변위 곡선을 나타낸 것이다.

<Table 1> Analysis condition

Radius (R) 

(mm)

Width (S)

(mm)

Modulus of 

elasticity

(MPa)

Ex Ey

Case 1 2,540 508 3,102 -

Case 2 2,540 508 42,000 21,000

Case 3 7,600 15,200 42,000 21,000

Case 4  

   6,000 42,000 21,000

<Table 2> Analysis Thickness

Thickness (T) (mm)

10.5 14 17.5 21 24.5 28 56 70 84

Case 1 √ √ √
Case 2 √ √ √ √
Case 3 √ √ √ √
Case 4 √ √ √ √

<Fig. 4> Deflection contour 

<Fig. 5> Load displacement curves

(Elastic modulus=3,102MPa, Thickness=10.5, 14, 17.5mm)
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3.2 편평 원통 셸의 기하 및 재료 비선형 해석

본 해석에서는 3.1절과 같은 편평 원통 셸의 모델

에 대하여 기하 및 재료 비선형을 동시에 고려하여 

해석을 진행하였다. 해석 조건은 <Table 1> 및 

<Table 2>와 같다. 

<Fig. 6> Deflection contour 

  

  

<Fig. 7> Load displacement curves 

(Elastic modulus: Ex=42,000MPa, Ey=21,000MPa,  

Thickness=17.5, 21, 24.5, 28mm)

  

<Fig. 6> 및 <Fig. 7>은 원통 셸의 해석 결과로 

이전 해석에서 사용하였던 두께 17.5mm를 포함하

여 21, 24.5, 28mm로 점차 변화시키며 해석을 진행

한 후 얻은 Deflection contour와 하중에 따른 변위 

곡선을 나타낸 것이다.

3.3 일반 원통 셸의 기하 및 재료 비선형 해석

<Fig. 8> Modeling information (Case 3)

<Fig. 9> Analytical modeling (Case 3)

본 해석을 위해서 사용되는 모델은 <Fig. 8>과 같

이 편평하지 않은 일반 원통 지붕으로 기하 및 재료 

비선형을 동시에 고려하여 해석을 진행하였다. 경계 

조건은 <Fig. 9>와 같이 S방향의 두 모서리에 힌지 

지점이 적용되며, 3차원 8절점 셸 요소를 사용하여 

6✕6으로 모델링 하였다. 해석 조건은 <Table 1> 및 

<Table 2>와 같다. <Fig. 10>과 <Fig. 11>은 이전 

해석에서 사용하였던 두께 28mm를 포함하여 56, 

70, 84mm로 변화시키며 해석을 진행한 후 얻은 

Deflection contour와 하중에 따른 변위 곡선을 나

타낸 것이다.
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<Fig. 10> Deflection contour 

<Fig. 11> Load displacement curves 

(Elastic modulus: Ex=42,000MPa, Ey=21,000MPa,  

Thickness=28, 56, 70, 84mm) 

3.4 구형 셸의 기하 및 재료 비선형 해석

<Fig. 12> Modeling information (Case 4)

<Fig. 13> Analytical modeling (Case 4)

본 해석을 위해서 사용되는 모델은 <Fig. 12>와 

같은 구형 셸로 기하 및 재료 비선형을 동시에 고려

하여 해석을 진행하였다. 경계 조건은 <Fig. 13>과 

같이 S방향의 두 모서리에 힌지 지점이 적용되며, 

3차원 8절점 셸 요소를 사용하여 6✕6으로 모델링 

하였다. 해석 조건은 <Table 1> 및 <Table 2>와 같

다. <Fig. 14>와 <Fig. 15>는 구형 셸의 해석 결과로 

두께는 3.3절과 동일하게 28, 56, 70, 84mm로 변화

시키며 해석을 진행한 후 얻은 Deflection contour

와 하중에 따른 변위 곡선을 나타낸 것이다.

<Fig. 14> Deflection contour 
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<Fig. 15> Load displacement curves 

(Elastic modulus: Ex=42,000MPa, Ey=21,000MPa, 

Thickness=28, 56, 70, 84mm) 

4. 결론

 본 연구에서는 재료의 탄소성 거동을 분석하기 

위하여 편평 원통 셸, 일반 원통형 지붕 셸, 구형 셸

의 3가지 모델을 준비하였다. 각각의 모델에서도 두

께별로 세분화하였으며, 기하 및 재료의 비선형성을 

동시에 고려한 뒤 해당 셸의 비선형 해석을 수행하

였다. 해석 수행 결과를 정의하면 다음과 같다.

1) 중앙부 집중 하중을 받는 편평 원통 셸의 기하 

비선형 해석에서는 Snap-Through 현상을 잘 파악

할 수 있는 반면, 기하 및 재료 비선형을 동시에 고

려한 편평 원통 셸의 해석에서는 Snap-Through 현

상이 나타나지 않고 하중과 변형이 완만하게 진행

되었다.

2) 중앙부 집중 하중을 받는 편평 원통 셸의 2가지 

해석을 비교하였을 때, 기하 비선형 해석만 진행하

였을 때보다 기하 및 재료 비선형을 고려했을 경우 

Snap-Through 현상이 완만해진다.

3) 중앙부 집중 하중을 받는 일반 원통형 지붕 셸

의 기하 및 재료 비선형 해석에서는 초기 최대 하중

에 도달한 이후 하중이 거의 증가하지 않고 변형만 

계속 진행되었다. 재료 비선형만을 고려한 경우에는 

최대 하중이 생기는 위치까지의 하중-변위 곡선을 

잘 파악할 수 있지만 하중의 증가 없이 변위가 증가

하는 구간은 나타나지 않는다.

4) 중앙부 집중 하중을 받는 구형 셸의 경우에는 

초기 최대 하중에 도달한 이후에도 하중의 증가가 

있어야만 변형이 발생한다.
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