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Abstract 

  In this study, the theoretical dynamic characteristics of a thin-walled composite beam with a single-cell of 
chordwise asymmetric cross-section was studied. Mathematical modeling was done by considering the 
transverse shear effects, the warping restraint effects, the constant taper ratio in the longitudinal direction of 
the beam, and the geometrical cross-section ratio. The mass coefficients, stiffness coefficients, and Eigen 
frequencies of the selected section were investigated. In particular, the effects of the taper ratio and 
cross-section ratio of the model on the Eigen frequencies were analyzed and compared when the asymmetry 
of the section was considered and the warping function was not corrected.

초  록

  이번 연구에서는 복합재료 박벽보(thin-walled beam)에서 시위 방향으로 단일 셀의 비대칭성 단면을 가
지는 모델을 선정하여, 단면의 형상에 대한 이론적인 동특성을 연구하였다. 이를 위해 전단 변형 효과
(transverse shear effect)와 와핑 구속 효과(warping restraint effect), 보의 길이 방향으로 일정한 테이퍼비와 
기하학적 단면비 등을 고려하고, 비대칭 단면의 와핑 함수 보정을 통해 수학적 모델링을 수행하였다. 
그 결과에 따라, 고려한 단면의 질량 계수와 강성 계수 및 고유 진동수 등의 특성을 조사하였다. 특히, 
단면의 비대칭성, 와핑 함수를 보정하지 않은 경우, 모델의 테이퍼비와 단면비 등이 고유 진동수에 미
치는 영향을 비교 분석하였다.
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1. 서    론

  항공기의 날개와 로터 블레이드 등과 같은 복합재료 

박벽보(thin-walled beam)의 이론적 해석을 위해 사

용하는 단면은 대부분 극점(pole)을 기준으로 시위 방

향(chordwise) 및 두께 방향(flapwise)으로 대칭적인 

형상으로 구성하여 모델링하고 해석을 수행하고 있다

[1-7]. 일반적으로 대칭 단면의 경우에는 극점을 기준

으로 비틀림 함수(torsional function)로부터 와핑 함

수(warping function)를 유도한다.

  그렇지만 일반적으로 항공기 날개 등은 대부분 시위 

방향으로 비대칭 단면을 가지므로, 이번 연구에서는 

시위 방향으로 비대칭 단면을 가지는 박벽보의 수학적 

모델링과 와핑 함수의 보정을 통한 단면 특성을 조사
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하였다. 시위 방향으로 비대칭인 단면의 와핑 함수의 

보정을 위해 단면의 임의의 극점을 기준으로 단면 윤

곽선의 형상 함수(shape function)를 유도하고, 와핑 

평형 조건(equilibrium conditions of the warping 

constraint)을 만족하도록 극점의 위치를 구하여야 한

다. 그 다음, 새로운 위치의 극점을 기준으로 기하학적 

단면의 관계식을 수정하고 와핑 함수를 보정하여 지배 

방정식에 적용하여야 한다[8].

  또한, 이번 연구에서는 특수한 구조적 연성을 나타

내는 circumferentially uniform stiffness (CUS) 형

상 및 circumferentially asymmetric stiffness (CAS) 

형상을 고려하였다[1]. CUS의 특징은 단면의 상하부

에서 섬유각의 방향이 동일한 형상으로서, 신장, 굽힘, 

신장-굽힘 연성 강성이 단면 전체에서 일정하게 나타

나며, 주로 로터 블레이드 등의 해석에 적용한다. CAS

는 상하부 섬유각의 방향이 서로 반대인 형상으로서, 

항공기 날개의 설계에서 요구하는 굽힘-비틀림 연성을 

얻을 수 있다는 특징이 있다. 이번 연구에서는 이러한 

특수한 CUS 및 CAS 형상을 모두 고려하여, 비대칭 

단면을 갖는 보의 이론적 해석에 대한 다양성을 점검

하였다.

  단면의 비대칭성이 미치는 영향을 고찰하기 위해, 

고려한 모델의 특수한 경우로서, 동일한 시위 길이와 

단면 두께를 가지는 대칭성 단면 모델에 대해서 비교 

연구를 수행하였다. 그리고 와핑 함수를 보정한 경우

와 와핑 함수를 보정하지 않은 경우에 대해서도 비교

하였다. 또한, 이번 연구에서는 다양한 설계 매개변수

가 보의 동적 특성의 기준을 제공하는 고유 진동수에 

미치는 영향을 조사하기 위해, 수치 예제를 통해 면밀

하게 분석하여 비교하였다.

2. 수학적 모델링

2.1 지배 방정식
  이번 연구에서는 Fig. 1에서와 같이 단면의 시위 방

향으로 비대칭 형상의 단면(variable model)을 가지는 

복합재료 박벽의 외팔보를 가정하였다. 고려한 단면은 

Fig. 1과 같이, 좌우 두 윤곽선이 만나는 지점을 -축 

상에서 원점(0,0)으로 설정하여 와핑 함수를 보정하였

다. 보는 Fig. 2와 같이 보의 길이 방향으로 일정한 테

이퍼비()와 단면비()를 포함하여, 전단 변형 효과

(transverse shear effect)와 와핑 구속 효과(warping 

restraint effect) 등을 함께 고려하여 모델링하였다.

Fig. 1 A Chordwise asymmetric model (1-cell)

Fig. 2 A Thin walled-beam for modeling

  일반적으로 보의 중앙-면에 대해 원주 및 법선 방향

으로 그 특성이 모두 변하는 이방성 재료의 보를 가정

함으로써, 굽힘-비틀림, 신장-비틀림, 이러한 모든 변

형 모드 사이의 연성이 불가피하게 발생한다. 따라서 

다음과 같은 다수의 운동학적인 요소를 가정한다.

(a) 단면의 모든 물리적 치수는 그 평면에서 변하지 

않는다. 이것은 보의 단면이 자체 평면에서 강체

(즉,      )이지만, 원래 평면으로부

터 와핑은 일어날 수 있다는 의미이다.

(b) 보 단면에서 횡 방향 전단 변형률은 균일하다.

(c) 보 벽의 임의 위치에서 벽의 두께와 곡률반경비

는 단위량에 비해 무시할 수 있을 정도로 작다.

또한, 변위는 미소 변형이라고 가정한다.
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  보의 이론적 해석을 수행하기 위해 정의한 좌표계를 

Fig. 3에 도시한다.

Fig. 3 Coordinate System

  3-차원의 탄성 방정식으로부터 등가의 1-차원으로 

변환하여 유도한 각 변위 성분은 다음과 같다.
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또한, 와  는 각각 단면 윤곽선(primary) 

및 두께(secondary)의 와핑 함수이다.

식 (1) ~ 식 (8)로부터, 단면 박벽보에 대한 자유 진

동을 해석하기 위한 지배 방정식은 확장형 해밀턴 원

리(extended hamilton's principle)를 이용하여 다음과 

같이 구할 수 있다.
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여기서 는 강성 계수(stiffness coefficients)이고 

는 질량 계수(mass coefficients)를 나타낸다[1].

2.2 자유 와핑 및 구속 와핑
  박벽보가 끝 단면에서 크기가 같고 방향이 반대인 

하중을 받고, 양단에서 아무런 구속 조건이 없을 때, 

그 보는 자유 비틀림이 나타난다. 이 경우, 보의 각 단

면에서는 단지 전단 응력만이 발생한다. 이러한 응력 

분포의 법칙은 단면 형상에 따라 의존적이며, 모든 단

면에서 같다. 그리고 보의 축을 따라 비틀림각의 변화

율 ′≡은 일정하다.

  단면이 와핑으로부터 자유롭지 못하거나 혹은, 비틀

림 모멘트가 보의 길이 방향에 따라 변한다면, 와핑 

변위는 보를 따라 변하고, 길이 방향의 섬유에 대한 

인장이나 압축으로 인해 비틀림을 수반한다. 그 결과, 

비틀림 각 의 변화율 ′은 상수가 아니며, 길이 방향 

좌표 의 함수로서, ′ ′  이다.

  보의 단면이나 보의 축을 따라 발생하는 비틀림 모

멘트의 변동은 비균일 비틀림 거동에 영향을 미치는 

요소이다. 그 결과, 작용력을 평형으로 유지하려는 1차 

응력 시스템뿐만 아니라, 와핑 변위에 대한 구속이 일

어나는 경우, 해당 단면에서 법선 및 접선 응력에 대

한 자동 평형 시스템이 발생한다. 보가 비틀림 모멘트

만을 받을 때, 구속 와핑인 경우, 2차 응력 시스템과 

연계한 합성 힘과 합성 굽힘 모멘트는 “0”이어야 한다

는 평형 조건이 필요하다.

2.3 와핑 함수
  단일-셀의 폐단면 보에서 길이 방향의 변위는 다음

과 같다.
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여기서, 와  는 각각 단면의 윤곽선(1차) 

및 두께(2차)의 와핑 함수로서,

  ≡




   (25)

   ≡ (26)

이며, 각각 중앙선 내외부의 위치에 대응한다.

여기서, ℒ (27)

  ℒ (28)

이며, 를 비틀림 함수(torsional function)라고 한

다. 두께와 박막 전단 계수가 보 원주를 따라 균일할 

경우, 비틀림 함수는 다음과 같이 쓸 수 있다.

  /  (29)

단, 와 는 각각 보 단면의 윤곽선으로 둘러싸인 면

적과 둘레의 길이를 나타낸다. 그리고 자유 비틀림의 

경우 는 -좌표의 선형 함수이고(비틀림률(rate 

of twist)은 일정), 구속 비틀림의 경우 는 -축에 

대한 임의의 함수라는 점에 주의한다.

  또한, 순수 비틀림에서 와핑 변위는 와핑 함수와 비

틀림률의 곱으로 구할 수 있다.

    ′   (30)

단,  




 (31)

여기서 자유 와핑 조건을 만족하기 위하여 상수 는

    (32)

를 만족하여야 하며, 이를 위해






     ⋯   (33)

이어야 하고, 그 역도 또한 같아야 한다는 것이다.

3. 수치 해석

3.1 재료의 물성치
  테이퍼형 복합재료 얇은 벽 외팔보로 모사한 항공기 
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날개 단면 특성 비교 연구를 위해 사용한 재료

(T300/5208 carbon/epoxy)의 물성치와 단면의 치수

는 다음과 같다.

  GPa,    GPa

  GPa,    GPa

  ,  ,   kg/m3

단면 시위    m,   × m (단 는 단면비)

보의 길이    m, 단면 두께    m

3.2 해석 결과 및 논의

  시위 방향으로 비대칭성 모델(Fig. 1)과 대칭성 모델

의 비교 분석을 위해 다음 Fig. 4와 같이 대칭성을 가

지는 모델(base model)을 고려한다.

Fig. 4 Symmetrical model for comparison

(1) 단면 특성: 질량 계수 및 강성 계수

  고려한 시위 방향의 비대칭 단면에 대한 특성을 조

사하기 위해, 고려한 모델의 CUS 및 CAS 형상에 대

해 각각 질량 계수  및 강성 계수 를 각각 구하였

다. 그 결과, 질량 계수  및 강성 계수 가 대칭성

의 단면과 비교하여 “0”이 아닌 값을 가지는 경우를 

Table 1과 Table 2로 각각 정리하였다. 비교를 위해 

표에서 대칭성 단면의 경우는 “S”, 비대칭성 단면의 

경우는 대칭성 단면의 경우에 비해 추가적으로 값을 

가지는 요소에 대해 “A”로 표시하여 구분하였다.

  질량 계수 는 CUS와 CAS 모두, , , 에서 

대칭성의 단면보다 추가로 “0”이 아닌 값을 가진다

(Table 1). 또한, , , , , , , , 에서는 

어떠한 경우에도 값을 가지지 않는다.

  강성 계수( )는 CUS 형상에서 , , , 

 등에서(Table 2[a]), CAS 형상에서 , , , 

 등에서(Table 2[b]) 대칭성의 단면보다 추가로 

“0”이 아닌 값을 가진다.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

S A S S A

10 11 12 13 14 15 16 17 18

S S S A S

Table 1 Mass coefficients  for CUS & CAS

   1 2 3 4 5 6 7

1 S A S

2 S S A

3 S S A

4 S A

5 S

6 Sym. S

7 S

Table 2 Stiffness coefficients 
[a] CUS

   1 2 3 4 5 6 7

1 S A S

2 S A

3 S A S

4 S

5 S S

6 Sym. S A

7 S

[b] CAS

  날개의 끝단(  )에서 테이퍼비   , 단면비 

  인 경우에 대한 비대칭성 모델의 CUS 형상 및 

CAS 형상으로 구분하고, 각각 강성 계수를 구하여 다

음과 같이 Fig. 5에 제시하였다. 그림으로부터 알 수 

있는 것은 시위 방향으로 비대칭인 단면의 경우에도 

와핑 함수를 보정하여 적용할 경우, 대칭성 단면과 동

일하게 섬유각 90°를 기준으로 모든 강성 계수는 좌우 

대칭을 이룬다는 것을 확인할 수 있다.

(2) 단면의 비대칭성의 영향

  다음은 대칭성 단면(base model)을 기준으로 섬유

각()에 따른 비대칭성 단면(variant model)의 비대칭

성의 영향을 조사하기 위해, 고유 진동수의 변화 특성

에 대한 해석 결과를 Fig. 6에 제시한다.

  그림으로부터 알 수 있듯이, CUS 형상의 경우 두 

모델 모두 섬유각 90°를 기준으로 고유 진동수가 대칭
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성을 가지지만, CAS 형상의 경우 비대칭성 모델은 섬

유각 90°를 기준으로 섬유각을 따라 비대칭성을 나타

내는 차이가 발생하고 있다. 특히, 고유 진동수(lateral 

mode)의 차수가 커질수록, 비대칭성이 더 확연히 나

타남을 알 수가 있다.

[a] CUS

[b] CAS
Fig. 5 Stiffness coefficients

[a] CUS

[b] CAS
Fig. 6 Eigenfrequencies of asymmetric 

(variant) vs. symmetric (base) models

(3) 와핑 함수 보정의 영향

  다음은 섬유각()을 기준으로 와핑 함수를 보정한 

경우(corrected warping, CW)와 보정하지 않은 경우

(non-corrected warping, NCW)의 비교를 위해 고유 

진동수의 변화 특성을 조사하여, 각 경우에 대해 다음

과 같이 Fig. 7에 제시한다.

  그림으로부터 알 수 있듯이, CUS와 CAS 모두 와핑 

함수를 보정하지 않은 경우, 그 차이는 미미하게 나타

나지만, 이것은 고려한 형상이 단순하기 때문이다. 앞
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서 단면 특성 연구 결과(3.2절 (1)항)에서 살펴 본 바

와 같이, 와핑 함수로 인해, 질량 계수는 CUS와 CAS 

모두, , 에서 추가로 값을 가지며(Table 1), 강성 

계수는 CUS 형상에서 , 에서(Table 2[a]), CAS 

형상에서 , 에서(Table 2[b]) 추가로 값을 가진

다. 이것은 고려 대상 형상에 따라 지배 방정식(Eq. 

(11) ~ Eq. (16))에 영향을 미칠 수 있기 때문에, 와

핑 함수 보정하지 않으면 비대칭 단면을 가진 해석 모

델의 정확한 동적 특성을 구할 수 없다[8].

[a] CUS

[b] CAS
Fig. 7 Eigenfrequencies for CW and NCW 

cases

(4) 테이퍼비의 영향

  테이퍼비()을 기준으로 비대칭성 모델의 고유 진동

수의 변화 특성을 조사하여, CUS와 CAS 형상에 대해 

다음과 같이 Fig. 8로 제시한다. 그림으로부터 알 수 

있는 것은, 비대칭성 모델의 CUS 및 CAS 형상에서 

고유 진동수는 차수가 높아질수록 테이퍼비의 영향이 

점차 커져간다는 점이다. 1차 및 2차 고유 진동수는 

테이퍼비가 커질수록 점차 감소하는 경향을 나타내며, 

3차 이상의 고유 진동수는 테이퍼비가 커질수록 점차 

증가하는 경향을 나타내고 있다.

[a] CUS

[b] CAS
Fig. 8 Eigenfrequencies for taper ratio

(5) 단면비의 영향

  단면비()을 기준으로 비대칭성 모델의 고유 진동수

의 변화 특성을 조사하여, CUS와 CAS 형상에 대해 

다음과 같이 Fig. 9로 제시한다.
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  그림으로부터 알 수 있는 것은, 비대칭성 모델의 

CUS 및 CAS 형상에서 고유 진동수는 임의의 단면 두

께비에 따라 고유 진동수는 테이퍼비가 커질수록 점차 

증가하는 경향을 나타내고 있다. 또한 단면비에 따라 

고유 진동수의 변화는 존재하지만, 테이퍼비의 경우와 

달리 단면비의 구간에 따라 고유진동수의 변곡 구간이 

나타나는 것은, 원, 타원 혹은 네 변의 길이가 같은 정

사각형 및 마름모와 같은 상/하, 좌/우 대칭인 도형은 

1차 와핑 함수가 존재하지 않기 때문에(“0”)[1], 고유 

진동수에 실질적인 영향을 미치는 인자는 단면비에 따

른 윤곽선의 기하학적 형상 함수가 더 지배적이라는 

것을 의미한다.

[a] CUS

[b] CAS
Fig. 9 Eigenfrequencies for thickness ratio

4. 결    론

  이번 연구에서는 단일-셀의 복합재료 박벽보의 시위 

방향으로 비대칭성 단면을 가지는 모델을 선정하여, 

전단 변형 효과와 와핑 구속 효과, 날개 길이 방향으

로 일정한 테이퍼비()와 날개의 단면비() 등을 고려

하고, 비대칭 단면의 와핑 함수 보정을 통해 수학적 

모델링을 수행하였다.

  와핑 함수를 보정한 시위 방향으로 비대칭성 단면 

모델의 CUS 및 CAS 형상에 대해 각각 복합재료 박벽

보로 모델링한 보의 질량 계수 와 강성 계수  및 

고유 진동수  등의 특성을 조사하여 고찰하였다. 또

한, 고려한 모델의 단면 형상과 동일한 시위 길이와 

단면 두께를 가지는 대칭성 단면 모델에 대해서도 비

교 연구를 수행하고 그 결과를 제시하였다.

  그리고 단면의 동특성 연구에서 여러 설계 변수가 

고유 진동수 에 미치는 영향을 분석하였고, 그 결과

를 요약하여 정리하면 다음과 같다.

단면의 비대칭성

대칭성 단면보다 질량 및 강

성 계수에서 와핑 함수와 관

련한 계수 항이 나타나며, 이

에 대한 고려가 필요함

와핑 함수 보정

와핑 함수로 인해, 추가적인 

질량 및 강성 계수가 나타나

며, 와핑 함수 보정이 필요함

매개 변수

테이퍼비()
테이퍼비에 따라 고유 진동수

에 변화를 나타냄

단면비()

단면비에 따라 고유 진동수의 

변화가 있지만, 단면 형상에 

따라 단면비에 따른 변곡 구

간이 존재함

  단일-셀에 대한 이번 연구에 이어, 다음으로 동일한 

해석 기준의 다중-셀로 모델링한 박벽보의 동특성에 

대한 연구를 Part II에서 제시한다.

후    기

  이 논문은 현재 다부처 사업으로 수행 중인 “국민 

안전 대응 무인항공기 융합시스템 구축 및 운용” 사업

(과제번호: 10080047)의 연구 결과 중 일부이다.
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