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1. 서  론1)

힙은 스케줄링, 시뮬레이션, 검색 결과로부터의 우선순위

에 따른 추출, 정렬, 최단 거리 계산 등에 활용할 수 있는 근

본적인 자료구조 중의 하나로서, 지금까지 오랜 기간 동안 많

은 연구가 이루어져 왔다. 우선순위 큐에는 최소키 삭제를 지

원하는 최소 우선순위 큐와 최대키 삭제를 지원하는 최대 우

선순위 큐가 있는데, 본 논문에서는 별다른 언급이 없는 한 

최소 우선순위 큐에 대해 이야기하는 것으로 간주한다. 최소 

힙은 임의의 키 삽입과 최소키 삭제를 빠르게 지원하는 우선

순위 큐이며, 원소 집합 S에 대해 다음의 기본 연산을 효율적

으로 지원한다. 

 insert( S, e ) : 집합 S에 임의의 원소 e를 삽입.

 removeMin( S ) : 집합 S로부터 최소키를 삭제.

※이 논문은 안동대학교 기본연구지원사업에 의하여 연구되었음.

†종신회원:안동대학교 정보통신공학과 교수
Manuscript Received : May 8, 2018
First Revision : August 13, 2018
Accepted : September 27, 2018
* Corresponding Author : Haejae Jung(hjjung@anu.ac.kr)

힙은 포인터를 사용하는 힙과 포인터를 사용하지 않는 묵

시힙(implicit heap)으로 분류할 수 있다.

포인터를 사용하는 힙 중에서 상수 삽입 전이 시간복잡도

를 가지는 힙으로는 피보나치 힙, 페어링 힙, M-힙 등이 있

다[1-4]. 이들 자료 구조는 배열만을 사용하는 묵시힙에 비해 

포인터 사용공간이 더 필요하고, 삽입 및 삭제 연산시의 포인

터 수정 시간이 더 필요하게 된다.

대표적인 묵시힙(implicit heap)으로는 전통힙(conventional 

binary heap), 묵시 이항 큐 (implicit binomial queue), 후위힙

(postorder heap), 및 AM-힙(AM-heap)이 있다[5-9]. 전통힙

은 삽입과 삭제에 모두 O(logn) 시간이 걸리고, 나머지 세 힙은 

삽입과 삭제에 각각 상수 전이 시간과 O(logn) 시간이 걸린다. 

후위힙은 모든 리프 노드가 동일한 레벨에 있는 포화 이진 

트리 구조를 가지며, 전통힙과는 달리 배열에 대응하는 트리 

노드 인덱스가 후위 순서(post-order)로 매겨진다[8]. 키 삽입 

역시 후위 순서로 이루어지며, 실질적인 키 삭제는 후위 순서

의 반대로 이루어진다. 

AM-힙은 이진트리 구조를 가지며, 전통힙과 같이 레벨 

순서로 노드 인덱스가 부여된다[9]. 따라서 AM-힙은 삽입 
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및 삭제 시간 복잡도에 있어서 후위힙과 동일하나, 노드 인

덱싱 구조가 간단하여 구현하기 더 용이하고 다원 힙으로 

확장도 용이해진다. 또한 포화 이진 트리 구조를 가지는 후

위힙과는 달리 AM-힙은 완전 이진 트리(complete binary 

tree) 구조를 가져 메모리 활용도가 높게 된다. AM-힙에서

도 키 삽입은 후위 순서로 이루어지고, 실질적인 키 삭제는 

그 반대로 이루어진다. 키 삽입과 삭제의 순서로 인하여 

AM-힙은 O(logn) 개의 성분힙(CH: component heap)으로 

구성된다. 성분힙의 높이는 가장 오른쪽 두 개를 제외하고는 

모두 다르게 되고, 가장 왼쪽에서 오른쪽으로 가면서 성분힙

의 높이가 낮아진다.

본 논문에서는 AM-힙을 일반화한 묵시 다원 AM-힙

(implicit d-ary AM-heap)인 AM(d)-힙을 제안하고, 트리 

차수 d에 따른 성능 평가 결과를 보인다. AM(d)-힙도 

AM-힙과 같이 O(1) 삽입 전이 시간과 O(logn) 삭제 시간

을 가진다. 

2. AM(d)-힙

AM(d)-힙은 완전 트리로 표현되며, AM-힙 또는 MA-힙

과 같이 최대 O(logn) 개의 성분힙(component heap)으로 구

성된다 [9,10]. Fig. 1은 노드 1, 8, 9, 10에 루트를 가진 4개의 

성분힙으로 구성된 4원 AM-힙, 즉 AM(4)-힙의 예를 보이고 

있다. 그림에서 lastLeaf는 키를 가진 노드중 가장 오른쪽 리

프 노드인 노드 10를 가리키고, lastRoot는 가장 오른쪽 즉 

마지막 성분힙의 루트 노드 10을 가리킨다.

 

Fig. 1. AM(4)-heap

AM(d)-힙에서 루트는 최대 d-1개의 자식을 가지고, 그 외

의 모든 내부 노드는 최대 d개의 자식을 가진다. 이러한 구성

으로 인하여 어떤 노드의 가장 왼쪽 자식은 d의 배수 인덱스

를 가지고, 각 수준(level)의 가장 왼쪽 노드는 d의 멱승 인덱

스를 가지게 된다.

최소 AM(d)-힙의 특성은 다음과 같다. 

1. 완전 트리(complete tree)이다.

2. 루트는 d-1개까지의 자식을 가질 수 있고, 그 외의 

모든 내부 노드는 d개까지 가질 수 있다.

3. n개의 노드를 가진 d-ary AM-힙은 최대 log개의 
성분힙을 가진다.

4. 각 성분힙의 높이는 왼쪽에서 오른쪽으로 가면서 낮아

진다. 높이가 동일한 성분힙의 개수는 최대 d개이며, 

이들은 제일 오른쪽 즉, 마지막에 위치한다.

5. 각 성분힙은 최소 전통힙이다. 

2.1 초기화

Fig. 2에서 보이고 있는 AM(d)-힙 초기화 코드에서는 

maxN 개의 키를 저장하기에 충분한 크기의 배열 nar[ ]을 할

당하고, 제일 마지막 노드 인덱스를 maxIndex로 둔다. 이때, 

배열 nar[ ]의 크기는 maxN개의 키를 수용할 수 있도록 하면

서 마지막 내부 노드가 d개의 자식을 갖도록 하고 있다. 힙이 

공백이라는 것을 표현하기 위해 마지막(가장 오른쪽) 성분힙

의 루트를 나타내는 변수 lastRoot를 상수 HEAP_EMPTY으

로 초기화하고, 변수 lastLeaf는 AM(d)-힙의 제일 왼쪽 리프 

노드 인덱스인 startLeaf보다 1 적은 값으로 초기화 한다.

 

1: Algorithm initialize( maxN )

2: {

3:    HEAP_EMPTY = -2;

4:    HEAP_FULL = d-1;  // node 0 is unused.

5:

6:    maxIndex = (maxN/d + 1) * d – 1; 

7:    nar = new keyType[maxIndex+1];  // node 

array

8:    t = logd(maxIndex);

9:    startLeaf = dt;

10:

11:    lastRoot = HEAP_EMPTY;   // -2: empty 

heap

12:    lastLeaf = startLeaf – 1;

13: }

Fig. 2. Initialization of AM(d)-heap

2.2 힙조정

인수로 받은 키 theKey가 노드 r에 삽입될 경우, 하향식으

로 힙조정이 이루어지는데, 그 알고리즘은 Fig. 3에 나타나 

있다. 함수 heapify( )의 인수 r은 새로운 키 theKey를 삽입

할 노드 인덱스를 나타낸다. while 루프에서 노드 r의 자식들 

중 가장 작은 키를 가진 노드 min을 찾고, 그 키가 theKey 

보다 크면(라인 9) 노드 r에 theKey를 삽입한다(라인 13). 그

렇지 않으면, 노드 min의 키를 부모 노드에 복사해 올리고 

한 단계 내려와서(라인 10-11) 위의 과정을 반복한다.
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1: Algorithm heapify(r, theKey) // starting from 

node r

2: {

3:    min = r * d;   // min: leftmost child

4:    while( min < maxIndex ) {

5:        rmc = min + (d-1);  // rmc: rightmost 

child

6:        for( i = min+1; i <= rmc; i++ )

7:            if( nar[min] > nar[i] ) min = i;

8:

9:        if( theKey <= nar[min] ) break;

10:        nar[r] = nar[min];

11:        r = min; min = d*r;

12:    }

13:    nar[r] = theKey;

14: }

Fig. 3. Heapify operation of AM(d)-heap

2.3 삽입 

Fig. 4는 AM(d)-힙 삽입 알고리즘을 보여주고 있다. 인수로 

전달된 theKey를 삽입하기 위하여 (lastRoot+1)이 d의 배수인

지 알아본다. d 배수인 경우 인수로 전달된 theKey를 lastRoot

의 부모 노드에 삽입하고 힙조정을 하기 위해  heapify( ) 함수

를 호출한다(라인 7-8). 그렇지 않으면, lastRoot와 lastLeaf를 

하나의 노드로 구성된 새로운 성분힙을 가리키게 하고 theKey

를 이 새로운 노드에 삽입한다(라인 11-14).

 

1: Algorithm insert( theKey )

2: {

3:    if( lastRoot==HEAP_FULL ) throws 

FullException;

4:

5:    if( (lastRoot+1) == a multiple of d ) {

6:       // insert theKey into the parent of node 

lastRoot

7:       lastRoot /= d;

8:       heapify( lastRoot, theKey );

9:   } else {

10:      // make a new component heap

11:      lastRoot = ++lastLeaf;

12:      if(lastLeaf > maxIndex)

13:         lastRoot = lastLeaf = lastLeaf/d;

14:      nar[lastLeaf] = theKey;

15:   }

16: }

Fig. 4. Insertion of AM(d)-heap

Fig. 5는 Fig. 1에 키 55와 45를 연속으로 삽입한 후의 AM(4)-

힙을 보여주고 있다. 키 55가 삽입된 후에는 lastRoot와 

lastLeaf 모두 노드 11을 가리키고, 키 45 삽입시 lastRoot는 2

가 되고 heapify( )에 의해 노드 2와 노드 10의 키가 교환된다.

 

Fig. 5. AM(4)-heap after Insertions of 55 and 45 into 

Fig. 1 in Sequence

(정리 1) n 개의 키를 가지고 있는 AM(d)-힙에서, 삽입 

연산은 상수 전이 시간 복잡도 (amortized time complexity)

를 가진다.

(증명) 삽입 전이 시간 복잡도를 구하기 위해, 일련의 삽

입 연산이 이루어진다고 하자. 일련의 삽입 중, 같은 높이의 

이웃하는 d 개의 성분힙으로 구성된 AM(d)-힙에 새로운 키

를 삽입할 경우 하나의 성분힙만으로 구성된 AM(d)-힙이 되

는데, 이때 최대 비용이 소요된다. 힙조정은 이웃하는 d 성분

힙의 부모 노드에서 시작하여 리프 노드 쪽으로 이루어지므

로, 그 부모 노드를 루트로 하는 서브트리의 높이만큼의 시간

이 걸린다. 따라서, 하나의 성분힙으로 구성된 AM(d)-힙의 

높이가 h라 할 때, 일련의 삽입 총 비용을 계산하면 


 



   가 된다. 즉, 루트 레벨 1로 시작하는 트

리 레벨 에는    개의 노드가 있고, 각 노드의 키 삽입 비

용은 이 된다. 여기서  로 두면 


  



    
  



   ∙ 이 된다. 따라

서, 키 각각에 대한 삽입 전이 시간 복잡도는   

이 된다. 

2.4 최소키 삭제

최소키는 모든 성분힙의 루트 키 중 가장 작은 값이므로, 

먼저 모든 성분힙의 루트를 조사하여 가장 작은 키를 가지는 

노드를 찾고, 그 노드의 키를 lastRoot 노드의 키로 대체한다. 

대체된 노드를 루트로 하는 성분힙에 대해 힙조정을 수행하

고, lastRoot와 lastLeaf 값을 적절하게 수정함으로서 삭제가 

완성된다.

Fig. 6의 삭제 알고리즘에서 먼저 최소키를 가지고 있는 

minRoot를 찾는다(라인 5-9). minRoot는 lastRoot로부터 시

작하여 왼쪽 인접 성분힙의 루트를 찾는 것을 반복함으로서 
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이루어진다. 왼쪽 인접 성분힙의 루트는 현재 성분힙의 루트 

인덱스를 d로 나눈 나머지가 0이 아닐 때까지 반복한 후 1을 

빼면 된다. 또한 각 레벨의 가장 왼쪽 성분힙의 루트 firstRoot

는 d의 멱승이므로 상수 시간에 검사할 수 있다. 이렇게 찾은 

minRoot의 키를 lastRoot의 키로 대체하고 삽입하기 위해 힙

조정 함수 heapify( )를 호출한다.

최소키 삭제 후, lastRoot와 lastLeaf를 수정한다. lastRoot

가 내부노드인 경우 그 노드의 가장 오른쪽 자식이 lastRoot

가 되고(라인 15), 리프노드인 경우 인접한 왼쪽 성분힙의 루

트가 lastRoot가 된다(라인 21-26). 

 

1: Algorithm  removeMin( )

2: {

3:    if(lastRoot==HEAP_EMPTY)throws EmptyException;

4:

5:    minRoot = curRoot = lastRoot;

6:    while( curRoot != firstRoot ) {

7:      curRoot = root of left neighbor CH;

8:      if( a[minRoot] > a[curRoot] )minRoot = curRoot;

9:    }

10:   removedKey = nar[minRoot]; // save to return

11:   heapify( minRoot, nar[lastRoot] );

12:

13:   // update variables lastRoot and lastLeaf;

14:   if( lastRoot has a child )

15:       lastRoot = lastRoot*d + (d-1); //rightmost child

16:   else if( lastLeaf == startLeaf ) {

17:     // only a single CH was in the heap.

18:       lastLeaf--;

19:       lastRoot = HEAP_EMPTY; // empty heap now.

20:   } else {  

21:       lastLeaf--;

22:       if( (lastLeaf*d) < maxIndex ) 

23:          lastLeaf = maxIndex;

24:       // lastRoot= root of left neighbor CH.

25:       lastRoot = lastLeaf;

26:       while( (lastRoot+1) % d == 0 ) lastRoot /= d;

27:   }

28:   return removedKey;

29: }

Fig. 6. Remove Algorithm of AM(d)-heap

(정리 2) AM(d)-힙에서 최소키 삭제는 O(logn) 시간 걸

린다. 여기서 n은 AM(d)-힙에 있는 키의 개수이다. 

(증명) AM(d)-힙에 최대 O(logn) 개의 서로 다른 높이의 

성분힙이 존재할 수 있으므로 최소키를 가진 성분힙의 루트 

노드를 찾는데 O(logn) 시간이 걸리고, 힙조정 알고리즘 

heapify( )는 힙의 높이만큼의 시간이 걸리므로 O(logn) 시간

이 걸린다. 또한 lastRoot 변수를 수정하는데 트리 높이인 

O(logn) 시간이 걸린다. 따라서, 최소값 삭제 알고리즘은 

O(logn) 시간 복잡도를 가진다. 여기서 log함수의 밑수 d는 

상수이므로 점근 표기법에서 생략했다.

Fig. 7은 Fig. 5로부터 최소키 10을 삭제한 후의 AM(4)-힙

을 보여주고 있다. 먼저 minRoot인 노드 1의 최소키 10을 

lastRoot의 키 40으로 대체하고 노드 1에 대해 힙조정을 한

다. 그 후, lastRoot는 노드 11을 가리키도록 수정된다. 

Fig. 7. AM(4)-heap after Removemin from Fig. 5

3. 실험 결과

성능 시험을 위하여 상수 삽입 전이 시간과 O(logn) 삭제 

시간이 걸리는 묵시힙인 후위힙과 AM(d)-힙 (d = 2, 4, 8, 16, 

32)을 구현하였다. 모든 프로그램은 GNU g++의 최고 최적화 

수준 옵션 O3를 주고 컴파일 하였다. 구현은 노드를 캐쉬 정합

(cache-alignment)이 되도록 구현하였다. 실험은 4GB 메모리

를 가지고 있는 윈도우7 PC 환경에서 유지(hold), 스택(stack), 

큐(queue), 및 편향(skew) 4가지 성능 시험 모델에 대해 이루

어졌다[11, 12]. 유지모델에서는 n개의 키로 힙을 초기화 한 

후, 힙에 n개의 키를 유지하면서 n개의 키 삽입과 삭제를 무

작위로 실행한 시간을 측정하였다. 스택모델에서는 n개의 키

를 내림차순으로 삽입하고 그 n개의 키를 오름차순으로 삭제

한 시간을 측정하였다. 큐모델이서는 n개의 키를 오름차순으

로 삽입하고 그 n개의 키를 오름차순으로 삭제하는 시간을 측

정하였다. 편향모델에서는 n개의 키를 무작위로 삽입하고 그 

중 5%을 오름차순으로 삭제하는 시간을 측정하였다. 여기서, 

스택과 큐 모델은 최악의 데이터 분포에 대한 실험이고, 나머

지 모델은 무작위 분포에 대한 실험이다. 실험은 키의 개수 n

을 10K(K=1,000), 50K, 100K, 500K, 1M(M=1,000,000), 2M, 

4M, 8M, 16M, 32M로 변경하면서 이루어졌고, 각각에 대해 9

회 반복한 평균 시간을 측정하였다. 

Fig. 8은 실험 결과를 보여주고 있다. 유지모델에서 d가 2, 

4, 16일 때, 스택과 큐 모델에서는 d가 4, 8일 때, 편향모델에

서는 4, 8, 16일 때 우수한 성능을 나타내었다. 편향모델에서 

d가 16일 때 가장 우수한 성능을 보여 삽입 연산이 가장 우

수한 것으로 나타났다. 전체적으로 보면 d가 4 또는 8일 때 



묵시 다원 AM-힙  293

  

우수한 성능을 보이고 있다. 또한 AM(d)-힙이 후위힙에 비

해 1.5~1.8배 빠른 것으로 나타났다. 후위힙에서의 왼쪽 이웃 

성분힙의 루트를 찾을 때나 자식 노드를 찾을 때의 복잡한 

계산식이 성능 저하의 요인이 되고 있다. 

위와 같은 실험 결과는 삽입과 삭제 연산시 키 비교 회수

와 캐쉬 정합 효과에 기인하는 것으로 분석된다. 각 레벨에서 

부모와 자식 간의 비교 회수는 d이므로 d가 커지면 비교회수

가 많아진다. 따라서 d가 32인 경우 성능이 저하된 것을 볼 

수 있다. 또한 노드가 캐쉬 정합되어 있으면 최대 1번의 캐쉬 

미스가 발생하여 최고의 성능을 가져올 수 있다. 캐쉬 라인 

크기가 32바이트이고 4바이트 크기의 키의 경우 d가 8일 때 

최선의 성능을 가진다. 

4. 결  론

본 고에서는 AM-힙을 일반화 한 묵시 다원 AM-힙인 

AM(d)-힙 구조 및 알고리즘을 제안하고, AM(d)-힙에서의 

삽입은 상수 전이 시간이 걸리고 삭제는 O(logn) 시간이 걸

림을 보였다. 

또한, 여러 d 값과 다양한 성능 시험 모델을 이용하여 성

능 평가를 실시하였다. 실험 결과, 삽입 연산이 많은 경우 d

가 16일 때 가장 우수한 성능을 보이고, 전체적으로는 d가 4 

또는 8일 때 가장 우수한 성능을 나타내었다. 이러한 성능은 

후위힙에 비해 1.5~1.8배 우수한 것으로 나타났다.
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