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요 약

암호 시스템의 키 생성기로 응용되는 90/150 CA는 LFSR보다 난수성이 뛰어나지만 합성법이 어렵기 때문

에 CA 합성법에 대한 연구가 많은 연구자에 의해 진행되어 왔다. 적합한 CA를 합성하기 위해 90/150 CA의 

특성다항식에 대한 분석이 선행되어야 한다. 일반적으로 셀 90/150 CA의 특성다항식 는 와 을 

이용하여 구한다. 본 논문에서는 셀 90/150 CA 〈⋯ 〉의 특성다항식 을 ()셀 90/150 CA 
〈⋯ 〉의 특성다항식 로부터 구하는 방법과 이 방법을 이용하여  로부터   와 


 
  (≤ ≤ )을 효과적으로 구하는 알고리즘을 제안한다. 

ABSTRACT

90/150 CA which are used as key generators of the cipher system have more randomness than LFSRs, but 

synthesis methods of 90/150 CA are difficult. Therefore, 90/150 CA synthesis methods have been studied by many 

researchers. In order to synthesize a suitable CA, the analysis of the characteristic polynomial of 90/150 CA should be 

preceded. In general, the characteristic of polynomial   of   cell 90/150 CA is obtained by using    and   . 
Choi et al. analyzed 


  and 

 
, where   is the characteristic polynomial of   cell 90/150 CA with state 

transition rule 〈⋯〉. In this paper, we propose an efficient method to obtain    from     and an efficient 
algorithm to obtain 

 
  and 

 
(≤≤   ) from 


  by using this method.
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Ⅰ. 서 론

Wolfram은 1980년대에 3-이웃 1차원 셀룰라 오토

마타(CA : Cellular Automata)를 제안하였다[1]. 이러

한 CA는 모든 셀이 선형으로 배열되어 있고 각 셀은 

자기 자신과 왼쪽과 오른쪽에 인접한 두 개의 셀 상
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태에 의해 다음 상태로 갱신되는 시스템이다[2]. 각 

셀의 국소적 상호작용에 의해 동시에 갱신되는 CA는 

간단하고 규칙적이며 작은 단위로 확장 연결할 수 있

기 때문에 하드웨어 구현에 적합하다[3]. 이러한 이유

로 CA는 테스트 패턴 생성, 의사난수 생성, 패턴분류, 

암호화 및 오류정정부호 등의 많은 분야에서 응용되

고 있다[4-8].

CA 중 가장 랜덤성이 뛰어난 것은 90/150 CA이므

로 응용에 적합한 90/150 CA를 합성하기 위하여 

90/150 CA의 특성다항식인 CA다항식(CA polynomial)

에 대한 연구가 진행되어왔다[9-14]. 주어진 CA다항

식에 대응하는 90/150 CA의 합성방법을 여러 연구자

들이 연구하고 있다. Cho 등은 그룹 CA와 비그룹 

CA의 특성다항식을 분석하였고, 그 후에 그들은 최대 

길이 90/150 CA를 갖는 효율적인 합성방법을 제안하

였으며, 그들이 제안한 방법은 기존에 제안된 방법보

다 계산 복잡도를 에서 로 크게 낮추는 

효율적인 방법이다[10,11].

Choi 등은 셀 90/150 CA 〈⋯ 〉의 특성다항
식 


 와 ( )셀 90/150 CA 〈⋯ 〉의 특

성다항식 

 
을 분석했다[12,13]. 본 논문에서는 

셀 90/150 CA 〈⋯ 〉의 특성다항식 을  
()셀 90/150 CA 〈⋯ 〉의 특성다항식 
와 ()셀 90/150 CA 〈⋯ 〉의 특성
다항식 를 이용한 점화식으로 구하는 방법이 

아닌 ()셀 90/150 CA 〈⋯ 〉의 특성다항식 
로부터 구하는 방법과 이 방법을 이용하여 



 로부터 


 
와 


 
  (≤ ≤ )

을 효과적으로 구하는 알고리즘을 제안한다. 또한 

의 계수들을 순차적으로 나열하였을 때 그 배

열이 시어핀스키 삼각형 형태의 프랙탈 구조를 가지

고 있다는 것을 보인다[15].

Ⅱ. 기본 지식


 를 시간에 번째 셀의 상태라 할 때 

는 

다음과 같이 나타낸다. 여기서 는 다음 상태를 구

하는 전이함수이다. 


  

  
  

 

그림 1은 전이규칙 90과 전이규칙 150에 대하여 

Wolfram의 표기법으로 나타낸 것이다. 

그림 1. Wolfram의 표기법으로 나타낸 전이규칙 90과 
전이규칙 150

Fig. 1 The transition rules 90 and 150 represented by 
Wolfram’s notation

본 논문에서 사용하는 전이규칙 90과 전이규칙 150

은 다음과 같이 부울함수로 표현된다. 

전이규칙 90 
 

 ⊕ 


전이규칙 150 
 

 ⊕ 
 ⊕ 



부울함수가 XOR로만 표현되는 규칙을 선형규칙이

라 하고, 모든 전이규칙이 선형규칙으로 이루어진 CA

를 선형 CA(linear CA)라 한다. 이러한 선형 CA는 

상태전이행렬로 표현이 가능하다. 전이규칙 90과 150

만으로 이루어진 셀 90/150 선형 CA의 상태전이행

렬 는 식 (1)과 같다.

 









   ⋯  

   ⋯  

   ⋯  
⋮ ⋮⋮⋱ ⋮ ⋮
   ⋯   

   ⋯  

                      (1)

이때 를 간단히 주대각 성분만을 이용하여 

 ⋯  로 나타낸다. 여기서 전이규칙이 90

이면   , 150이면   이다.

셀 90/150 CA의 상의 특성다항식

(characteristic polynomial) 은   ⊕ 이고 

식 (2)를 만족한다. 여기서 은 ×  단위행렬이다. 
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                      (2)

여기서     이다[3]. 은 의 최소

다항식(minimal polynomial)과 같다[3]. 

그림 2는 127셀 CA의 상태전이행렬  ⋯ 에 

대하여 초기상태가 64번째 셀만 1이고 나머지 셀은 0

인 ⋯ ⋯ 를 이용하여 64번 상태전이를 시켜 

시간에 따라 변해가는 전체 패턴을 나타낸 결과이다. 

이 결과는 시어핀스키 삼각형 형태의 프랙탈 구조를 

갖는다.

그림 2. 90 UCA의 상태전이에 대응하는 
시어핀스키 삼각형 형태의 프랙탈 구조
Fig. 2 Fractal structure in the form of 
Sierpinski’s triangle corresponding to state 

transition of 90 UCA

전이규칙이 〈⋯ 〉인 셀 90/150 CA의 특성
다항식 은 식 (3)과 같은 점화식이 성립한다.

   (≥  )      (3)

여기서         이다. 

식 (4), 식 (5), 식 (6)은 에 대한 [12,13]의 

연구결과이다. 



 
  

       
            (4)



  

       
                 (5)



   






 
                      (6)

Ⅲ. 전이규칙이 〈 ⋯ 〉인 90/150 CA의 
특성다항식 


 
와 


의 형태는 식 (4), 식 (5), 식 

(6)로부터 식 (7), 식 (8)과 같이 나타낼 수 있다.


 
  

  
 

 ⋯
     (7)



  




 

 
 ⋯

   (8)

또한 

  ․ 


 
  

      는 를 제

외한 차수가 의 약수인 모든 기약다항식들의 곱

이다[13]. 

를 다음과 같이 나타내었다고 하자. 

    ⋯


⋯
  

그러면 식 (3)에 의해 식 (9)가 성립한다.

     ,≥  ≤≤     (9)

식 (9)에       은 분명하다. 

정리 1> 전이규칙이 〈⋯ 〉인 셀 90/150 
CA의 특성다항식 의 계수   ≤≤

는 식 (10)과 같다.

      i f   
     i f       (10)   

여기서 ≤ ≤  ≥ 이고     이다.

(증명)   일 때   
  이다. 

따라서              이다.

          이므로 성립한다. 

  ≥ 일 때 식 (10)이 성립한다고 가정하자.

(i) 식 (9)와 귀납가정을 이용하면  은 다

음과 같다.

 
    
     
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      
    

  

(ii)  도 (i)과 유사한 방법으로 증명하면 다

음과 같은 결과를 얻을 수 있다.

      

따라서 모든  ≥  , ≤ ≤ 에 대하여 식 

(10)이 성립한다.                           (Q.E.D.)

식 (10)을 이용하여 다음 따름정리를 얻는다. 

따름정리 2> 의 계수    ≤≤

는 식 (11)과 같다.

      i f  
     i f         (11)  

                                                

여기서 ≤ ≤  ≥ 이고     이다.

정리 3> 전이규칙이 〈⋯ 〉인 ()셀 
90/150 CA의 특성다항식 의 계수   

≤≤는 식 (12)와 같다.

     i f   
     i f         (12)  

                                                  

여기서 ≤ ≤ ≥ 이고     이다.

(증명)   일 때   
 이다. 따라

서            이다.

          이므로 성립한다. 

  ≥ 일 때 식 (12)가 성립한다고 가정하자.

(i) 식 (9)와 귀납가정을 이용하면  은 

다음과 같다.

 
    

      
       
    
  

(ii)  도 (i)과 유사한 방법으로 증명하

면 다음과 같은 결과를 얻을 수 있다.

     

따라서 모든 ≥  , ≤ ≤ 에 대하여 식 

(12)가 성립한다.                           (Q.E.D.)

식 (12)를 이용하여 다음 따름정리를 얻는다.

따름정리 4> 의 계수   ≤≤

는 식 (13)과 같다.

     i f   
     i f        (13)  

                                                  

여기서 ≤ ≤ ≥ 이고     이다.

는 다음과 같은 2가지 경우로 나누어 구한다.

⌊log⌋  일 때,
ⅰ) min  인 경우:   

식 (8)에 의해 

 로부터 식 (10)과 식 (12)를 이

용하여 를 구한다.

ⅱ) min    인 
경우: 식 (7)에 의해 


  

로부터 식 (11)과 식 

(13)을 이용하여 를 구한다.

예제 5> ⅰ) 는 min  
min  이므로 


로부터 구한다. 식 

(8)에 의해 

       이

다. 은 식 (12)를 이용하여 다음과 같이 구할 

수 있다.

          
       

          
       

은 식 (10)을 이용하여 다음과 같이 구할 

수 있다.

            
         

        
       

따라서 은 다음과 같다.
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  
       

 

ⅱ) 는 min  min 
 이므로 


 
로부터 구한다. 식 (7)에 의해 


 
      이다. 은 식 

(13)을 이용하여 은 식 (11)을 이용하여 구할 

수 있다. 따라서 은 다음과 같다.

  
      

그림 3은 을 효과적으로 구하는 알고리즘이다.

Input : Degree  of 

Output : The characteristic polynomial 

Step1 : Compute ⌊log⌋ .

Step2 : min   
   switch 

   case 

    Make 






  ⋯

 

    if ≠  then

      for  from 1 to 

        switch 

        case ≡ mod
          

          break

        case ≡ mod
          

      STOP

    else STOP

   case   

    Make 






  ⋯

 

    for  from 1 to 

      switch 

      case ≡ mod
          

        break

      case ≡ mod
          

    STOP

그림 3. 을 구하는 알고리즘

Fig. 3 Algorithm for finding 

정리 6> 전이규칙이 〈⋯ 〉인  셀 
90/150 CA의 특성다항식을 


 
라 하면 식 (14)

가 성립한다.


 
 

  




  ≤≤
 (14)

(증명) 모든  ≤ ≤  에 대하여 식 (14)

가 성립함을 수학적 귀납법으로 증명한다.

  일 때 

  


 




은 식 (6)에 

의해 성립한다. ≤ ≤  인 에 대하여 



 
 


 




 가 성립한다고 

가정하자. 그러면 


   

 


  


   

 


  


   

 


 


    


 


 




    

     
    


  


 



  

  

따라서 모든  ≤ ≤  에 대하여



 
 


 




 가 성립한다.

(Q.E.D.)

그림 4는 ∼의 계수들을 1이면 검

은색으로 0이면 흰색으로 나타낸 것이다. 그 결과는 

그림 4와 같이 시어핀스키 삼각형 형태의 프랙탈 구

조를 갖는다. 

Ⅳ. 결  론

본 논문에서는 셀 90/150 CA 〈⋯ 〉의 특성
다항식 을 ()셀 90/150 CA 〈⋯ 〉의 
특성다항식 로부터 구하는 방법과 이 방법을 

이용하여 

로부터 

 
와 

 
  

(≤ ≤ )을 효과적으로 구하는 알고리즘을 제

안하였다. 또한 의 계수들을 순차적으로 나열

하였을 때 그 배열이 시어핀스키 삼각형 형태의 프랙
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탈 구조를 가지고 있다는 것을 보였다.

그림 4. ∼의 계수들로 이루어진 

시어핀스키 삼각형 형태의 프랙탈 구조
Fig. 4 Fractal structure in the form of Sierpinski’s 
triangle composed of coefficients from   to 


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