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요  약 

원 상에 개의 점들의 쌍  이 존재할 때, 두 점 와 를 연결하는 직선 선분을 코드라고 한다. 이러한 개의 

코드들은 새로운 그래프 를 정의한다. 각 코드는 의 한 정점을 정의하고 두 코드가 교차하는 경우에 대응되는 정

점들 간에 간선을 연결한다. 이렇게 만들어진 그래프 를 원 그래프라고 부른다. 본 논문에서는 원 그래프에서 연결 

요소를 찾는 문제를 다룬다. 연결 요소란 그래프 의 부분 그래프 로서 안의 임의의 두 정점 간에 경로가 존재한

다는 조건을 만족하는 최대 부분 그래프이다. 그래프 가 인접 행렬로 주어지는 경우, 연결 요소를 찾는 문제는 깊이 

우선 탐색 또는 너비 우선 탐색을 통해서 해결할 수 있다. 하지만 원 그래프의 경우에 코드들을 정의하는 개의 점들

의 쌍 정보만 입력으로 주어질 때, 인접 행렬을 구하는데 시간이 소요됨을 알 수 있다. 본 논문에서는 인접 행

렬을 만들지 않고 원 그래프의 연결 요소를 log 시간에 찾는 알고리즘을 고안한다. 

ABSTRACT 

For  pairs of points   on a circle, the line segment to connect two points is called a chord. These chords define 
a new graph . Each chord corresponds to a vertex of , and if two chords intersect, the two vertices corresponding 
to them are connected by an edge. This makes a graph, called by a circle graph. In this paper, we deal with the problem 
to find the connected components of a circle graph. The connected component of a graph  is a maximal subgraph  
such that any two vertices in  can be connected by a path. When the adjacent matrix of  is given, the problem to 
find them can be solved by either the depth-first search or the breadth-first search. But when only the information for the 
chords is given as an input, it takes   time to obtain the adjacent matrix. In this paper, we do not make the adjacent 
matrix and develop an log  algorithm for the problem. 
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Ⅰ. 서  론

원 상에 개의 점들의 쌍    ,     , 이 주

어진다. 그러면 두 점 와 를 직선으로 연결하면 두 

점을 끝점으로 하는 직선 선분(line segment)을 얻을 수 

있다. 이 선분을 우리는 코드(chord)라고 부른다. 그림 1
에서 는 코드이다. 

Fig. 1 Four chords on a circle

따라서 개의 점들 쌍은 개의 코드들을 생성하고 

코드들의 교차여부를 통해서 새로운 그래프 를 생각

할 수 있다. 코드들 각각에 대응하는 의 정점들을 만

든다. 그리고 두 정점 사이에 간선이 존재할 필요충분 

조건은 대응되는 두 코드들이 서로 교차하는 경우이다. 
그러면 이 그래프 를 원 그래프(circle graph)라고 부

른다. 그림 2에서 그림 1의 코드 가 대응되는 

정점    를 갖는 원 그래프가 보여진다. 

Fig. 2 Circle graph for four chords

그래프 에 속한 두 정점 와 사이에 경로(path)가 

존재하면 와 는 연결되었다(connected)라고 한다. 그
래프 의 임의의 두 정점이 연결되면 를 연결 그래프

(connected graph)라고 부른다. 또한 그래프 의 부분 

그래프(subgraph) 가 연결 그래프이고 의 어떠한 

정점도  의 임의의 정점과 연결되지 않으면 를 

의 연결 요소(connected component)라고 한다. 아래 

그림 3의 그래프는 3개의 연결 요소가 존재한다. 

Fig. 3 Connected components

일반적으로 그래프 가 입력으로 주어지면, 다시 말

해서, 그래프 의 인접 행렬(adjacency matrix)이 주어

지면, 그래프 의 연결 요소들을 찾는 문제는 깊이 우

선 탐색(depth-first search)이나 너비 우선 탐색(breadth- 
first search)과 같은 탐색 알고리즘을 통해서 풀 수 있다. 
그래프 의 인접 행렬이 주어지면, 이 탐색 알고리즘들

은   시간에 수행된다. 여기서, 은 정점들의 개수

이다. 

개의 정점들을 가진 그래프 의 인접 행렬 은 

×행렬이다. 정점들을 1부터 까지의 정수로 나타

낼 때, 정점 와 사이에 간선이 존재하면, 인접 행렬 

의 행 열의 값은 1이다. 다시 말해서,   . 정
점 와 사이에 간선이 존재하지 않으면,   . 

본 논문에서는 원 그래프의 연결 요소들을 찾는 문제

를 다룰 것이다. 다만, 원 그래프를 나타내는 입력으로 

원 상의 코드들의 정보만 주어진다. 이 정보를 가지고 

인접 행렬을 생성한다면, 각 정점 에 대해서 간선으로 

연결되는 정점들을 찾기 위해서는 정점 에 대응되는 

코드 가 다른 모든 코드에 대해서 교차하는지 여부를 

결정하여야 한다. 이것을 결정하는데 하나의 코드 에 

대해서 시간이 소요된다. 따라서 모든 정점들에 

대해서 수행하면 시간이 걸린다. 

결론 적으로 원 그래프를 나타내는 코드 정보만이 주

어 질 경우에 인접 행렬을 생성하고 탐색 알고리즘을 수
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행하여 연결 요소들을 찾는 알고리즘은 시간 걸

려야 한다. 본 논문에서는 이와 같은 일반적인 알고리즘

을 사용하지 않는  미만 시간 알고리즘을 개발 한다. 

Ⅱ. 관련 연구

원 그래프는 교차 그래프(intersection graph)의 한 종

류이다. 여기서, 교차 그래프란, 집합들의 교집합의 존

재여부를 나타내는 그래프를 말한다. 교차 그래프에 속

하는 다양한 그래프들이 존재한다. 직선 상의 구간

(interval)들로 정의되는 교차 그래프를 구간 그래프

(interval graph)라 하고, 원 상의 호(arc)들로 정의되는 

교차 그래프를 원호 그래프(circular arc graph)라 한다. 
이 밖에도 순열 그래프(permutation graph), 사다리꼴 그

래프(trapezoid graph), 원판 그래프(disk graph), 삼각 분

할 그래프(chordal graph) 등의 교차 그래프들이 있다. 
[1]에서는 이렇게 다양한 교차 그래프의 종류와 그 특징

들이 소개된다. 

그래프의 연결 요소를 찾는 문제는 그래프가 인접 행

렬로 주어 질 때, 깊이우선탐색(depth-first search) 또는 

너비우선탐색(breadth-first search)과 같은 그래프 탐색 

알고리즘을 통해서 해결한다. 한 정점 에서 탐색 알고

리즘을 수행하면 를 포함하는 연결 요소를 찾을 수 있

다. 계속해서 이 연결 요소 밖에 정점이 존재하면, 다시 

이 정점을 시작으로 탐색 알고리즘을 수행함으로서 또 

다른 연결 요소를 찾을 수 있다. 이와 같은 알고리즘은 

시간에 수행된다. 여기서, 은 그래프의 정점의 

개수이다. 하지만 본 논문에서는 원 그래프의 연결 요소

를 찾는 문제를 다루지만 원 그래프가 원 상의 코드들로

만 주어진다. 따라서 직접적으로 위와 같은 탐색 알고리

즘을 수행할 수 없다. 또한 인접 행렬을 구하는 방법은 

시간을 피할 수 없다. 

연결 요소를 찾는 문제는 그래프의 가장 기본적인 문

제들 중 하나이다. 특정한 그래프들에 대해서 연결 요소

를 찾는 경우의 문제들이 있었다. [2]에서는 교차 그래

프 중에 하나인 별 그래프(star graph)에서 가장 큰 연결 

요소의 크기를 측정하는 연구가 있었다. [3]의 저자는 

방향 그래프(directed graph)에서 2-정점 연결 요소

(2-vertex connected component)를 구하는   시간 

알고리즘을 제안하였다. 여기서, 과 은 각각 정점과 

간선의 개수이다. 또한 방향 그래프에서 2-간선(2-edge), 
2-정점 강 연결 요소(strongly connected component)를 

구하는   시간 알고리즘이 [4]에서 제안되었다. [5]
에서는 방향 하이퍼그래프(directed hypergraph)에서 강 

연결 요소를 구하는 문제가 연구되었다. 

정점 또는 간선들이 추가되거나 삭제되는 동적 환경 

하에서 연결 요소를 구하는 문제가 연구되었다. [6]의 

저자들은 정점이 추가되거나 삭제되는 경우에 연결 요

소를 빠르게 찾는 알고리즘에 대해서 연구하였고, [7]에
서는 방향 그래프에서 정점들이 삭제되는 경우에 강 연

결 요소를 구하는 문제가 다루어졌다. 

원 상에 코드들이 주어지면 원 그래프를 정의할 수 있

다. 이것의 역을 생각해보면, 어떤 그래프가 주어지고 

이것이 원 그래프가 되는지 결정하는 문제가 된다. 이 

문제에 대해서 [8]에서 저자는   시간 알고리즘을 

제안하였고 [9]에서 이 시간 복잡도를 개선해서  미만 

시간 알고리즘을 제안하였다. [10]에서는 원 그래프의 

최대 클릭(maximum clique)을 찾는 log  시간 

알고리즘을 제안하였고 [11]의 저자는 최대 가중치 클

릭(maximum weighted clique)을 구하는  log   시
간 알고리즘을 제안하였다. 또한 원 그래프의 독립 집합

(independent set)을 구하는 연구도 존재한다[12]. 

Ⅲ. 문제 정의

원 상에 놓여 있는 점들 와  ,     , 에 대해

서 개의 쌍    ,     ,가 주어진다. 그러면 점 

와 를 끝점으로 하는 선분 를 정의한다. 이 선분

을 두 점 와 를 연결하는 코드라고 부른다. 이와 같

이 개의 쌍   ,     , 가 주어지면, 개의 코

드  ,     , 가 정의된다. 여기서 원 상의 점들은 

원의 가장 북쪽 점을 좌표 0으로 하고 시계 방향으로 양

의 축 위의 점들과 같은 좌표를 가진다고 생각한다. 그
러면 두 점의 쌍   에 대해서,   라고 가정한

다. 또한 모든 점들의 좌표는 서로 다르다고 가정한다. 
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문제에서 개의 두 점들 쌍   가 입력으로 주어

진다. 다시 말해서, 개의 코드 가 주어진다. 그러면 

이 개의 코드들은 원 그래프 를 정의한다. 각 코드 

는 그래프 의 하나의 정점 에 대응된다. 상에서 

정점 와  사이에 간선이 존재하는 필요충분 조건은 대

응되는 코드 와 가 서로 교차하는 것이다. 

문제는 이 원 그래프 에 존재하는 연결 요소들을 찾

는 것이다. 원 그래프 가 연결 그래프이면 연결 요소는 

하나 존재하고, 연결 그래프가 아니면 둘 이상의 연결 

요소들이 존재한다. 

Ⅳ. 알고리즘

본 논문에서는 원 그래프 의 연결 요소들은 찾는데 

의 인접 행렬을 생성하지 않을 것이다. 앞에서 설명한 

것과 같이 인접 행렬을 생성한다면 탐색 알고리즘을 수

행해서 시간에 문제를 해결할 수 있다. 하지만 인

접 행렬을 생성하는데 시간이 소요된다. 본 논문

에서는  미만 알고리즘을 고안하기 위해서 인접행렬

을 생성하지 않는 다른 접근법을 사용한다. 

표 1.에서 우리의 알고리즘이 보여 진다. 알고리즘의 

초기에 코드의 두 끝점들을 시계 방향 순서로 정렬한다

(4번째 줄). 그리고 점들의 정렬된 리스트를 원소로 가

지는 스택 를 생각한다(6번째 줄). 우리는 알고리즘의 

정확성(correctness)을 증명하기 위해서 스택 의 각각

의 원소가 원 그래프의 하나의 연결 요소를 이룬다는 사

실을 증명한다. 

정리 4. 1 표 1의 알고리즘에서 스택 의 하나의 원소

에 속하는 점들이 정의하는 코드들은 원 그래프의 하나

의 연결 요소에 속하는 정점들에 대응된다. 

증명. 알고리즘에서 8번째 줄의 for문의 수행 횟수 

에 대한 귀납법(induction)으로 증명한다.   인 경우

는 15번째 줄의 경우가 됨으로 코드 의 점 만을 가지

는 리스트가 스택 에 들어가고 이 리스트는 정점 하나

를 가지는 연결 요소에 대응된다. 

   인 경우에 정리가 성립한다고 가정한

다.  인 경우의 코드 를 생각해 보자. 우선 15번
째 줄이 수행되는 경우를 살펴보자.  ∅인 경우는 

  인 경우와 동일하다.     

인 경우에는 리스트 에 속하는 점 가 존재해서 

    이고 와 사이에 에 속하

는 점이 존재하지 않는다는 것을 알 수 있다. 따라서 코

01: procedure Find-Component(c[])
02: //c[i].s : the starting point of a chord c[i]
03: //c[i].e : the ending point of a chord c[i]
04: sort c[] in non-decreasing order of c[i].s's 

//assuming c[i].s ≤ c[i].e ∀i
05:
06: Initialize a stack S, 
07: where S includes, as elements, sorted lists L 

of the points on the circle
08: for each i from 1 to n do

09: T ← the top element of S
10: while T ≠∅ and 

                  the maximum element of T < c[i].s do
11: H ← pop from S 

// H : a connected component
12: T ← the top element of S
13: end while
14: //U(L, a) : the minimum of points x in L 

                 satisfying x ≥ a
15: if T = ∅ or U(T, c[i].s) = U(T, c[i].e) then
16: Create a new sorted list Lnew 

including c[i].s and c[i].e
17: Push Lnew into S
18: continue
19: end if
20: A ← pop from S
21: T ← the top element of S
22: while T ≠∅ and 

                      U(T, c[i].s) ≠U(T, c[i].e) do
23: B ← pop from S
24: if |A| < |B| then
25: swap A and B
26: end if
27: Re-create the sorted list A

including all the points in both A and B
28: T ← the top element of S
29: end while
30: Insert c[i].s and c[i].e into the sorted list A
31: Push A into S
32: end for 

Table. 1 Algorithm
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드 는 에 속하는 어떠한 코드와도 교차하지 않는

다. 다시 말해서, 코드 에 대응되는 정점은 가 정의

하는 연결 요소의 어떠한 정점과도 인접하지 않는다. 따
라서 알고리즘에서 코드 만을 포함하는 새로운 리스

트를 만들어서 스택에 push하고 이것이 정점 하나만을 

포함하는 새로운 연결 요소를 정의한다. 

이제 22번째 줄이 수행되는 경우를 생각해보자. 
  ≠  이므로 에 속하는 점 가 

존재해서     를 만족한다. 이 경우에 점 

를 끝점으로 갖는 코드는 코드 와 교차하게 된다. 따
라서 가 정의하는 연결 요소의 한 정점과 코드 가 

대응하는 정점은 인접하다. 따라서 코드 가 대응하

는 정점은 가 정의하는 연결 요소에 포함된다. 따라서 

while문에서 이 조건을 만족하는 스택의 리스트들은 

pop해서 하나의 리스트로 합친다. 왜냐하면 이 리스트

들이 정의하는 연결 요소들은 코드 가 대응하는 정

점에 의해서 연결되고 하나의 연결 요소를 구성하게 된

다. 30번째 줄에서 이렇게 만들어진 리스트에 의 끝

점들을 포함하고 스택에 push한다. 이 새로운 리스트 또

한 하나의 연결 요소를 정의한다. 

이제 우리는 10번째 줄의 조건을 만족할 때 스택 에

서 pop한 리스트 를 결과로 출력할 수 있는 이유를 생

각해보자. 정리 4.1 에 의해서 알고리즘이 생성하는 스

택 의 각 원소의 리스트는 하나의 연결 요소를 정의한

다. 그리고 조건에 의해서 리스트 에 속하는 모든 점

들의 좌표는 보다 작고 이것은 리스트 에 속하

는 점들이 정의하는 모든 코드들의 끝점의 위치가 

보다 작다는 것을 말한다. 따라서 에 속하는 점들이 

정의하는 모든 코드들과 코드 는 교차할 수 없다. 그
리고 이후에 고려되는 모든 코드들의 시작점은 보

다 크기 때문에 이후에 고려되는 모든 코드들과도 교차

할 수 없다. 다시 말해서, 가 정의하는 연결 요소는 더 

이상 정점을 추가 할 수 없다. 결과적으로 우리는 를 

하나의 연결 요소로 출력할 수 있다. 이것이 표 1의 알고

리즘의 정확성을 증명한다. 

Ⅴ. 알고리즘 시간분석

알고리즘의 4번째 줄의 정렬은 log 시간에 수

행된다. 10번째 줄의 연결 요소를 출력하는 부분은 출력

되는 연결 요소들의 수가 개 이하이기 때문에 시

간 소요된다. 15번째 줄에서 하나의 코드에 의해서 새로

운 리스트가 만들어지는 부분도 코드의 개수가 개이

기 때문에 최대 번 수행되고   와 

 의 계산은 가 정렬된 리스트이기 때문에 

이분 검색(binary search)을 통해서 log 시간에 수

행된다. 따라서 이 부분은 총 수행시간은 log 이

다. 22번째 줄의 반복문의 수행시간을 생각해보자. 이 

반복문에서는 두 연결 요소를 합쳐서 하나의 연결 요소

를 생성하게 된다. 이 반복문 안의 27번째 줄에서 리스

트 와 가 합쳐져서 새로운 정렬된 리스트를 만들어

야 한다. 이것은 리스트 에 속하는 각 점들에 대해서 

리스트 에 대한 이분 검색을 수행해서 자신의 위치를 

찾아서 수행할 수 있고 log시간에 수행된다. 그러

면 각 점이 이와 같은 탐색을 몇 번까지 수행하게 되는

지 생각해보자. 24번째 줄의  의 조건 때문에 

각 점은 이와 같은 탐색을 많아야 log번 수행한다. 

따라서 총 수행시간은 log이다. 30번에 줄에서 

코드 의 두 끝점을 정렬된 리스트 에 자신들의 위

치를 찾아서 넣는 과정은 또한 이분 검색을 통해서 

log 시간에 수행 가능하다. 따라서 표 1의 알고리

즘은 전제적으로 log 시간에 수행된다. 

Ⅵ. 결 론

본 논문에서는 원 그래프에서 인접 행렬의 생성 없이 

코드들의 정보만을 입력으로 받아서 연결 요소를 찾는 

알고리즘을 제안하였다. 일반적으로 교차 그래프에 대

한 연구 중 원 그래프에 대한 연구 결과들은 상대적으로 

부족함을 알 수 있다. 원 그래프에 대한 보다 많은 연구

가 이루어져야 할 필요성이 있다고 생각한다. 추후에 원 

그래프에 대한 다양한 주제들에 대해서 연구할 계획이

다. 또한 점들이 추가 되거나 삭제되는 동적환경 하에서

의 문제도 생각해 볼 수 있다. 이러한 동적환경 하에서

의 그래프 알고리즘에 대해서도 연구할 계획이다. 
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