
THE JOURNAL OF KOREAN INSTITUTE OF ELECTROMAGNETIC ENGINEERING AND SCIENCE. 2017 Nov.; 28(11), 886∼893.

http://dx.doi.org/10.5515/KJKIEES.2017.28.11.886
ISSN 1226-3133 (Print)․ISSN 2288-226X (Online)

886

Ⅰ. 서  론

바이스태틱 MIMO(Multiple Input Multiple Output) 레이
다 시스템은 비행체의 RCS(Radar Cross Section) 기술의

향상에 대응하여 만들어진 레이다 시스템이다. 기존의 모
노스태틱 레이다 시스템은 한 방향으로만 신호를 쏘고
받는다. 때문에 해당 방향의 비행체 RCS가 작으면 타깃
의 도래각 추정[1]～[12]에 있어 어려움이 존재한다. 

바이스태틱 MIMO 레이다 시스템에 적용되는 ML 도래각 추정
알고리즘의 근사 추정치에 대한 Closed-Form 표현

Closed-Form Expression of Approximate ML DOA Estimates in 
Bistatic MIMO Radar System
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요  약

RCS 기술의 발달과 레이다 기술의 발달에 따라 바이스태틱, 멀티스태틱 레이다 시스템이 많이 사용되고 있다. 본 논
문은 바이스태틱 MIMO 레이다 시스템의 수신신호 모델링 유도 과정을 보이고, ML 도래각 추정 알고리즘에 바이스태틱
신호를 적용했을 때의 성능 분석을 다룬다. ML 도래각 추정 알고리즘인 경우, 신호원의 개수에 따라 도래각 추정에 요구
되는 탐색 차원 또한 증가하게 되어 많은 계산량을 요구한다. 해당 문제점을 해소하기 위해 본 논문은 해당 알고리즘의
추정오차를 closed-form 표현으로 유도함으로써 별도의 도래각 추정 없이 바이스태틱 환경의 수신신호에 대한 ML 알고
리즘의 성능분석이 가능함을 보인다.

Abstract

Recently, for detection of low-RCS targets, bistatic radar and multistatic radar have been widely employed. In this paper, we present 
the process of deriving the received signal modeling of the bistatic MIMO radar system and deals with the performance analysis of 
applying the bistatic signal to the ML arrival angle estimation algorithm. In case of the ML algorithm, as the number of the targets 
increases, azimuth search dimension for DOA estimation also increases, which implies that the ML algorithm for multiple targets is 
computationally very intensive. To solve this problem a closed-form expression of estimation error is presented for performance analysis 
of the algorithm.
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이에 반해 바이스태틱 MIMO 레이다 시스템[13]인 경
우, 송신기와 수신기가 멀리 떨어져 배치되어 있는 관
계로 타깃의 한 방향에서만 탐지하는 것이 아닌 두 방
향에서 타깃을 탐지할 수 있다. 이로 인해 한 쪽 방향에
서 산란된 신호가 검출되고, 다른 방향에서는 타깃이
탐지되는 방식으로 스텔스 비행체를 탐지하는데 용이
하다. 
바이스태틱 MIMO 레이다 시스템으로부터 얻은 신호

는 DOD(Direction of Deperture)/DOA(Direction of Arrival) 
추정 알고리즘을 통해 DOD와 DOA를 모두 추정하는 것
이 일반적이다. 하지만 만약의 경우, 추정 알고리즘을
DOA 추정 알고리즘을 통해 DOA만 추정할 경우에 발생
하는 추정결과를 본 논문은 다루고 있다. 

DOA 추정에사용되는 알고리즘은 ML(Maximum Likeli-
hood) 알고리즘이며[14], 본 논문은 바이스태틱 신호에 대
한 ML DOA 추정 알고리즘의 잡음으로 발생하는 추정
오차를 Closed-form 표현으로 유도하는 과정을 보이고, 이
에 따른 성능분석을 보인다.   

Ⅱ. Bistatic MIMO Radar Signal Model

바이스태틱 MIMO 레이다신호 모델의 유도 과정을 보
이고 있다. 수신단 안테나 배열과 송신단 안테나 배열은
ULA(Unifom Linear Array)이다. 송신단 안테나 배열은 M
개의 안테나 소자로 이루어져 있다. 수신단 안테나 배열
은 N개의 안테나 소자를 지니고 있다. 송신단 안테나 배
열의안테나간간격은 이고, 수신단안테나배열의안테
나 간 간격은 이다. 타깃의 개수는 총 P개이다. 타깃이

에 존재한다고 가정하면, 는 송신기에 대한 각
도이고, 은 수신기에 대한 각도이다. p번째 타깃이

에 존재할 때, 수신기의 n번째 안테나의 어레이
벡터는 다음과 같이 쓸 수 있다.

(1)

송신기의 m번째 안테나의 어레이벡터는 다음과 같이
쓸 수 있다.

( ) ( )2exp 1 sin .m ttp tpb j m dpq q
l

é ù= -ê úë û (2)

식 (1)을이용하여수신어레이행렬 은다음과같다.

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1

.
r rP

r

N r N rP

a a

a a

q q

q q

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

A
L

M O M
L (3)

식 (2)을이용하여수신어레이행렬  은다음과같다.

(4)

샘플개수를 L로정의한다. 만약 P개의타깃이 있을 경
우, 각 타깃의 RCS는  ⋯ 로 표현이 가능하고, 이를
RCS벡터    ⋯  로 정의한다. 잡음이 없는 수
신신호는 다음과 같다.

( )diag T
r t=X A α A S (5)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

0 0 1
0 0
0 0 1

r rP t M t

N r N rP P tP M tP M M

a a b b S S L

a a b b S S L

q q a q q

q q a q q

é ù é ù é ùé ù
ê ú ê ú ê úê ú
ê ú ê ú ê úê ú
ê ú ê ú ê úê úë ûë û ë û ë û

L L L
M O M O M O M M O M

L L L

행렬 S는 송신기의 코드화된 펄스이다. 바이스태틱
MIMO 레이다 시스템에서는 M개의 송신단의 안테나들
이 내보낸 모든 신호를 각 수신단 안테나들이 받게 된다. 
각 송신기의 안테나 신호들을 정합 필터링을 이용하여
구분하기 위해 각 안테나별 펄스 벡터들을 서로 직교하
게 설계한다.

(6)

위 식은 잡음이 존재하는 수신신호이다. 여기서 N은
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잡음행렬이다. 신호 모델링에 있어 잡음은 평균이 0이고, 
분산이 인 복소 가우시안 랜덤 변수이다. 
잡음이 없는 수신신호인 경우, 정합 필터링을 통해 다

음의 식을 구할 수 있다.

( )( )T
MF diag .H

r t= × × ×X A α A S S (7)

잡음이 있는 수신 신호인 경우, 정합 필터링을 통해 다
음의 식을 구할 수 있다.

( )( )T
MF diag .H H

r t¢ = × × × +X A α A S S NS
(8)

Ⅲ. Maximum Likelihood Algorithm

타깃의개수를표현하는 P가 2라고가정한다. 
의 열공간에서의투영행렬은 다음과같이표현 가능하다.

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , ,
r

H H
r r r r r r r r r r r r r rq q q q q q q q q q

-
=AP A A A A

(9)

잡음이 없는 경우, 식 (7)을 통해 공분산 행렬 을 다
음과 같이 구할 수 있다.

11 1

MF MF
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잡음이 있는 경우, 식 (8)을 통해 공분산 행렬  ′을 다
음과 같이 구할 수 있다.

11 1

MF MF

1

ˆ ˆ
1ˆ

ˆ ˆ

N
H

N NN

R R

M
R R

é ù¢ ¢
ê ú¢ ¢ ¢= = ê ú
ê ú¢ ¢ë û

R X X
L

M O M

L (11)

잡음으로 인해 생기는 공분산 행렬의 오차 는 다음
과 같이 정의 가능하다.

ˆ ˆd ¢= -R R R (12)

ML알고리즘인 경우, 추정 각도  는 아래의

비용함수를 통해 구할 수 있다[14].

( )( )( )1 21 2 ,
ˆ ˆ ˆ, arg max tr

r r rr r q qq q é ùé ù ¢=ë û ë ûAP R
(13)

추정각도는   
      와 같이 참

각도와 오차각도의 합으로 표현이 가능하다. 식 (13)에서
tr은 trace연산을 의미하며, tr    

 ′은 다음과

같이 쓸 수 있다.
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( ) ( )
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( )

1 2

11 1 2 1 1 2 11 1

,

1 1 2 1 2 1

1 2
1 1

ˆ ˆ, ,
ˆtr tr

ˆ ˆ, ,

ˆ, .

r r r

r r N r r N

N r r NN r r N NN

N N

kl r r lk
k l

P P R R

P P R R

P R

q q

q q q q

q q q q

q q
= =

æ öé ù¢ ¢é ù
ç ÷ê úê ú¢ = ç ÷ê úê ú
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Ⅳ. Closed-Form Expression of Estimation Error

식 (3)을 통해 아래와 같은 식을 구할 수 있다.

( ) ( )* 1 1, ,

1, 2
n rp n rpa a n N

p

q q´ = =

=

L

(15)

식 (13)으로부터 아래와 같이 식을 유도할 수 있다.

( ) ( ) ( )
( )

1 2
1 2 1 2 *

1 2

,
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,
H r r

r r r r r r
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q q q q

q q
é ù

= ê ú
ë û
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(16)

식 (1)을 이용함으로써, 식 (16)의 는 다음과

같이 정의할 수 있다.

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2 2 1
1

2 1

2 1

2, exp 1 sin sin

21 exp sin sin

21 exp sin sin

N

r r r r
n

r r

r r
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p q q
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식 (9)에서 식 (14)를 이용하여     
의 엔트리를

다음과 같이 구할 수 있다.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

* *
1 2 1 2 1 2 1

1 2

* *
2 1 1 2 2

1 2

1, ,
det ,

1 ,
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kl r r k r k r r r l r
r r
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r r
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q q q q q q q
q q

q q q q q
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é ù= -ë û
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(18)

 의 분자는  로정의가능하다.

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

* *
1 2 1 2 1 2 1

*
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q q q q q q q

q q q q q
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 를 로 편미분한 결과를   

로 정의한다.

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )
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1 2 1 2
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두 개의 입사신호들의 실제 입사 각도는 
와 

로

표현이 가능하고, 두 입사신호들의 추정 각도는  과
 로 정의 가능하다. ML알고리즘은 추정각도에서 최대

화되어야 하므로, 과 로 편미분한 ML 비용함수는
0이 되어야 한다. 식 (13), 식 (14) 그리고 식 (20)으로부터
아래의 식을 유도할 수 있다.

( )( ) ( )
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   는   를 로편미분한결

과를 의미한다.

( ) ( ), 1 2
, , 1 2

,
, .kl i r r

kl i j r r
rj

P
P

q q
q q

q
¶

º
¶ (22)

추정 오차에 대한 명시적인 표현을 얻기 위해서는 추
정 오차에 대한 선형화가 요구된다. 테일러급수 전개를
식 (20)에 적용하면 아래의 식을 구할 수 있다.
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  와 

  는 각 입사신호의 추정오차를 의

미한다. 잡음이 없는 수신신호로부터 구한 공분산을 사용
한 경우, ML 비용함수는 실제 입사 각도에서 최대화되어
야 하고, ML 비용함수의 편미분 결과 또한 실제 입사 각
도로 편미분했을 때 0이 되어야 한다:

( )( )
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식 (23)에서 제시된 테일러급수 전개는 식 (21)로부터
의 추정 오차의 명시적인 표현을 얻는데 사용된다. 식
(21)을 식 (23)으로 대체한다. 아래의 식 (25)를 이용하여

ˆ ˆ
lk lk lkR R Rd¢ = + (25)

아래의 식을 구할 수 있다.
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( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

0 0
, 1 2

1 1
2

1 0 0
, , 1 2

1 1 1

ˆ,
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최종 목적은 식 (26)의 추정 오차에 대한 명시적인 표
현을 구하는 것이다. 식 (26)을 간단히 하기 위해, 식 (24)
를 이용했다. 식 (26)에서의 식 (24)를 이용하여, 식(terms 
yields)를 재배치한다: 
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간결한 표현을 위해, 행렬과 벡터를 정의한다.    

과 의 성분은 다음과 같이 정의된다.
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식 (28)과 식 (29)를 통해, 식 (27)을 다음과 같이 행렬
로 표현할 수 있다.
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식 (30)에서의 추정 오차는 쉽게 구할 수 있다. 식 (30)

의 해와 관련 추정치는 다음과 같이 주어진다.
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( ) ( ) ( )1 0 1ˆ , 1, 2  u u
rc rc rc cq q dq= == + = (32)

  은테일러전개사용을표현하기위해사용되었
다. 해당근사는 U근사라고불린다. 추정오차의MSE(Meam 
Square Error)의 해석적인 표현을 구하기 위해 V근사를 사
용한다. 높은 SNR(Signal to Noise Ratio)환경일 때, 는

보다 매우 크다는 점을 이용하는 근사방법이다:

ˆ ˆ .lk lk lkR R Rd+ @ . (33)

식 (33)을 식 (27)에 적용함으로써, V근사를 통해 추정
치를 얻을 수 있다. 
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  ,v는 추정치를 구하기 위해 U근사와 V근사를
모두 사용한 것을 나타낸다.
간결한 표현을 위해, U근사와 V근사를 적용한 새로운

행렬을 정의한다.    v의 성분은 다음과 같이 정의
가능하다.
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식 (34)의 해와 관련 추정치는 다음과 같이 주어진다.
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Ⅴ. Simulation Results

U근사와 V근사를 통해 얻은 추정치를 통해 MSE를 얻
을 수 있고, 이를 통해 우리는 바이스태틱 MIMO 레이다
신호를 ML 도래각 추정 알고리즘에 적용했을 시, 알고리
즘의 도래각 추정 성능 분석이 가능하다. 
그림 1과 그림 2의 Simul 1 그래프는 Monte-Carlo 시뮬

레이션을 이용하여 구한 근사과정을 거치지 않은 ML 도
래각 추정 알고리즘의 MSE를 나타낸다. Simul 2 그래프
는 논문에서 제시한 방법으로 구한 도래각 추정 오차를
이용하여 Monte-Carlo 시뮬레이션을 통해 얻은 ML 도래
각 추정 알고리즘의 MSE를 보여준다. 
또한 그림 1과 그림 2는 SNR의 증가에 따라 근사과정

이 없는 ML의 MSE와 근사과정을 거쳐서 유도한 추정 오
차를 통해 구한 MSE가 정상적으로 감소하는 것을 보이
고 있다. RCS가 동일하고인접한 위치에 있는두 개의 타

표 1. 시뮬레이션 파라미터
Table 1. Simulation parameters. 

Parameters Values

# of receiver’s antennas 10

# of transmitter’s antennas 10

# of snapshots 210

# of targets 2

Wave length () 0.03 m

Interelement space at the transmitter 0.5×λ

Interelement space at the receiver 0.5×λ

RCS [50,50]

SNR 0, 10, 20, 30, 40 dB

DOAs of the targets [10°, 20°] 

깃에 대한 ML 알고리즘의 성능과 분해능을 보기위해 타
깃의 위치가 [10°, 20°]에 위치하게 설정하였다.

그림 1. SNR 변화에 따른 타깃 2의 MSE  
Fig. 1. MSE of target 2 with respect to SNR.

그림 1. SNR 변화에 따른 타깃 2의 MSE 
Fig. 2. MSE of target 2 with respect to SNR.



THE JOURNAL OF KOREAN INSTITUTE OF ELECTROMAGNETIC ENGINEERING AND SCIENCE. vol. 28, no. 11, Nov. 2017.

892

Ⅵ. Conclusion

본 논문에서는 Bistatic MIMO 레이다 시스템의 방위각
추정을위해 Bistatic MIMO 레이다시스템의수신신호모
델링과 ML 알고리즘과 관련된 추정 오차가 Closed-form
으로 표현될 수 있음을 보였다.
그 유도는 작은 추정 오차에 대해서 배열 벡터의 테일

러 시리즈 근사를 만들 수 있다는 사실에 기반을 두고 있
다. 이를 통해 추정 오차의 Closed-form 표현을 얻을 수
있다. Closed-form으로 표현된 추정오차를 이용함으로써
별도의 ML의 도래각 추정 과정이 없는 Monte-Carlo 시뮬
레이션을 통해 해당 알고리즘의 성능분석이 가능하다. 본
논문에서는 시뮬레이션을 통해 제시한 방법이 정상 구동
함을 보였다.
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