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ABSTRACT

Particle-in-cell method which blends Eulerian grids and Lagrangian particle is utilized to
solve simplified hall-effect thruster. Since this study individually tracks not only neutrons
and ions but also electrons, message passing interface(mpi) scheme is adopted for parallel
computer cluster. Helical movement of an electron cloud in constant magnetic field is
validated comparing with an exact solution. A plasma in radial magnetic field and axial
electric field in a reaction cylinder is established. Electrons do double helix movement and
are well anchored in a cylinder. Ionization of neutrons by impact with high-speed electrons
generates ion particles. They are accelerated by axial electric field, which forms a plume of
a plasma-effect thruster.

초 록

플라자마의 거동을 오일러리안 격자와 라그랑지안 입자를 혼합하여 해석하는 

Particle-in-cell 기법을 적용하여 간략화된 홀추력기를 해석하였다. 본 연구는 중성입자, 이

온입자 뿐만 아니라 전자도 라그랑지안 기법으로 개별추적 계산하기 때문에 message
passing interface 기법을 이용해 대용량 계산이 가능한 병렬클러스터링을 적용하였다. 계산

에 앞서 일정한 벡터의 자기장에서 전자군의 나선형 거동을 해석하였고, 절대해와 일치함

을 확인하여 코드를 검증하였다. 실린더 내부에 반경방향으로 일정한 자기장과 축방향으

로 일정한 전기장을 고정시켜 플라즈마의 거동을 PIC 모델을 이용하여 해석하였다. 반응 

실린더 내부에 전자가 로렌츠 힘에 의해 이중나선을 그리며 구속되는 현상이 잘 포착되었

고, 고속 회전하는 전자와 주입된 중성입자가 충돌하여 이온화 되었고, 대전된 입자가 축

방향의 전기장에 의해 급 가속하는 현상 또한 잘 모사되어 플라즈마의 플룸 거동을 모사

하였다.

Key Words : Particle-in-cell method(PIC), Hall-effect thruster(홀추력기), Ionization rate
(이온화율), Eulerian-Lagrangian method(오일러리안-라그랑지안 기법)
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Ⅰ. 서 론

Particle-in-cell 기법은 기본적으로 오일러리안-
라그랑지안 기법을 이용한 이상유동(Two phase
flow) 해석이다. 오일러리안 기법은 연속체를 해

석하는데 주로 사용되며, 격자를 기반으로 계산

한다. 이 기법은 수많은 분자들의 거동을 추적 

계산할 수 없으므로 분자 군집의 특성, 즉 유체

의 점성과 같은 거시적 물성치를 실험적인 방법

으로 측정해 유체역학적 모델링에 대입하여 큰 

군집 단위를 수치적으로 계산하는 것이다. 이미 

많은 이론이 정립되어 전산유체 (Computational
fluid dynamics: CFD)에 널리 사용되고 있다[1].
반면 라그랑지안 기법은 모든 입자단위를 각각 

추적하며 계산하기 때문에 각 입자의 물리적인 

힘을 계산하면 거동을 매우 정확하게 예측할 수 

있다[2]. 따라서 군집 단위의 물리적 특성을 실험

적으로 측정하기 어렵거나 모델링이 까다롭지만 

그 개수가 유체와 같이 많지 않을 경우 사용할 

수 있다. 만약 구분 가능한 입자가 주변 연속체

와 힘, 질량을 주고받으며 거동한다면 유체와 입

자를 모두 풀어나가며 데이터를 주고받아야 하는

데, 이러한 것이 오일러리안-라그랑지안 기법이

다. Particle-in-cell (PIC)은 오일러리안-라그랑지

안 기법으로  플라즈마 해석 시 사용 가능하다.
이는 연속체인 전자기장을 오일러리안 격자를 사

용하여 계산하고 플라즈마 입자는 라그랑지안 기

법으로 계산한다.
최근 매사추세츠공대(MIT)에서는 PIC 기반의 

플라즈마 추력기 유동 해석의 정확도 향상을 위

한 입자 이온화 모델과 전자기장 포텐셜 함수 모

델 개선을 수행하고 있으며[3] 미시건대

(University of Michigan)의 경우 홀추력기(Hall
Thruster)의 성능 측정에 대한 실험적 연구[4]와 

함께 이차원 PIC-MCC 모델을 적용한 홀추력기 

내부에서의 이온 거동 해석에 대한 연구가 진행

되고 있다[5]. 유럽의 경우도 플라즈마 추력기 개

발을 위해 플럭스(flux) 개념의 플라즈마 유동해

석[6]과 입자 충돌 모델 기반의 플라즈마 유동 

해석 연구[7]가 진행되고 있다. 중국 베이징 대학

에서는 SPT(Stational plasma thruster) 해석을 위

해 PIC 모델과 DSMC(direct simulation Monte
Carlo)모델을 이용하여 추력기 내부 유동장을 해

석 하였다[8]. 국내의 경우 추력기 개발은 위한 

연구가 진행되고 있지만[9, 10, 11] 추력기 성능

해석을 위한 수치해석 모델에 대한 연구는 아직 

미흡한 상황이다.
본 연구는 홀추력기 내부를 간략화한 형상 및 

전자기장 조건하에 PIC 기법을 사용하여 전자,
중성입자 및 양성자의 거동을 해석하였다. 입자 

움직임은 전자기장에 의한 로렌츠 힘만을 고려하

였다. 많은 입자의 추적계산을 위해 병렬컴퓨팅

을 사용하여 연속체 및 입자의 계산을 분산하였

다. 코드검증을 위해 자기장 내 주입된 전자의 

나선형 거동을 계산하여 검증하였으며, 전자기장

이 걸린 간략화된 홀추력기 내부의 전자, 이온 

및 중성입자의 거동을 해석하였다.

Ⅱ. 수학적 모델링

2.1 Particle-in-cell 기법

Figure 1은 PIC 기법의 기본 개념을 도식화한 

것이다. 격자는 전자기장 벡터량을 가지고 있고 

전하량을 띈 입자는 이에 따라 운동을 한다. 각 

입자는 특정 격자에 속해있고 하나의 격자에는 

각 입자종류별 개수 및 입자의 총 물리량 등이 

저장될 수 있다. 모사하고자 하는 전자 및 이온 

입자를 모두 개별 추적하는 것은 현 시대 컴퓨터 

하드웨어의 한계로 불가능하기 때문에, 입자간 

충돌에 의한 이온화 현상은 추적되는 입자간 실

제 거리를 사용하는 것이 아니라 한 격자에 있는 

입자의 수밀도를 사용하여 확률적 충돌량을 계산

하고 이론식을 통해 이온화율을 계산할 수 있다.
계산상 추적하는 하나의 입자는 전자 또는 이온

의 군집체이다. 따라서 계산상으로는 하나의 격

자에 5-10 개 정도의 입자가 분포 되더라도 전

자, 이온의 수밀도는 수만, 수십만이 될 수 있다.
계산 입자의 속도 및 이동거리는 뉴턴의 제 2

법칙으로 아래와 같이 구해진다.







(1)

Fig. 1. Schematics of particle-in-cell
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


  (2)

   × (3)

 ,  ,  및  는 각각 입자의 속도, 합력,

질량 및 이동거리를 의미한다. 전하를 띈 입자가 

전자기장이 걸린 공간 내에서 움직이기 때문에 

수식(3)과 같이 로렌츠 힘이 적용된다. 수식 (3)
에서 전기장 E의 단위는 v/m 이고 자기장 B의 

단위는 T 이다. 입자의 시간 전진은 4차 

Runge-Kutta 기법을 이용하여 정확도를 높였다.
중성입자의 이온화는 전자와 충돌로 인해 발

생한다. 본 연구는 중성입자의 이온화 확률을 해

당 셀 내부의 전자 수밀도를 이용해 계산 하였으

며, 모델식은 다음과 같다.

   




∆ (4)

여기서 는 전자와 중성입자의 유효 충돌반경

이며 전자온도[eV]의 함수이다. 즉 입자가 높은 

에너지를 가지고 있으면 값 또한 증가하여 충

돌에 의한 이온화 확률이 증가한다. 하지만 본 

연구는 전자온도를 풀지 않고 상수로 고정하였

다. 은 해당 셀의 부피이고  은 해

당 셀에 존재하는 전자의 개수이다. 는 보정 상

수이고 ∆는 물리적 시간 전진 간격을 의미한

다. 수식(4)는 전자와 중성입자 모두 라그랑지안 

기법으로 개별 추적될 때 적용이 유리하다. 위 

충돌확률은 각 중성입자가 주어진 시간간격에서 

이온화될 확률을 의미한다. 본 연구의 계산에 사

용된 의 값은 3.5e-12이고 상수 는 1e+20이

다. 계산에 사용된 시간간격은 3e-12 sec 이다.
사용된 상수는 이온화가 적절히 일어나는 임의의 

상수를 임시적으로 사용하였으며, 차후 실제 문

제를 풀 때는 적절한 값을 이용해야한다. 본 연

구는 계산의 간단화를 위해 전자-중성입자의 충

돌만 고려하고, 전자-이온, 이온-중성입자 및 이

온-중성입자의 충돌은 무시하였고, 차후 연구를 

통해 같은 방법을 이용해 충돌모사가 가능하다.
중성입자의 이온화 확률을 계산하는 방법은 

두 가지가 있다. 물리적 전진 계산스텝마다 중성

입자 파셀에서 이온화 확률만큼의 입자가 이온화

되어 분리되는 방법과 파셀 전체가 계산스텝마다 

이온화 확률로 변환되는 방법이다. 전자는 계산

하는 파셀의 숫자가 적어도 정확한 확률을 적용

할 수 있지만 시간 전진 스텝이 작아짐에 따라 

Fig. 2. Particle interpolation for Eulerian
source term

매우 많은 이온 파셀이 생성된다는 단점이 있다.
후자는 입자가 일대일로 변환되기 때문에 전자와 

같은 문제는 없지만 입자가 충분히 많아야 정확

한 확률이 계산된다. 일반적으로 플라즈마는 작

은 공간에서 수십만 개 이상의 입자가 발생되므

로  본 논문은 후자의 방법을 택하였다.
입자는 격자로부터 전자기장 정보를 읽어 힘을 

계산한다. 하지만 격자에 저장된 벡터량은 셀 중

앙 위치의 값만 저장된 상태로 입자가 셀의 중앙

이 아닌 다른 위치에 있을 때는 주변 셀의 중앙 

데이터 들을 사용하여 데이터를 보간 해주어야 

한다. Fig. 2는 이해를 돕기 위하여 이차원 격자

에서의 선형 보간법을 나타낸 그림이다. 만약 입

자가 d 셀의 좌상단에 있다면 그림 상의 a, b 및 

c의 격자 중앙 데이터가 추가적으로 필요하다.
각 축 방향으로 선형 보간법을 아래와 같이 순차

적으로 적용한다.

  

 
′ (5)

  

 
′ (6)

  

 
′ (7)

2.2 병렬컴퓨팅

기존 연구자들은 홀추력기를 모사하기 위해 

이온입자만 추적계산 하고 전자는 연속체로 가정

하여 오일러리안으로 해석하였다. 하지만 본 연

구는 전자의 구체적인 거동을 해석하기 위해 라

그랑지랑 기법으로 추적하기 때문에 매우 많은 

컴퓨터 리소스가 요구된다. 이에 따라 Fig. 3과 

같이 CPU 개수에 따라 계산량을 분배할 수 있

는 병렬클러스터링을 수행하였다. 계산 도메인을 

CPU 개수와 동일한 수의 블록으로 구분하고, 해

당 블록 내의 입자만 해당 CPU가 계산한다. 입
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Fig. 3. Schematics of HPC cluster system

자간 통신이 없기 때문에 블록경계면의 격자와 

격자의 통신만 수행하고 전 타입스텝에서 블록경

계면을 넘어가는 입자만 카운트 하여 이웃하는 

블록에 같은 입자 정보를 넘겨준다. 실제 계산에

는 총 36개의 CPU가 사용되었고, 종류는 Intel
사의 E5-260V4 모델이다. 위 시스템을 사용하여 

Fig. 9의 홀추력기 형상 해석을 위해 약 14 시간

이 소요되었다.

Ⅲ. 수치해석 결과 및 분석

3.1 입자 거동의 검증

Figure 4는 z축 방향으로 일정한 방향의 자기

장이 걸린 사각 덕트 내에 나선형 거동을 하는 

전자군을 나타낸다. 전자군은 원형 면적으로 일

정한 속도와 각도로 주입된다. Fig. 4의 왼쪽은 z
축 방향으로 일정한 자속이 걸려있고 오른쪽은 

위쪽 방향으로 자속이 점점 조밀해지는 경우이

다. 자속이 일정하게 걸려있으면 전자는 반경과 

피치가 일정한 나선형 거동을 하지만 자기장의 

방향은 일정하지만 점진적으로 조밀해지는 오른

쪽 결과는 입자가 받는 힘이 강해지면서 나선 반

경과 피치가 위로 갈수록 감소한다. 나선직경의 

이론적 절대해는 그림의 검정색 점선으로 표시되

었으며 수치해와 거의 일치하는 결과를 보인다.
절대해는 Larmor 반경과 비교하였고, 수식 (8)과 

같다.

 

⊥
(8)

여기서 ⊥는 초기 입자의 주입 속도의 수직한 

성분의 크기 이다. 높이에 따른 Larmor 반경값

과 수치해석해의 중심 반경값의 결과 비교는 

Table 1과 같이 오차 0.5% 이내로 매우 정확하

다. 위치에 따른 정확한 전자기장 값을 계산함에

Fig. 4. Helical motion of electrons in a
magnetic field

Height
[mm]

Uniform B Incremental B

Larmor
rad.
[mm]

PIC
result
[mm]

Larmor
rad.
[mm]

PIC
result
[mm]

10 2.070 2.0712 1.703 1.7122
20 2.070 2.0720 1.523 1.5329
30 2.070 2.0741 1.343 1.3442
40 2.070 2.0767 1.163 1.1578

Table 1. Comparison of analytical and
numerical result of helix radius

도 불구하고 오차가 발생하는 이유는 quasi-
steady 가정의 수치적 시간전진을 함에 따라 발

생하는 오차이다.
추적 입자는 실제 물리적 입자 하나가 아닌 

군집의 대푯값을 나타낸다. 추적 입자에 포함된 

실제 입자의 개수를 파셀(parcel) 이라고 하며,
같은 물리량을 계산하더라도 파셀 값을 크게 함

에 따라 추적 입자량을 크게 감소시키는 것이 가

능하다. 하지만 파셀값에 따라 결과값이 변하면 

안되기 때문에 검증을 하였고, 그 결과는 Fig. 5
에 표시되어있다. Fig. 4와 같은 조건에서 전자 

입자군의 나선형 거동을 계산하였고, 입자의 파

셀 수를 1, 2 및 4로 계산하였다. 각 격자에 존재

하는 입자의 개수를 누적하여 수밀도 값을 오일

러리안 격자에 넣어 계산하였으며, 그림의 평면 

컨투어에 표시하였다. Fig. 5는 입자의 파셀수가 
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Fig. 5. Particle number density with
different parcel number

증가함에 따라 추적 입자가 현저히 감소하지만 

컨투어에 나타난 전자의 수밀도 값은 유지되는 

현상을 보인다. 전자의 거동 또한 파셀수에 영향

을 받지 않는다.

3.2 계산 도메인 및 전자기장 형상

홀 추력기는 제논 가스의 중성입자가 반응 실

린더 내부로 유입되면 반응 실린더 내부에 구속

된 전자와의 충돌로 인해 이온화 되며, 캐소드와 

아노드로 인해 생성된 전기장에 의해 이온이 급

가속하며 반응 실린더를 빠져 나갈 때 생기는 반

작용으로 추진하는 추력기이다. 본 연구는 PIC
기법을 이용해 중성입자, 전자 및 이온 입자를 

모두 라그랑지안 기법으로 추적계산 하는 것을 

목표로 한다. 따라서 시스템에 걸려있는 전자기

장을 일정하게 유지하여 계산을 간단화 하였다.
계산 영역의 형상은 Fig. 6에 표시되어있다. 전자

Fig. 6. Computational domain

Fig. 7. Fixed magnetic and electric field
vectors in the reaction cylinder

기장이 걸린 반응 실린더는 하부에 위치하며 상

단부의 큰 진공 공간은 가속된 이온의 거동을 보

기 위함으로, 전자기장은 없다. 반응 실린더 내부

의 전자기장 형상은 Fig. 7과 같다. 전자기장에 

의해 구속되어 있는 반응 실린더는 내경 35 mm,
외경 50 mm, 높이 40 mm의 실린더 형상이며 

반응 실린더 내부에 반경 방향으로 0.016 T의 자

기장이 일정하게 걸려있고 축 방향으로 6000
V/m의 전기장이 일정하게 걸려있다.

3.3 PIC를 이용한 수치해석 결과

Figures 8, 9는 간략화된 홀추력기 형상에서 

중성입자, 전자 및 이온의 거동 및 분포를 격자

와 입자의 형태로 각각 나타내고 있다. 하단에 

중성입자를 주입하기 전에 실린더 내부에 전자를 

무작위적 위치와 속도로 주입하여 전자기장에 의

해 자연적으로 구속되는 전자만 남도록 하였다.
전자의 밀도는 최대 약 3e14 cm-3이고 평균 약 

1.6e13 cm3이다. 구속전자는 Fig. 9에서 표시된 것

과 같이 반응 실린더의 접선 방향으로 회전한다.
Fig. 10은 전자의 움직임을 확대하여 시간에 따

른 움직임을 나타낸 것이고, 빨간색 원으로 특정 

입자의 궤적을 볼 수 있다. 전자는 크게 두 가지 

원운동을 한다. 크게는 실린더의 접선 방향으로 

회전 하는 것이고, 작게는 큰 원형궤적 중심으로 

작고 빠른 나선형 운동을 하는 것이다. 이는 직

교하는 전자기장에 의해 유도된 거동이다.
반응 실린더 내부에 전자 구속이 안정화된 후 

중성입자를 실린더 하단에서 주입하였다. 중성입

자가 고속으로 운동하는 전자와 일정 확률로 충

돌하여 이온화 되며, 이 때 셀 내부의 전자가 사

라지고 중성입자 입자는 이온 입자로 변환된다.
실제 홀추력기는 아노드로부터 전자가 지속적으

로 주입되지만 본 연구의 계산은 전자를 일정량 

유지시키기 위해 한 번의 이온화가 발생하면 다

른 하나의 전자를 주입해 주는 방법을 택했다.
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Fig. 8. Number density of particle
expressed in Eulerian phase

Fig. 9. Overall behavior of neutrals, ions
and electrons expressed in
Lagrangian particles

변환된 이온입자는 중성입자에 비해 매우 가볍기 

때문에 전기장에 의한 가속 효과가 매우 커서 실

Fig. 10. Helical motion of electrons by
electric and magnetic fields

린더를 탈출하기 전까지 약 3.78e+05 m/s의 속

도로 가속된다. 반면 이온은 전자 질량에 비하면 

매우 무겁기 때문에 전자와 같이 이중나선형 거

동을 하지 않고 실린더의 접선 방향으로 느린 원

운동을 하며 축 방향으로 가속된다. 이온 입자가 

실린더를 탈출하면 반경 방향의 자기장 및 축방

향의 전자기장이 더 이상 존재하지 않기 때문에 

탈출 시 속도를 유지하며 원심력에 의해 부채꼴 

모양으로 확산되며 플룸이 형성된다.

Ⅳ. 결 론

전자기장내 플라자마의 거동을 모사하기위한 

오일러리안 격자와 라그랑지안 입자를 혼합하여 

해석하는 Particle-in-cell 기법의 프로그램을 개발

하여 해석해가 존재하는 일정한 방향의 자기장이 

걸린 사각 덕트 내에 나선형 거동을 하는 전자군

을 계산하여 해석해와 매우 유사함을 검증하였

다.
PIC 기법을 사용하여 간략화된 홀추력기 내부

의 플라즈마 거동을 해석하였다. 중성입자, 이온 

뿐 아니라 전자까지 모두 추적계산 하였다. 전자

가 반응 실린더 내부의 전자기장에 의해 나선 거

동을 그리며 구속된 상태에서 실린더 하단부에 

중성입자 입자를 주입하였다. 각 격자에 존재하

는 전자의 수밀도를 이용하여 중성입자의 이온화

율을 계산하였고, 대전된 이온입자는 전기장에 

의해 축방향으로 빠르게 가속함과 동시에 자기장

에 의해 실린더 축을 중심으로 느린 회전속도도 

가지게 되어 실린더 탈출 시 부채꼴 모양으로 확

산되며 홀추력기의 플룸 형태를 잘 모사하는 현

상을 관측하였다.
본 연구는 전자, 중성입자, 이온입자를 모두 

개별 추적하는 PIC 기법을 이용하여 홀추력기의 

해석 가능성을 판별하기 위한 연구로 전자온도를 
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직접 풀지 않고 적절한 값을 대입하였다. 따라서 

후속 연구를 통해 이온화율의 물리적 검증이 요

구된다.
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