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불완전한 전반부 정합 하에서의 관측기 기반 구간 2형 

T-S 퍼지 시스템의 ∞ 퍼지 제어기 설계

Observer-based ∞ Fuzzy Controller Design of Interval Type-2 Takagi-Sugeno Fuzzy 

Systems Under Imperfect Premise Matching 
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Abstract - In this paper, we design an observer-based ∞ fuzzy controller for interval type-2 Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy 

systems under imperfect premise matching. The designed observer-based controller can effectively estimate the state of the 

system and make fuzzy system satisfy the ∞ disturbance attenuation performance. Using the slack matrix, the derived 

stabilization condition is expressed in terms of a linear matrix inequality. Finally, the effectiveness of the proposed method is 

verified through a simulation example.
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1. 서  론

최근 시스템의 복잡성이 증가하고 규모가 커짐에 따라 시스템

은 다양한 형태의 비선형성을 가지게 되었다. 이에 따라 비선형 

시스템 제어의 필요성이 대두되어 왔으며 다양한 비선형 시스템 

제어 이론에 대한 연구가 활발하게 진행되고 있다. 그 중 

Takagi-Sugeno (T-S) 퍼지 모델 [1]-[3]은 비선형 시스템을 소

속 함수와 선형 부분 시스템들의 선형 결합으로 표현하여 나타내

는 기법으로 이를 이용하면 선형 시스템 이론을 적용시킬 수 있

기 때문에 많은 주목을 받고 있다.

일반적으로 T-S 퍼지 모델은 소속 함수의 불확실성 유무에 

따라 1형과 2형 모델로 나눌 수 있다. 1형 퍼지 모델에 대한 소

속 함수는 시스템의 불확실성에 대한 정보를 포함하지 않기 때문

에, 시스템이 불확실성을 가질 경우, 제어기의 성능이 나빠질 수 

있다. 이에 [4]에서는 이러한 한계점을 극복하기 위해 2형 퍼지 

모델을 제안하였다. 2형 퍼지 모델은 1형 모델과는 달리 시스템

의 불확실성을 상한과 하한 소속 함수를 이용하여 처리할 수 있

는 장점이 있다. 더 나아가 [5]-[6]에서는 2형 퍼지 모델의 개념

을 확장하여 구간 2형 퍼지 모델 기법을 제안하였다.

일반적으로, 시스템에 외란이 존재하면 시스템을 불안정하게 

만들 수 있기 때문에 외란 감쇠 제어 기법의 중요성이 대두되고 

있다. 이에 따라 여러 가지 제어 기법들이 연구되고 있는데, 그 

중 ∞ 제어 기법은 외란 입력과 평가 출력으로 구성된 전달함

수의 ∞ 노름 (norm)을 측정하고, 그것이 희망하는 값보다 작

게 만들어 목표하던 성능을 달성시키는 최적 기법이다 [7]-[8]. 

그 중에서도 T-S 퍼지 모델링을 활용한 설계 기법이 많은 주목

을 받고 있다 [10]. 기존에 연구된 T-S 퍼지 관측기 기반 ∞ 

제어기 설계 기법들은 대부분 1형 모델을 바탕으로 진행됐으며 

아직까지 구간 2형 모델을 이용한 연구는 미진한 실정이다.

본 논문에서는 불완전한 전반부 정합 하에서의 관측기 기반 

구간 2형 T-S 퍼지 시스템의 ∞ 퍼지 제어기 설계에 대해 다

룬다. 설계된 관측기 기반 제어기는 안정화 되지 않은 구간 2형 

T-S 퍼지 시스템에 대해 시스템의 상태를 효과적으로 추종할 수 

있으며 ∞제어 성능 조건을 만족한다. 슬랙 행렬을 포함하여 유

도된 안정화 조건은 선형 행렬 부등식으로 표현된다. 마지막으로 

제안하는 방법의 효용성을 시뮬레이션 예제를 통해 검증한다. 

표기법 : 는  를 의미하며, 는 대칭 위치에서 전

치되었음을 의미한다. 

2. 문제 설정

2.1 구간 2형 T-S 퍼지 모델

다음의 외란이 포함된 구간 2형 T-S 퍼지 시스템을 고려하자.

Rule : IF   is 


  and ⋯ and   is 


 ,

         THEN   ,
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           ,     (1)

           , ≤ ≤  ,

여기서  는 번째 퍼지 규칙을 나타내고, 


는 번째 규

칙에서 전제변수  ≤ ≤에 해당하는 구간 2형 퍼지 

집합이다. ∈ 는 상태 벡터, ∈은 입력 벡터, 

∈ 는 출력 벡터, ∈ 는 제어가 된 출력 벡터, 

∈
 ∞은 외란 벡터를 의미한다. 또한 ∈ × , 

∈ × , ∈ ×, ∈ ×  , ∈ × , 

∈ × , ∈ ×은 각각 시스템의 특성을 표현하는 행

렬이다. 번째 소속 함수는 다음과 같이 번째 소속 함수의 상한

과 하한으로 이루어진 구간 집합으로 쓸 수 있다.

       
 

     ≤ ≤ 

여기서 
와 

는 다음을 만족한다.  


 





 ×





 ×⋯×





  ≥  ,  


  


 × 


 ×⋯× 


  ≥  ,

다음으로 




  와 


  는 번째 법칙에서 번째 

전제변수의 하한과 상한 소속 함수로 각각 




 ∈   

과


 ∈    의 조건을 만족한다. 따라서 구간 2형 

T-S 퍼지 모델은 다음과 같이 표기할 수 있다.

      
  





      
  



   (2)

      
  



 ≤ ≤ 

이때   







 


  



   ,  ∈  이며 



과 는 

소속 함수의 불확실성을 나타내는 미지의 비선형 함수로 모든 

에 대해 다음을 만족한다. 



∈      ∈     




   .

2.1 관측기 기반 구간 2형 T-S 퍼지 제어기 설계

관측기의 구간 2형 T-S 퍼지 규칙은 다음과 같다. 

Rule : IF   is 


  and ⋯ and   is 


 ,

THEN 
 



  ,               (3)

                 
 ≤ ≤             

여기서 ∈ 는 관측된 시스템의 상태 벡터, ∈ 는 

관측된 출력 벡터, 그리고 ∈ ×는 관측기의 이득 값이다. 

식 (3)에 중심값-평균 비퍼지화, 곱셈 추론, 싱글톤 (singleton) 

퍼지화를 적용하면 다음을 얻을 수 있다.

    
 

  




      

             (4)

      
  



 
 ≤ ≤ 

가정 [9]: 식 (2)와 (4)에서 전제 변수 는 측정 가능한 상태 

벡터, 출력 벡터 또는 측정 가능한 상태 벡터들의 선형 합으로 

나타낸다. 

  다음으로 불완전한 전반부 기반 제어기의 T-S 퍼지 규칙은 

다음과 같이 구성된다.

Rule : IF   is 


  and ⋯ and   is 


 ,

        THEN  
 ,  ≤ ≤  ,

여기서 ∈×는 제어기의 이득이다. 다음으로 구간 2형 

T-S 퍼지 제어기의 상태 방정식은 아래와 같다.

  
 




 , ≤ ≤  ,       (5) 

여기서 는 다음의 조건을 만족한다. 

    ≤ ≤   
 



   ,

     








 ×⋯×

 



 ×⋯×

 

.       

 

본 논문의 이어지는 내용에서는 표현의 간결함을 위해 전제 

변수 표현 과 시간에 대한 표현 를 생략하고,  

 ,  ,  으로 표현한다. 

식 (2), (4), (5)를 바탕으로 관측기 기반 제어기의 상태 방정

식은 다음과 같이 표현된다.

 
  




 




,               (6)
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
  




 








 

.                                 (7)

한편, 관측된 시스템의 상태 벡터 와 실제 시스템의 상태 벡

터 와의 차이를   라고 정의하면 오차에 대한 상태 방

정식은 다음과 같다.

      
  




 








   .          (8)

위의 결과를 바탕으로 시스템의 상태 벡터 와 오차 벡터 

가 결합된 상태 방정식은 다음과 같이 구성된다.


  




 












  

  












,  

                                         (9)

여기서  






는 결합 시스템의 상태 벡터이다. 

결합 시스템의 상태 벡터 와 제어가 된 출력 벡터 를 간단

하게 표현하면 다음과 같이 구성된다.

             














 


 

 










,     (10)

이때

   
  




 













 


  

  
,

   
  















,

   
  




 



     ,

 
  



이다.

본 논문에서 해결하고자 하는 문제는 다음과 같다.

문제 1 : 외란을 포함하는 구간 2형 T-S 퍼지 시스템 (9)에 대

하여 아래의 조건을 만족하는 외란에 강인한 제어기 (5)를 설계

한다. 

(1) 외란 함수   일 경우 폐 루프 구간 2형 T-S 퍼지 

시스템 (9)의 평형점은 점근적으로 안정하다.

(2) 초기조건이 0일 때, 폐 루프 구간 2형 T-S 퍼지 시스템 

(9)은 다음의 조건을 만족한다. 




∞

 ≺ 


∞

 ,            (11)

   여기서 은 사전에 정의된 양의 스칼라 값이다. 

3. 외란에 강인한 구간 2형 T-S 퍼지 시스템의 

안정화 조건

본 장에서는 문제 1의 조건을 해결함으로써 관측기 기반 구간 

2형 T-S 퍼지 제어기 설계를 수행한다. 문제 1을 해결하기 위한 

방법으로 다음의 Lyapunov 함수를 고려한다 :

   

  ,                         (12)

여기서 는 두 개의 양한정 행렬 ∈ × ∈ ×로 이

루어진 행렬으로 



 


 

 
∈ × ≻의 조건을 만족한다.

다음 정리는 위의 Lyapunov 함수를 기반으로 문제 1에 대한 

해를 제시한다.

정리 1 : 주어진 양의 스칼라 값 에 대해, 아래의 부등식 조건

을 만족하는 양한정 행렬  ≻ ,   , 대칭 행렬 

∈ × , ∈×, ∈×, ∈ ×, 그리고 

행렬 ∈× , ∈ × 이 존재하면 구간 2형 T-S 퍼지 

시스템 (9)은 문제 1의 외란에 강인한 설계 조건을 만족한다. 

()

  ,  (13)

  ≤ ≤  ,                   (14)

   , ≤ ≤  ,         (15)

   , ≤ ≺ ≤  ,  (16)

               

   , 

≤  ≤  , ≤ ≤  ,               (17)

   , ≤ ≺ ≤  ,  (18)

   , 

               ≤ ≺ ≤  , ≤ ≤  ,  (19)

  ,                                    (20)





  


 ,≤ ≤   (21)




 
 


     

 





 ,

 ≤ ≺ ≤  ,   (22)

이때  
,  

,  
이고 ∈ , 

∈ 는   ≥ ,   ≥ , ≤ ≤ 를 

만족하도록 사전에 선택된 스칼라 값이며 대칭 행렬 는 아래

와 같다.
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   
















   




   


   

   

  

증명 : 식 (9)을 이용하여 식 (12)의 Lyapunov 함수를 미분하면 

다음과 같다.

   







                                  

        








 ,        (23)

여기에 문제 1의 식(11)을 만족하기 위해 식 (23)에 

을 더하면 다음 식을 얻는다.

  

     





     



 



 



      


 


    













 




 
  






  











 .

위의 식 행렬부분에 Schur complement를 적용하면 다음과 같은 

부등식을 얻을 수 있다.

  













  


  

  

  ,            (24)

식 (24)의 양변에 행렬  


 를 이용한 

Congruence transformation을 취하면 아래의 부등식 조건을 만

족 한다:

 
  




 









   ,                     (25)

 
















   




   


   

   

,    (26)

이때 , ≤ ≤ 은 식 (25)의 선형 행렬 부등식을 해결

하기 위한 대칭 행렬을 의미하며  









를 만족한다. 

  불완전한 전반부 정합 하에서의 안정화 조건을 유도하기 위해 

다음의 null terms을 도입한다.


  




 











 
  




 













   ,    (27)


  




 








 
  

 
 









  



 
  



   ,    (28)

이때 와 는 임의의 대칭 행렬이다. 

  다음으로 아래와 같은 부등식 조건을 정리할 수 있다.  

  


  




 











 
  




 











   
  




 











   
  




 









. (29)

식 (29)을 간소화하면 다음과 같다.

 
  




 











 
  




 









  

    
  




 









 .   (30)

여기서 식 (14)와 조건   ≥ 을 고려하면 식 (30)은 다

음과 같다. 

 


  




 











 ≤
  




 











 
  




 











 
  




 








   


 
  




 











 
  




 



 
  

 
  




 









.  (31)
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여기서 식 (15)와 조건   ≥ 을 고려하면 식 (31)은 아

래와 같다.

 
  




 











 ≤
  




 











  
  




 









    

 
  









 

   
  




  










   × 

    

   
  









 

  




  









 

   ×. (32)

  위의 부등식 (29)-(32) 조건을 만족하는 대칭행렬 와 을 

구할 수 있으면 다음의 부등식 조건으로 관측기의 이득 값 을 

구할 수 있다.

 



  


, ≤ ≤ 

 


 
 






  





,  ≤ ≺ ≤  . (33)

  위 내용을 바탕으로 불완전한 전반부 정합 하에서의 관측기 

기반 구간 2형 T-S 퍼지 모델 (9)이 안정화되기 위한 충분조건

을 만족하는 선형 행렬 부등식 (13)-(22)를 유도할 수 있다. ■

참고 1: 정리 1의 조건은 다음의 절차를 통해 수치적으로 해석

할 수 있다.

 1) 식 (2)를 통해 T-S 퍼지 시스템을 구성하고 상한, 하한 소속 

함수를 선정한다.

 2) 문제 1을 해결하기 위한 양의 스칼라 값 을 정한다.

 3) 선형 행렬 부등식 (13)-(19)를 통해  , 을 구하고 그 값

을 바탕으로 선형 행렬 부등식 (20)-(21)을 풀어 , 값을 

구한다. 

 4) 제어기와 관측기의 이득 값  
 ,  

를 구

한 후, 관측기 기반 제어기 (7)를 설계한다.

4. 시뮬레이션 예제

본 논문에서 제안하는 방법은 다음의 역 진자 시스템 [6]을 

통해 증명한다.   

  cos

 sin 
sincos

, (34)

여기서 는 축으로부터 진자의 각도, 는 진자의 각속도, 는 

외란 함수,   , 는 진자의 질량, 는 수레의 질

량, 은 진자의 길이를 의미하며 아래의 조건을 만족한다.

∈min max  



 








, 

∈min max      , 

∈min max    kg, ∈ kg,   

   ,    

  구간 2형 T-S 퍼지 모델링 기법을 이용하면 식 (34)는 아래와 

같이 소속 함수와 선형 부분 시스템의 선형 합으로 나타낼 수 있다.

 
  



     ,

여기서     
 ,   




 


 

min  ,  

  



 


 

max  ,   



 




min , 

  



 




min ,  


 





,   ,    ,

  ,  ≤ ≤  ,  

min  ,  max  ,  min   , 

max   ,

 
   cos


cos 

sin  ,

 
   cos

cos
.

여기서 파라미터 와 는 일정 구간 내에서 불확실성을 가지

므로 시스템의 소속 함수는 하한, 상한 소속 함수로 나타 낼 수 

있다.  

               시스템의 소속 함수

   하한 소속 함수   상한 소속 함수












max  min

  max













max  min

  min


  , max , 

 min ,




  


 max  min
  min






  


 max  min
  max



  max ,  min , 

 max ,
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(a)

(b)

그림 1 (a) 와 의 궤적 (b) 시간에 따른 외란 감쇠 비율

Fig. 1 (a) Trajectories of   and  , (b) the energy of 

the ratio of   to 

(a)

(b)

그림 2. (a) 상태변수 와 의 궤적 (b) 오차 상태변수 

 , 의 궤적

Fig. 2 (a) Trajectories of   and  , (b) trajectories 

of   and 


 


 




 ×











 ×






, 
 


 




 × 


 




 × 




,

다음으로 제어기의 소속 함수는 아래와 같다.

 





,  





, 

  





,  





.

정리 1에서 제시한 조건    ,    을 만

족시키기 위해   ,   ,   ,   , 

  ,   ,   ,  으로 설정한다. 성능 

지표인  일 때, 정리 1을 통해 다음의 이득 행렬을 얻을 

수 있다.

      ,    ,

      ,    ,

      ,     ,

       ,      

  그림 1은 외란 함수  sin이고 시스템의 초기값

이    일 때의  ,  , 그리고 외란 감쇠비율 

의 궤적을 보여준다. 시뮬레이션 결과 ∞  이

며 이는 설정치인  보다 작음을 확인할 수 있다. 그림 2에

서는 실제 시스템의 초기 값이     인 조건에서 상

태 변수 와 추종하는 값 의 초기 값이    일 

때 상태 변수의 궤적을 나타낸다. 그림 2를 통해 최종적으로 상

태변수의 오차가 0으로 수렴하는 것을 확인 할 수 있다. 따라서 

본 논문에서 제안한 외란에 강인한 안정화 조건을 만족하며 동시

에 효과적으로 상태를 추정하는 것을 볼 수 있다. 
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5. 결  론

본 논문에서는 불완전한 전반부 정합 하에서의 관측기 기반 

구간 2형 T-S 퍼지 시스템의 ∞ 퍼지 제어기 설계에 대해 다

루었다. Lyapunov 함수를 이용한 안정화 조건과 외란에 강인한 

∞ 제어 성능 조건을 고려하여 구간 2형 T-S 퍼지 시스템의 

안정화 조건을 유도 하였다. 설계된 관측기 기반 제어기는 안정

화 되지 않은 구간 2형 T-S 퍼지 시스템에 대해 시스템의 상태

를 효과적으로 추종할 수 있으며 ∞ 제어 성능 조건을 만족하

였다. 슬랙 행렬을 포함하여 유도된 안정화 조건은 선형 행렬 부

등식으로 표현됐으며 마지막으로, 제어기의 효용성을 시뮬레이션 

예제를 통해 검증하였다. 
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