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Abstract

In this paper, we study the biaxial buckling analysis of nonlocal MEE(magneto-electro-elastic) nano plates based on the 

first-order shear deformation theory. The in-plane electric and magnetic fields can be ignored for MEE(magneto-electro-elastic) nano 

plates. According to magneto-electric boundary condition and Maxwell equation, the variation of magnetic and electric potentials 

along the thickness direction of the MME plate is determined. In order to reformulate the elastic theory of MEE(magneto- 

electro-elastic) nano-plate, the nonlocal differential constitutive relations of Eringen is used. Using the variational principle, the 

governing equations of the nonlocal theory are discussed. The relations between nonlocal and local theories are investigated by 

computational results. Also, the effects of nonlocal parameters, in-plane load directions, and aspect ratio on structural responses are 

studied. Computational results show the effects of the electric and magnetic potentials. These computational results can be useful in 

the design and analysis of advanced structures constructed from MEE(magneto-electro-elastic) materials and may be the benchmark 

test for the future study.
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1. 서    론

최근 몇 년 동안 압전/압자기 재료 구조와 관련된 스마트 혹은 

지능 재료에 대한 연구가 많은 연구자들의 관심을 끌고 있다. 

스마트 혹은 지능형 소재는 전기, 자기 및 탄성 에너지 사이에서 

에너지를 변환할 수 있다. 또한, 압전/압자기 재료로 만들어진 

복합 재료는 단상 압자기 재료 또는 압전 재료에는 존재하지 

않는 자기/전기 효과를 나타낸다. 자기-전기-탄성(MEE) 재료는 

센서 및 액추에이터, 로봇 공학, 구조물 상태점검, 진동 제어 

및 의료 기기를 비롯한 많은 공학 응용 분야에서 널리 사용되고 

있다. 

다층 MEE 판의 정적 변형을 위해, 정확한 닫힌 형태의 해는 

Pan(2001)에 의해 연구되었다. Pan의 일부 수치 예제는 

MEE 재료가 스마트 구조물의 설계 및 분석에 유용한 특수 

기능을 보유하고 있음을 명확하게 나타내고 있다. 또한 Pan과 

Heyliger(2002)는 다층 MEE 판의 자유 진동에 대하여 연구

하였다. Wang 등(2010)은 단순지지된 3 차원 종 방향 등방성 

다층 MEE 원형 판에 대한 해석적 결과를 제시하였다. Xue 

등(2011)은 Kirchhoff 판 이론을 이용여 MEE 직사각형 판에 

대한 비선형 대 변형 모델을 연구하였다. Sladek 등(2013)은 

무요소 국소 Petrov-Galerkin(MLPG) 방법을 이용하여 MEE 

판의 대변형에 관하여 연구하였다. Li(2014)는 탄성 기초위에 
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놓인 MEE 판의 좌굴 해석을 연구하였다. Li 등(2014)은 비

국소 탄성이론을 통해 Pasternak 탄성지반위에 놓인 직사각형 

Mindlin MEE 나노 판의 좌굴 및 자유 진동 거동에 대한 

해석적 연구가 수행하였다. 그들은 전위의 크기가 증가될 때 

무차원 진동수가 감소함을 제시하였다. 그러나 무차원 진동수는 

자위의 크기가 증가될 때 함께 증가하였다. Lee 등(2016)은 

전단변형이 고려된 4변수 변위장을 사용하여 점진기능재료 판의 

정적 및 자유진동 해석을 수행하였다. 

위에 열거 한 문헌과 저자의 지식에서 볼 때 평면 내 하중의 

두 가지 방향에 대한 MEE 나노 판의 다양한 형상 비에 대한 

좌굴 해석은 거의 연구되지 않았다고 판단된다. 면내 자기장과 

전기장은 MEE 나노 판에서 무시할 수 있다. 자기-전기 경계 

조건 및 맥스웰 방정식에 따라, MEE 판의 두께 방향을 따라 

자기 및 전위의 변화가 결정된다. 해밀턴 원리에 의한 판의 두께 

방향을 따른 전기, 자기 분포와 운동 지배 방정식을 구하기 위해 

변분이론을 적용하였다. 본 연구에서는 다양한 매개변수의 

영향을 분석하기 위해 MEE 일차 전단변형 나노 판의 좌굴 

해석 결과 표 및 그래픽 형태로 제시하였다. 다양한 형상비, 전위 

및 자위, 면내 하중 방향의 영향이 MEE 나노 판의 좌굴 응답에 

미치는 영향을 조사하였다. 본 연구에서 제시한 방법으로 얻은 

좌굴 응답은 참고문헌의 결과와 비교하였을 때 잘 일치함을 알 수 

있었다.

2. 자기-전기-탄성 판의 구성방정식

2.1 전단 변형이론 

일반적으로 전단변형이 고려된 5-변수 변위장은 식 (1)로 

표현할 수 있다. 

 
    

  (1)

 
   

 
 



여기서,   , 그리고 
 

는 중립면( 0)에서 

면내 변위이고, 는 판의 두께방향으로의 수직방향 변위이다. 

또한  는 전단변형에 의한 전단변형 각이다. 는 

두께방향으로 전단응력과 전단 변형률 분포의 변화를 결정

하는 형상함수이다. 3변수 고전 판 이론의 변위장은  0인 

경우이고 일차전단변형이 고려된 5변수 판 이론의 변위장은 

  인 경우이다.

2.2 자기-전기-탄성 판의 재료특성

자기-전기-탄성(Magneto-Electro-Elastic:MEE)체가 

판의 상하면 사이에서 두께방향으로 자기장의 세기 과 전기

장의 세기 를 받고 있는 경우를 가정한다.

  

    (2)

   

여기서, , , 그리고 는 각각 응력, 전기 변위 그리고 

자기유도(자속)을 나타내고 ,,그리고 는 변형률, 

전기장 그리고 자기장을 나타낸다. 또한 , 그리고 는 

탄성계수, 절연투과계수 그리고 자기투과계수이다. 또한 ,

 그리고 는 압전계수, 압자기계수 그리고 자기-전기 

계수이다. 식 (2)에서 적절한 계수를 0으로 놓으면 다양한 

비결합 경우를 유도할 수 있다. 

일반적인 변형률-변위 관계는 식 (3)과 같다.




      (3)

여기서,  그리고 는 각각 전기장과 자기장의 세기를 나타낸다. 

체적력, 전하 그리고 전류밀도를 무시하면 동적 평형방정

식은 식 (4)와 같다. 

  



       (4)

여기서, 는 재료의 밀도이다.

2.3 비국소 탄성이론

비국소 탄성이론에서 동적 평형방정식은 비국소 균형법칙

으로부터 구할 수 있다(Kim et al., 2014).

 ℒ 
  (5)

여기서, 는 Hooke 응력 텐서이고, 선형 미분 연산자 ℒ은 

식 (6)으로 정의된다. 

ℒ∇,  
   (6)
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여기서, 는 비국소 변수, 는 실험으로 정해지는 재료 상수

이고 는 내적 특성 길이이다.

식 (5)의 연산자를 Eringen(1983, 2002)이 제안한 비국소 

응력 텐서를 표현하기 위한 구성 모델에 적용하면 비국소 구성

방정식을 구할 수 있다. 

ℒ  (7)

일반적으로 식 (6)의 미분 연산자 ∇는 3차원 라플라스 

연산자이다. 2차원 문제를 해석하기 위해 라플라스 연산자 ∇는 

2차원으로 감차할 수 있다. 2차원 선형 미분 연산자 ℒ는 식 

(8)과 같다. 

ℒ 



  (8)

미분 연산자 ℒ는 방향에 대해 독립적이다. 

3. 동적 평형방정식

해밀턴 원리를 이용하여 자기-전기-탄성(MEE) 미소스케일 

판의 동적 평형방정식을 유도하면 식 (9)와 같다(Reddy, 2014).






   (9)

여기서, 는 가상변형에너지, 는 외력에 의한 가상일, 

그리고 는 가상운동에너지이다. 

자기-전기-탄성(MEE)판의 변형에너지는 식 (10)과 같다.

 








   (10)

자기-전기-탄성(MEE)판이 얇으면 면내 전기장 및 자기장은 

무시할 수 있다. 즉   0 그리고   0이다.

자기-전기-탄성(MEE)판의 운동에너지는 식 (11)로 나타

낼 수 있다.









      (11)

여기서, 위첨자는 시간에 대한 미분을 의미한다.

면내력에 의한 위치에너지는 식 (12)로 주어진다.













 




  
 





















    













 




  
 





















     

(12)

, , , ,  그리고 은 역학적, 전기적 

그리고 자기적  그리고  방향 힘들이며 식(13)으로 

나타낼 수 있다.

      (13)

     

여기서, 은  방향 역학적 하중이고 는 직각방향(2방향)

하중 비이다.

식 (9)에 식 (10), 식 (11) 그리고 식 (12)를 대입하고 부

분적분하여 정리하면 식 (14)와 같은 평형방정식을 얻을 수 

있다.


  

  
   (14a)


  

  
   (14b)

  
  

  ℒ      (14c)

  
  

 
   (14d)

  
  

 
  (14e)




  (14f)




  (14g)

여기서, 

   



  



식 (14)에서 ℒ1이라고 놓으면 비국소탄성 이론이 적용

되지 않은 정식을 유도할 수 있다.

식 (2)의  그리고 를 식 (14f)와 (14g)에 대입하면 식 

(15)와 식 (16)을 얻을 수 있다. 















  (15)
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Properties -

Elastic(GPa)

 226

 124

 216

 44

Piezoelectric(C/m
2
)  -2.2

Piezomagnetic(N/(Am)  290.2

Dielectric(10
-9
C

2
/(Nm

2
))  6.35

Magnetoelectric(10
-12

 Ns
2
/(VC))  2737.5

Magnetic(10-6 Ns2/C2)  83.5

Table 1 Material properties of MEE plate















  (16)

크라머 법칙을 적용하면 식 (17)을 구할 수 있다. 




∆, 



∆ (17)

여기서,

 
 



 
,  

 


 
, (18)

∆




 

식 (17)과 식 (18)로부터 식 (19)를 유도할 수 있다. 




∆ , 


∆  (19)

여기서,



∆  
 





, (20)

 

∆  
 






여기서, 전기적 경계 및 자기적 경계는  , 

0 그리고  ,  0로 정의된다.

자기-전기-탄성(MEE)판의 합응력은 식 (21)과 같다.









      (21)

식 (21)의 합응력으로부터 면내변형률이 무시된 식 (22)를 

구할 수 있다. 
















, (22)

















여기서, 

    

식 (22)를 식 (14d)와 식 (14e)에 대입하면 개선된 지배

방정식을 구할 수 있다. 

4. 해석적 방법

자기-전기-탄성 나노 스케일 판의 해석 시 미소 규모 효과를 

연구하기 위해 비국소 이론을 이용한 단순지지 판의 해석 결과

를 나타내었다. Navier 방법에서 판의 중립면에서의 변위는 

식 (23)과 같이 이중 푸리에 급수로 표현할 수 있다.

      


∞




∞

 , (23)

      


∞




∞

 ,

     


∞




∞

  

여기서,    ,    ,   

 그리고 , 이다.

자기-전기-탄성 나노 스케일 판의 좌굴 해석을 위하여 식 

(23)을 식 (14a)∼(14e)에 대입하고 행렬형태로 정리하면 

평형방정식 식 (24)를 얻을 수 있다. 

× ×× × (24)

여기서, ×
      , ×는 

강성행렬, 은 좌굴하중 그리고 ×는 기하강성행렬이다.

5. 결과 분석

자기-전기-탄성 나노 판의 좌굴해석 결과를 참고문헌의 결

과들과 비교, 분석하기 위하여 Table 1과 Fig. 1에 자기-전기

-탄성 나노 판의 재료 및 기하학적 성질을 제시하였다.
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Fig. 1 Geometry of MME nano plate 







MEE plate

Fig. 2 MEE nano-scale plate under biaxial compression



Side to thickness ratio()

10

Li 2014 Park and Han 2017 Present

 0 2.9747 2.9786 2.9783

 0.5 1.9831 1.9858 1.9855

 -0.5 5,9494 5.9573 5.9566

Table 2 Buckling loads for MEE plates

Fig. 3 Nondimensional buckling loads of MEE nano 

plate with various nonlocal parameters

자기-전기-탄성 나노 판의 좌굴하중은 식 (25)를 이용하여 

무차원화 하였다. 

 





 (25)

2방향 면내 압축하중을 받는 자기-전기-탄성판을 Fig. 2에 

타내었다.

5.1 정확도 검증 

첫 번째로 폭-두께 비가 10인 경우의 자기-전기-탄성 나노 

판의 좌굴하중을 참고문헌들의 결과와 비교하기 위하여 Table 

2에 나타내었다. 

본 연구의 결과는 두 가지 참고문헌 결과의 중간 값을 나타

내어 해석방법의 정확성을 검증할 수 있었다. 참고문헌과의 

오차는 Li(2014)는 전단보정계수 12을 사용하였고 Han과 

Park(2017)은 고차 전단변형이론을 적용하였기 때문으로 

판단된다. 본 연구는 1차 전단변형이론을 적용하였으며 전단

보정계수는 일반적으로 널리 사용되는 5/6를 사용하였다. 3가지 

결과의 차이는 001%~0.1%로 무시할 수 있을 정도로 매우 

작음을 알 수 있다.

두 번째 비교예제는 비국소 매개변수의 변화에 따른 좌굴하

중의 변화를 선택하였다. 비국소 매개변수의 변화와 2방향 

하중비의 변화에 따른 좌굴하중을 참고문헌의 결과와 비교하

였다. 비국소 매개변수가 0인 경우에는 참고문헌의 결과와 매우 

유사한 결과를 나타내었다. 비국소 매개변수가 0에서 2사이에

서는 유사한 결과를 나타내기는 하였으나 약간의 오차(7%)가 

발생하였다. 이러한 오차의 발생원인은 향후 추가 연구되어야 

할 것으로 판단된다. 

5.2 해석 예제 

면내 압축과 면내 인장을 받는 자기-전기-탄성 나노판의 

형상비 변화에 따른 좌굴하중을 Fig. 4에 나타내었다. 형상비의 

변화는 1까지로 제한하였다. 형상비가 1보다 작은경우에 좌굴

하중값이 음의 값을 가지는 현상을 볼 수 있다. 좌굴하중이 

음수라는 것은 면내하중의 방향이 바뀌는 것을 의미한다. 형상

비가 1이상인 경우 좌굴하중의 변화는 일정값에 수렴하는 

단순한 그림으로 본 연구결과에서는 배제하였다. 비국소 매개

변수 또한 자기-전기-탄성 나노판의 강성에 중요한 변화를 



비국소 탄성이론을 이용한 자기-전기-탄성 나노 판의 2방향 좌굴 해석

410 한국전산구조공학회 논문집 제30권 제5호(2017.10)

Fig. 4 Nondimensional buckling loads, versus aspect 

ratio, for MEE nano plate with various nonlocal 

parameters(  0, 10)

Fig. 5 Nondimensional buckling loads, versus aspect 

ratio, for MEE nano plate with various nonlocal 

parameters(  0, 10)

Fig. 6 Nondimensional buckling loads, versus aspect 

ratio, for MEE nano plate with various nonlocal 

parameters( 50,  0, 10)

Fig. 7 Nondimensional buckling loads, versus aspect 

ratio, for MEE nano plate with various nonlocal 

parameters( 50,  0, 10)

발생시키므로 자기-전기-탄성 나노판의 해석 및 설계 시 형상

비와 비국소 매개변수의 효과가 정확하게 고려되어야 함을 알 

수 있다.

Fig. 5에서는 2방향 면내 압축을 받는 자기-전기-탄성 나노

판의 형상비 변화에 따른 좌굴하중을 분석하였다. 면내 압축과 

인장을 동시에 받는 경우와 달리 형상비가 1이하인 경우에도 

음의 좌굴하중값을 나타내지 않았다. 형상비가 0.2~0.3인 경우 

비국소 매개변수의 효과에 의해 좌굴하중값의 변화가 발생함을 

알 수 있었다. 2방향 면내 압축을 받는 경우에도 형상비와 

비국소 매개변수가 좌굴하중의 변화에 중요한 인자임을 알 수 

있다.

Fig. 6과 Fig. 7에서는 전위가 50인 경우의 면내 압축과 

면내 인장이 동시에 작용하는 경우와 2방향 압축이 작용하는 

경우에 대하여 분석하였다. 전위는 좌굴하중을 미소하게 감소

시키는 효과를 나타내었다. 형상비가 0.4인 경우 좌굴하중이 

약 13%정도 감소하였다. 전위는 자기-전기-탄성 나노판의 

강성을 감소시키는 역할을 한다는 것을 알 수 있었다.

탄성 나노판의 경우와 마찬가지로 형상비가 0.2인 경우에 

좌굴하중의 변화가 발생하였다. 특히 형상비가 0.1보다 작은 

경우에 좌굴하중의 부호가 바뀌는 현상이 발생하였다. 전위와 

비국소 매개변수의 효과가 혼합되어 강성의 부호가 바뀐 것으로 

판단된다. 이러한 현상은 물리적 의미를 파악하기가 용이 하지 
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Fig. 8 Nondimensional buckling loads, versus aspect 

ratio, for MEE nano plate with various nonlocal 

parameters( 0,  5, 10)

Fig. 9 Nondimensional buckling loads, versus aspect 

ratio, for MEE nano plate with various nonlocal 

parameters( 0,  5, 10)

Fig. 10 Nondimensional buckling loads, versus aspect 

ratio, for MEE nano plate with various nonlocal 

parameters( 50,  5, 10)

Fig. 11 Nondimensional buckling loads, versus aspect 

ratio, for MEE nano plate with various nonlocal 

parameters( 50,  5, 10)

않으며 수치적 해석의 부족한 부분이라고 판단된다. 향후 실험적 

연구가 동반되어 정확한 물리적 한계를 규명해야 할 것이며 

실험적 규명이 이루어지기까지는 형상비의 허용범위를 설정

해야 할 필요성을 제시할 수 있다.

자위가 5인 경우의 면내 압축과 면내 인장이 동시에 작용하는 

경우와 2방향 압축이 작용하는 경우에 대하여 Fig. 8과 Fig. 

9에서 분석하였다. 자위는 전위와 달리 좌굴하중을 크게 증가

시키는 효과를 나타내었다. 형상비가 0.4인 경우 좌굴하중이 

약 2.5배정도 증가하였다. 자위는 자기-전기-탄성 나노판의 

강성을 증가시키는 역할을 한다는 것을 알 수 있었다.

자위에 의한 강성의 증가효과가 전위에 의한 강성의 감소

효과에 비하여 매우 크기 때문에 형상비가 매우 작은 경우에도 

좌굴하중의 부호가 바뀌는 현상은 발생하지 않았다.

전위와 자위가 동시에 작용할 때 면내 압축과 면내 인장을 

받는 경우와 2방향 압축이 작용하는 경우에 대하여 Fig. 10과 

Fig. 11에 나타내었다. 자위에 의한 강성의 증대 효과가 전위에 

의한 강성의 감소효과보다 매우 크기 때문에 종합적으로 좌굴

하중은 증대하였다. 

6. 결    론

본 연구에서는 1차 전단변형이론을 이용하여 자기-전기-
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탄성 나노판의 2방향 좌굴해석을 수행하였다. Hamilton 정리를 

이용하여 자기-전기 효과가 고려된 평형방정식을 유도하였다. 

전위와 자위 그리고 비국소 매개변수 및 형상 비의 변화에 

따른 자기-전기-탄성 나노 판의 좌굴 해석 결과들을 분석한 

결과 다음과 같은 결론을 얻을 수 있었다.

(1) 2방향 압축을 받는 경우와 면내 압축과 면내 인장을 

받는 경우의 자기-전기-탄성 나노 판의 좌굴하중은 

매우 상이한 결과를 나타내므로 해석 및 설계 시 정확한 

고려가 수반되어야 함을 알 수 있었다.

(2) 전위는 좌굴하중을 미소하게 감소시키는 효과를 나타

내었다. 전위는 자기-전기-탄성 나노판의 강성을 감소

시키는 역할을 한다는 것을 알 수 있었다. 

(3) 자위는 전위와 달리 좌굴하중을 크게 증가시키는 효과를 

나타내었다. 자위는 자기-전기-탄성 나노판의 강성을 

증가시키는 역할을 한다는 것을 알 수 있었다.

(4) 전위와 자위가 동시에 작용할 때 면내 압축과 면내 

인장을 받는 경우와 2방향 압축이 작용하는 경우에 

대하여 종합적이고 다양한 분석이 수행되어야 할 것으로 

판단된다. 

전위와 자위의 효과를 고려한 자기-전기-탄성 나노 판의 

해석을 위하여 전단변형 효과와 비국소 탄성이론을 고려한 

본 연구에서 계산된 결과들은 향후 자기-전기-탄성 구조물의 

수치해석 연구자들을 위한 참고자료가 될 것으로 판단된다.
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요  지

본 연구에서는 1차 전단변형이론을 고려한 비국소 자기-전기-탄성 나노 판의 2방향 좌굴해석에 관하여 연구하였다. 면내 

전기-자기-탄성 나노 판에서 전기장과 자기장은 무시할 수 있다. 자기-전기 경계조건과 맥스웰 방정식에 따라 전기-자기-

탄성 나노 판의 두께 방향에 따른 자위 및 전위의 변화가 결정된다. 자기-전기-탄성 나노 판의 탄성이론을 재 공식화하기 

위하여 에링겐의 비국소 미분 구성 관계식을 사용하였다. 변분이론을 이용하여 비국소 탄성이론의 지배방정식을 연구하였

다. 비국소 이론과 국소 이론의 관계를 계산 결과를 통하여 분석하였다. 또한, 비국소 매개변수, 면내 하중 방향 그리고 형상 

비에 따른 구조적 응답을 연구하였다. 계산 결과들은 전위 및 자위의 효과를 나타내었다. 이러한 계산 결과들은 자기-전기-

탄성 재료로 구성된 신소재 구조물의 설계 및 해석에 사용될 수 있고 향후 연구의 비교자료가 될 수 있을 것으로 판단된다.

핵심용어 : 자기-전기-탄성 재료, 나노 판, 비국소 탄성이론, 2방향 좌굴, 전단변형 이론 


