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수학교사의 갈루아 이론 이해를 위한 자립연수자료 개발1)

신 현 용 (한국교원대학교)

본 연구는 교사양성 과정에서 갈루아 이론에 관련된 군, 체, 벡터공간 등 대수적 구조를 배운 바 있으나 그러한 구조

가 다항식의 가해성, 더 나아가 학교수학과 어떻게 관련되는지를 명확하게 이해하지 못하는 경우 자립 연수를 통해

이를 극복할 수 있는 자료를 개발하여 제시한다. 여기서 말하는 자립 연수에서는 교사 스스로 연수를 주도하지만 연

수 도중 적절한 방법을 통하여 한두 차례 전문가의 도움을 받는다. 이 글에서 두 표현 ‘다항식 의 풀이’와 ‘방

정식   의 풀이’는 같은 의미이고 ‘교사’는 현직 수학교사를 뜻한다.

Ⅰ. 서론

다항식의 풀이는 대수학 역사의 주축이다. 일, 이, 삼, 사차 다항식의 풀이가 대수학의 내용이라면 오차 다항

식의 가해성 문제는 추상대수학의 주제이다. 갈루아 이론은 추상대수학을 대수학과 나누는 기준이 된다. 한편,

다항식의 풀이는 학교 수학의 주요 내용이고 대수학이 학교수학에서 차지하는 비중이 크기 때문에 대수학에 관

한 심도 있는 이해는 수학교사에게 필수적이라고 할 수 있다.

이러한 상황임에도 불구하고 교사가 갈루아 이론을 심도 있게 이해하는 데에는 몇 가지 어려움이 있다. 그

중에서 가장 중요한 것은 교사 임용 시험에서 갈루아 이론이 본격적인 수준에서 출제되지 않을 뿐더러 비록 출

제된다고 하더라도 그 문제를 포기해도 불이익이 크지 않다는 것이다. 이는 문제의 개수나 거기에 배정된 점수

가 크지 않기 때문이다. 따라서 교사 양성 과정에서는 갈루아 이론에 대한 이해가 중요함에도 불구하고 제대로

접근하기가 용이하지 않은 실정이다.

추상대수학의 기본 용어나 개념에 관해 어느 정도 이해하고 있는 교사는 연수를 받으며 갈루아 이론에 대한

이해 필요성을 느낀다. 예를 들어, 이차방정식의 근의 공식 유도나 분모의 유리화 또는 실수화 과정이 갈루아 이

론에서 중요한 과정임을 알게 되면 수업을 좀 더 효율적으로 준비할 수 있음을 알게 되기 때문이다. 교사가 갈

루아 이론에서 모든 정리를 증명하여 세밀하게 이해하지 못한다고 하더라도 갈루아 이론의 핵심과 그 과정에

얽힌 수학의 역사와 이론의 형성 과정을 알면 학교수학의 대수학 수업에서 많은 도움을 받을 수 있을 것으로

사료된다. 따라서 추상대수학 강의를 들은 적이 있는 수학교사가 갈루아이론의 핵심을 이해하도록 돕는 자료를

개발하는 것은 필요할 것이다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. 갈루아 이론의 대수학적 의의
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방정식의 풀이는 수학 역사의 한 축이라고 할 수 있다. 피타고라스정리, 디오판토스방정식, 펠방정식, 페르마

마지막정리 등은 모두 방정식의 풀이와 관계가 있다. 이차방정식의 풀이는 기원전 20세기경에 이미 알려진 것으

로 전해지고 유클리드는 원론에서 이차방정식의 풀이 법을 눈금 없는 자와 컴퍼스를 사용하는 작도로 제시하
였다. 삼차와 사차 방정식의 풀이는 16세기에 들어서 알려졌으나 오차방정식의 가해성 문제는 19세기 중반에 들

어서야 풀렸다. 결국 방정식의 풀이는 2,000년 이상에 걸치는 역사를 가진다. 일, 이, 삼, 사차 방정식의 풀이는

대수학의 문제라면 오차방정식은 추상대수학(현대대수학)의 문제이다. 오차 방정식은 일반적으로 풀리지 않는다

는 것을 논증해야하므로 방정식의 풀이에 관한 제반 개념과 문제가 군, 체, 벡터공간 등 대수적 구조로 추상화

되어야하기 때문이다.

2. 갈루아 이론의 이해에 관한 어려움

갈루아 이론은 결코 간단히 이해할 수 없다는 것은 여러 정황으로 보아도 분명하다. 2,000년 이상의 미해결

문제였고 16세기 이후 수학사에 이름을 남긴 모든 수학자가 이 문제에 적지 않은 관심을 기울였다는 사실만으

로도 그 난이도를 가늠할 수 있다. 실제로 갈루아 이론을 이해하기 위해서는 일단 일, 이, 삼, 사차 다항식의 풀

이에 관한 분명한 이해가 있어야 한다. 더 나아가 오차다항식이 가지는 특수한 성질을 이해하기 위해서는 대수

적 구조를 논하는 추상대수학의 모든 내용을 이해하여야 한다. 이러한 요구에 대해 교사양성대학 학부 과정에서

개설하는 추상대수학 강좌가 만족스러운 수준으로 부응하기는 용이하지 않다.

3. 수학교사의 추상대수학 내용지식에 대한 선행 연구

교사의 최근 갈루아 이론에 관한 이해를 돕기 위한 자립연수 자료가 제안된 바 있다(신현용・한인기, 2015).
학교수학에서 다루어지는 작도가능성도 다항식의 해법과 관련된 대수학적 이해를 요구하기 때문에 작도가능성

에 관한 전반적인 이해를 돕기 위한 자료도 제안된 바 있다(신현용・한인기, 2016). 그러나 이 모든 내용을 함축
하는 보다 효율적으로 요약된 자립 연수 자료가 필요한 실정이다.

Ⅲ. 연구문제

연구문제는 다음과 같다.

1. 추상대수학에 관한 강의를 들은 적이 있는 교사가 이틀 정도의 자립 연수를 통해 갈루아 이론을 효과적으

로 이해할 수 있도록 돕기 위해 어떠한 자료를 제시할 수 있을까?

2. 제시된 자료를 통한 연수 결과는 어떠한가?

Ⅳ. 연구방법

이 연구는 다음과 같은 절차와 방법을 따랐다.

1. 교사로 하여금 이 논문에서 제안하는 접근 방식으로 갈루아 이론의 핵심을 이해할 수 있도록 돕기 위해,

연구자는 2017년 2월에 대칭: 갈루아 이론을 발간하여 ㅎ대학교 도서관 등에 다수 비치하여 교사로 하여금 쉽
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게 접할 수 있게 하였다.

2. 교사가 자립연수를 통해 갈루아 이론의 핵심을 이해할 수 있게 하는 자료를 6, 7쪽 분량으로 개발하였다.

3. ㅎ대학교 대학원의 여름 강좌를 수강하기 위해 출석한 중등학교 교사 12명은 학교수학에서 갈루아 이론의

중요성에 공감하고 2017년 8월 7일과 8일 이틀 동안 개발된 자료와 대칭: 갈루아 이론을 참고하며 갈루아 이
론의 핵심을 이해하기 위한 자립연수를 실시하였다. 참고 도서에서 읽어야 할 부분은 연구자가 미리 지정하여

제시하였다.

4. 2017년 8월 7일과 8일 이틀간 각각 2시간씩 전문가와 함께 연수 내용을 점검하였다.

5. 2017년 8월 9일에는 갈루아 이론에 대해 연수를 통해 이해하게 된 바를 각각의 교사가 보고서 형식으로

정리하게 함으로 이해 정도를 가늠하였다.

Ⅴ. 결과 및 논의

다음은 교사가 자립 연수를 통해 갈루아 이론의 핵심을 이해할 수 있도록 돕기 위한 자료이다. 이 자료는 본

연구를 통하여 교사에게 제시된 자료이다. 이 자료에서 모든 방정식은 유리수를 계수로 가지며 최고차항의 계수

가 이라고 전제한다.

1. 일, 이차 방정식의 풀이

 의 해는  로서 유리수이다. 일차방정식은 수 체계를 확장할 필요조차 없이 쉽게 풀린다.

이차방정식  을 풀기 위해  대신에  

를 대입하면 주어진 방정식은  


가

되어  

±
를 얻는다. 이차방정식은 일차항을 소거하면 풀리므로 이차방정식의 풀이는  

꼴 하나를 푸는 것이다.

2. 삼차방정식의 풀이와 과정 분석

삼차방정식  에서는  대신에  

를 대입하여 이차항이 없는 삼차방정식

  의 형태를 푼다. 이러한 형태의 일반적인 삼차방정식의 예를 직접 풀어 봄으로써 삼차방정식은

왜 풀리는지 관찰한다.

(1) 삼차방정식   에서 를 로 치환한다.

(2) 근과 계수의 관계를 이용하여 다음을 얻는다.









  



이를 다음과 같이 표현할 수 있다.
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(3)  ,  라고 생각하면 와 에 관한 이차방정식이 얻어진다. 앞에서 주목하였듯이 이는

  꼴 하나를 푸는 것이다.

(4)  을 푼다. 이는   꼴 하나를 푸는 것이다. 를 구하면  관계로부터 는 이차 이

상의 방정식을 추가로 풀지 않고 얻어진다. 원래 주어진 삼차방정식   의 해 를 구한

것이다.

(5) 이상으로부터 일반적인 삼차방정식의 풀이 과정은   꼴 하나를 풀고 이어서   꼴 하나를

푸는 것임을 주목한다.

(6) 삼차방정식   의 한 해 를 구하면 나머지 두 개의 해는 추가 계산 없이 알 수

있다.

(7) 지금까지의 과정을 통하여 삼차방정식   의 세 개의 해를 구하면 다음과 같다.

 

  

  

여기서,  

 
이다.

(8)   을 풀기위해  을 풀고 이어서  을 푼 것이다.

3. 사차방정식의 풀이와 과정 분석

사차방정식  에서는  대신에  

를 대입하여 삼차항이 없는 사차방정식

    의 형태를 푼다. 이러한 형태의 일반적인 사차방정식의 예를 직접 풀어 봄으로써 사차방

정식은 왜 풀리는지 관찰한다.

(1)     에서 로 치환한다.

(2) 근과 계수의 관계를 이용하여 다음을 얻는다.









   



      

 



   


(3) 근과 계수의 관계로부터      은 다음 삼차방정식의 해이다.







 







이 삼차방정식을 푸는 것은 앞에서 주목하였듯이   꼴과   꼴을 푸는 과정이다.
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(4) 앞의 단계에서      를 구했다. 이제  와  를 푼다. 이는   꼴

두 개를 푸는 것이다. 와 가 구해지면    

관계로부터 가 구해진다. 즉  를 추가로 풀

필요가 없다. 사실,    

이라는 관계는  


에서 얻은 것이므로 와 로부터 를 구할 때

에는 관계식  

를 이용한다. 결국     의 해 를 구한 것이다.

(5) 이상으로부터 일반적인 사차방정식의 풀이 과정은   꼴,   꼴,   꼴,   꼴의

방정식을 차례로 푸는 것임을 알 수 있다.

(6)     의 한 해 를 구하면 나머지 세 개의 해는 추가 계산 없이 알 수

있다.

(7) 지금까지의 과정을 통하여 사차방정식 


 의 네 개의 해를 구하면 다음과 같다.



  
  

  

 

   
  

  



   
   

  



   
  

  

여기서,  

 
이다.

(8) 


 을 풀기위해 다음을 차례대로 푼 것이다.

 

 

  


  

  


  

4. 방정식의 풀이와 대수적 구조

오차다항식의 가해성에 관한 갈루아 이론의 내용은 다음과 같다.

(1) 유리수 체 ℚ의 확대체로서 주어진 다항식 의 모든 근을 가지고 있으며 가장 작은 것을 생각한다.

그 확대체 를 의 갈루아 확대체(분해체)라고 한다. 다항식의 가해성 문제를 체(field)에 관한 문제로 바꾸

는 것이다. 다시 말하면 다항식의 가해성 문제를 대수적 구조에 관한 언어로 표현하는 것이다.

(2) 다항식 의 분해체 로부터 군의 구조를 추출한다. 이 과정을 통해 얻는 군을 의 갈루아 군이
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라고 한다. 다음 사실이 중요한 역할을 한다.

가 의 확대체이고 가 의 원소들을 계수로 가지는 다항식이라고 하자. ∈ 가  

의 근이고 ∈  이면,  도  의 근이다. 여기서  는 의 모든 원소를

고정(fix)시키는 의 자기동형사상(automorphism) 전체의 집합으로서 군의 구조를 가진다.

실제로, 차 다항식의 갈루아군은 의 부분군과 동형이다. 예를 들어, 3, 4, 5차 다항식의 갈루아군은 각각

  와 관련된다.

(3) 일차・이차방정식의 풀이와 대수적 구조
일차방정식에 관계되는 군 은 위수가 1인 자명한 군(trivial group)이다. 일차방정식이 쉽게 풀리는 이유라

고 할 수 있다.

이차방정식에 관계되는 군 은 위수가 2인 ℤ이다. 이 군은 순환군으로서 가환군이고 소수 위수를 가지는

단순군이다. 이차방정식이   꼴 하나를 푸는 것으로 귀착된다는 것을 뜻한다.

(4) 삼차방정식의 풀이와 대수적 구조

일반적인 삼차다항식을 푸는 과정은   꼴 하나를 풀고 이어서   꼴 하나를 푸는 것이다. 이때

두 방정식의 차수는 각각 2와 3으로서 소수(prime number)이다. 삼차다항식과 관련되는 대칭군은 인데 로

부터 두 개의 상군을 얻을 수 있다. 의 위수는   ××  이고 6은 2와 3의 곱이다. 로부터 얻어지

는 두 개의 상군은 위수가 각각 2와 3인 가환단순군 ℤ와 ℤ이다. 가환단순군 ℤ은   꼴 하나를 푸

는 것을 뜻하고, 가환단순군 ℤ은   꼴 하나를 푸는 것을 뜻한다. ‘  꼴 하나를 풀고 이어서

  꼴 하나를 푸는’ 순서는 대칭군 의 다음 구조(그림 Ⅴ-1)에 의한다.











[그림 Ⅴ-1]

여기서  이고  이다. 이 격자도에 있는 수 2와

3은 지수(index)를 나타낸다.

에서 두 개의 상군이 얻어지는 이유는 가 정규부분군(normal subgroup) 를 가지기 때문이다. 정규부

분군은 갈루아 이론의 핵심 개념이다.

(5) 사차방정식의 풀이와 대수적 구조

일반적인 사차다항식을 푸는 과정은   꼴,   꼴,   꼴,   꼴의 방정식을 차례로
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푸는 것이다. 이때 등장하는 네 방정식의 차수는 각각 2, 3, 2, 2로서 모두 소수이다. 사차다항식과 관련되는 대

칭군은 인데 로부터 네 개의 상군을 얻을 수 있다. 의 위수는   ××× 이고 24는 2, 3, 2,

2의 곱이다. 로부터 얻어지는 네 개의 상군은 위수가 각각 2, 3, 2, 2인 단순군 ℤ, ℤ, ℤ, ℤ이다.

다음 그림(그림 Ⅴ-2)에서 와 는 다음과 같다.

            

 

여기에서도 정규부분군과 상군의 역할을 주목한다. 즉, 는 의 정규부분군이고, 는 의 정규부분군이

며,  는 의 정규부분군이다.

[그림 Ⅴ-2]

5. 오차방정식의 경우

일반적인 오차방정식의 불가해성이 갈루아 이론의 핵심이다. 일, 이, 삼, 사차 방정식의 경우에는 가능하지만

오차방정식의 경우에는 가능하지 않은 과정이 무엇인지 설명하는 것이다.

(1) 오차방정식과 관련되는 대칭군 의 위수는   ××××  ××이다. 오차방정식이 풀리

면   꼴 세 개,   꼴 하나,   꼴 하나를 적절한 순서에 따라 푸는 것으로 귀착된다.

(2) 는 오직 한 개의 정규부분군 를 가지며 는 자명하지 않은(non-trivial) 정규부분군을 하나도 가지

지 아니한다. 가 자명하지 않은 정규부분군을 가지지 않는 다는 사실은 갈루아가 발견한 가장 중요한 것 중

하나이다. 따라서 의 경우에는 다음과 같은 그림(그림 Ⅴ-3) 외의 어떠한 상황도 가능하지 않다.
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[그림 Ⅴ-3]

따라서   꼴이나   꼴의 방정식을 푸는 것을 뜻하는 상군 ℤ과 ℤ를 구성할 수가 없다. 결

국 일반적인 오차방정식은 풀리지 않는다.

6. 연수 결과

연수에 참가한 12명의 모든 교사가 만족스러운 반응을 보였다. 몇 가지 예를 본다. 다음의 예(그림 Ⅴ-4)는

교사가 삼차방정식을 직접 풀고 근의 형태를 통하여 갈루아 이론의 내용을 정확히 이해하고 있음을 보여 준다.

[그림 Ⅴ-4]



수학교사의 갈루아 이론 이해를 위한 자립연수자료 개발 287

다음(그림 Ⅴ-5)은 사차방정식에 관한 같은 예시이다. 해당 교사는 보고서에서 이 부분 앞에서 사차방정식




 을 풀고 그 네 개의 해를 관찰하였다.

[그림 Ⅴ-5]

다음(그림 Ⅴ-6)은 갈루아 이론을 중학교에서 가르치는 이차방정식의 근의 공식의 경우에 적용한 것이다. 고

등수학과 학교수학의 연계를 시도하고 설명하는 예라고 할 수 있다.

[그림 Ⅴ-6]
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다음의 예(그림 Ⅴ-7)는 갈루아 이론의 핵심 내용은 고등학교 수업에서도 다뤄볼 수 있다고 주장한다.

[그림 Ⅴ-7]

Ⅵ. 결론

대부분의 교사는 교사로 양성되는 과정에서 추상대수학 강의를 들은 적이 있지만 여러 가지 여건으로 인하여

그 내용을 충분히 숙지하지 못하고 있는 게 사실이다. 추상대수학의 핵심 주제인 갈루아 이론은 대수학 더 나아

가 수학 전체를 통틀어 매우 중요한 내용이고, 따라서 학교 수학과 적지 않게 연계된다.

그러나 연수 과정을 통하여 갈루아 이론을 자세히 이해하는 것은 쉬운 일이 아니다. 따라서 교사들의 여러

여건과 상황을 고려한 연수 자료 개발은 필요한 요구이다.

여기에 제시된 자료는 갈루아 이론에 대해 만족스러운 수준까지 교사 스스로 연수할 수 있도록 도움이 된다

는 것이 확인되었다.

연수 자료 적절한 곳에 다음을 유념하는 것도 유의미할 것이다.

다음 다항식은 모두 근의 공식을 가지지 아니한다.

, , 

다음 다항식은 모두 근의 공식을 가진다.

, , 

이들 두 무리의 차이는 무엇인가? 갈루아 이론은 이 두 무리의 다항식들 사이에는 어떠한 차이

가 있는지 섬세하게 볼 수 있는 정밀한 ‘현미경’을 제공한다.

본 자료는 교사로 하여금 학교 수학과 갈루아 이론의 긴밀한 연계를 인식할 수 있도록 함인데 보고서에서

‘분모의 유리화’나 ‘분모의 실수화’가 중요한 대수적 구조인 체(field)의 구조를 확인하는 과정임을 적시한 교사는
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없었다. 추후 이 점도 감안하여 자료를 보완하면 더욱 유용한 자료가 될 것으로 사료된다.
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This study proposes a self learning material for understanding the key contents of Galois theory. This material is 
for teachers who have learned algebraic structures like group, field, and vector space which are related with Galois 
theory but do not clearly understand how algebraic structures are related with the solvability of polynomials and school 
mathematics. This material is likely to help them to overcome such difficulties. Even though proposed material is used 
mainly for self learning, the teachers may be helped once or twice by some professionals. In this article, two 
expressions ‘solvability of polynomial’ and ‘solvability of equation’ have the same meaning and ‘teacher’ means 
in-service mathematics teacher.
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