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요 약: 국내에서 시간영역 전자탐사(time-domain/transient electromagnetic, TEM) 자료의 해석은 1차원 알고리듬에 주로

의존하고 있는 실정이기 때문에 정밀한 해석을 위하여 3차원 모델링 및 역산 해석 프로그램의 개발이 필요한 상황이다. 이

연구에서는 엇갈린 격자를 이용한 시간영역 유한차분(staggered-grid finite-difference time-domain, FDTD)법에 기초하여 3

차원 TEM 반응 모델링 알고리듬을 개발하였다. 시간영역 전자탐사의 모델링을 위해 맥스웰 방정식을 현시적 중앙점 FDTD

법을 이용하여 이산화하였으며 수치 안정성을 높이기 위해 가상 변위전류항을 도입하였다. 일반적으로 많이 활용되는 소형

코일 송신원을 수치적으로 구현하여 균질 반무한 공간에서의 해석해와 비교 검증하고 3차원 이상체에 대한 반응을 분석하

였다. 이 연구에서 개발된 모델링 프로그램은 향후 TEM 전자탐사 자료의 정밀 해석에 기초가 될 것으로 기대한다.

주요어: 시간영역 전자탐사, 엇갈린 격자, 유한차분법, 소형 코일, 가상 변위전류

Abstract: Interpretation of time-domain electromagnetic (TEM) data has been made mostly based on one-dimensional (1-

D) inversion scheme in Korea. A proper interpretation of TEM data should employ 3-D TEM forward and inverse modeling

algorithms. This study developed a 3-D TEM modeling algorithm using a finite difference time-domain (FDTD) method with

staggered grid. In numerically solving Maxwell equations, fictitious displacement current is included based on an explicit

FDTD method using a central difference approximation scheme. The developed modeling algorithm simulated a small-coil source

configuration to be verified against analytic solutions for homogeneous half-space models. Further, TEM responses for a 3-

D anomaly are modeled and analyzed. We expect that it will contribute greatly to the precise interpretation of TEM data.

Keywords: Time-domain electromagnetic survey, Staggered grid, Finite-difference method, Small coil, Fictitious displacement

current

서 론

광물탐사를 위해 처음 적용된 시간영역 전자탐사(time-

domain/transient electromagnetic survey; TEM survey)는 현재

지하수, 석유, 오염대 파악과 공학적인 접근에 이르기까지 광

범위한 영역에서 다양한 탐사배열로 수행되고 있다(Cho,

2006). 탐사가 간편하다는 장점 이외에도, TEM법은 전기전도

도가 큰 매질에서의 전기전도도 변화에도 민감하여 전기비저

항법으로 탐사하기 어려운 전도성 층들 사이의 구분도 쉽게

할 수 있는 장점이 있다(Albouy et al., 2001).

국내에서는 1982년 호주의 SIROTEM장비를 도입하면서 본

격적으로 TEM 연구가 시작되었다. 육상 TEM법에서는 판상

광체에 대한 스케일 모델링(Lim and Hyun, 1984), 기초파일

내 철근 결합탐지 실험(Lee and Kim, 1993), 해수 유동 파악
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(Hwang et al., 2001) 등 다양한 연구가 있었다. 한편 2000년

이후 폭발적인 관심을 받은 해양 전자탐사에서는 수직 전기쌍

극자 TEM 시스템을 이용한 해저 저류층의 탐지연구, 중앙루

프 시스템을 이용한 해저 열수광상 탐지 가능성(Jang et al.,

2013; Jang and Kim, 2015) 연구 등이 국내에서 발표되었다.

최근 항공전자탐사에서는 육상 전기송신원을 이용한 항공 시

간영역 전자탐사(grounded electrical-source airborne transient

electromagnetic, GREATEM) 시스템에 기초한 연구들(Cho et

al., 2015; 2016)도 활발하게 진행되고 있다.

국내에서 TEM법의 수치해석 프로그램 개발은 연산자분리

에 의한 유한차분 수치모델링과 등가전류를 이용한 단순역산

연구(Seo and Hyun, 1982; Lim and Hyun, 1988)가 이루어

졌으며, 대형루프배열 송신에 의한 1차원 구조에서의 반응

모델링과 역산 연구도 있었다(Jang et al., 2013; Cho, 2014;

Cho et al., 2015, Jang et al., 2016). 한편 푸리에변환 기법을

이용한 유한요소법 2차원과 3차원 모델링 및 역산 알고리듬

이 개발되었는데(Cho, 2014), 이는 주파수영역 해로부터 시간

영역의 해를 얻기 위해 광대역의 주파수영역 반응을 직접

계산해야 하기 때문에 계산 비용이 많이 든다는 한계가 있

었다.

이 논문에서는 엇갈린 격자를 이용한 시간영역 유한차분

(staggered-grid finite-difference time-domain, FDTD)법을 이용

한 3차원 TEM 반응 모델링 알고리듬을 개발한다. 먼저 현시

적(explicit) 중앙점(mid-point) FDTD법에 기초하여 맥스웰 방

정식의 차분식을 구성함에 있어 가상 변위전류항을 도입하여

수치안정성을 확보하였다. 송신원으로서는 일반적으로 점 송

신원으로 가정할 수 있는 소형 코일을 고려하였다. 개발한 알

고리듬을 이용하여 균질 반무한 매질에서의 수치 모델링을 수

행하고 해석해와 비교함으로 알고리듬을 검증하고 3차원 전도

성 이상체 모델에 적용하여 소형코일 송신원에 대한 반응을

분석하였다.

모델링 이론

TEM 탐사가 기초하고 있는 준정적 근사영역에서 선형 등방

성 매질의 시간영역 맥스웰 방정식은 다음과 같다(Ward and

Hohmann, 1988).

, (1)

, (2)

, (3)

여기서 e (V/m)는 전기장, h (A/m)는 자기장, μ (H/m)는 투자

율(magnetic permeability), σ (S/m)는 전기전도도, js와 ms는

각각 송신원의 전류밀도와 자류밀도이다. 일반적으로 전자탐

사나 지표투과레이더 탐사에서 투자율은 진공의 값(μ0 = 4 ×

10−7 H/m)과 동일하다고 가정하므로, TEM 수치모델링을 다루

고 있는 이 연구에서도 μ = μ0로 가정한다.

차분식 유도

식 (1) ~ (3)을 엇갈린 격자에 기초하여 현시적 FDTD법으

로 이산화할 경우, 식 (2)에서 전기장의 시간 미분이 존재하지

않기 때문에 수치적으로 불안정하다는 단점이 있다(Birtwistle,

1968; Chew, 1990). 이를 극복하기 위하여, 식 (2)에 가상의 유

전율(γ) 값를 이용한 전기장의 시간미분항을 도입한 아래 식을

이용함으로써 수치 안정성을 확보할 수 있다(Oristaglio and

Hohmann, 1984; Wang and Hohmann, 1993).

. (4)

3차원 FDTD TEM 모델링 알고리듬 중 잘 알려진 Wang

and Hohmann (1993), Commer and Newman (2004), Li et al.

(2014)는 모두 위에서 언급한 가상의 유전율을 도입한 중앙점

차분법에 기초하여서 모델링을 수행하였다. 이 연구에서도 식

(1)과 (4)를 수치적으로 계산하기 위한 엇갈린 격자를 이용한

공간 이산화에서 전기장은 셀의 모서리 중앙에 정의하며 자기

장은 셀의 면 중심에 각각 정의한 뒤(Fig. 1; Yee, 1966), 중앙

점 차분법을 이용하여 이산화 방정식을 구성하였다(Du Fort

and Frankel, 1953; Wang and Hohmann, 1993; Haber, 2015).

전체 차분식에 대해서는 부록에 자세히 설명하였다.

송신원 구현

이 연구에서는 소형코일 송신원(Fig. 2(a))을 이용한 루프-루

프 탐사를 위한 수치 모델링을 개발하고 해석해와 비교검증을

위한 수치 실험을 수행하였다. 소형코일 송신원을 이용하는 경

우 탐사 영역 대비 송신코일의 크기가 매우 작으므로 송신코

일의 전류 흐름을 고려하지 않고 송신 코일 중심에 자기쌍극

자 송신원이 있는 경우로 수치 모델링을 수행할 수 있다. 즉,

매우 작은 면적의 쉴드 처리된 코일시스템 내부의 송신 유도

∇ × e =  
∂b

∂t
------–  − μ

∂ms

∂t
---------

∇ × h = σe + js

b = μh

∇ × h = γ
∂e

∂t
----- + σe + js

Fig. 1. Yee (1966) cell geometry of electric and magnetic field

vectors staggered in a 3-D Cartesian system of coordinates.
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기전력은 이론적으로 식 (1)의 자류밀도로 발생된 점 자기쌍극

자로 근사할 수 있다(Fig. 2(b)). 

송신파형의 수치적 구현을 위하여 증가와 감소램프의 파형

이 서로 대칭이라고 가정하에, 코일시스템 내부의 송신 유도기

전력의 파형함수 u(t)는 시간에 따라 다음과 같은 식으로 근사

된다고 가정하였다. 즉,

,(5)

이때 ton-ramp는 증가램프까지의 시간, ton는 송신 유도기전력의

마지막 발생시간 그리고 toff-ramp는 감소램프까지의 시간이다.

식 (5)을 이용하여 코일시스템 내부의 유도기전력을 구현하

면 증가램프와 감소램프에서의 파형 값은 부호는 서로 반대이

지만 근적으로 동일한 파형이다(Fig. 3). 그러므로, 증가램프에

서의 유도기전력 반응과(step-on 반응), 감소램프에서의 유도

기전력에 의한 반응(step-off 반응)은 방향만 반대일 뿐 동일한

반응 양상을 보이게 된다. 

안정화와 경계 조건

FDTD 문제에서는 Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)이 가장

기본적인 안정 조건이다(Taflove and Hagness, 2005). 이 연구

에서 이용한 중앙점 FDTD 모델링에서의 해는 CFL 조건 하

에서 항상 안정적으로 거동한다(Oristaglio and Hohmann,

1984; Adhidjaja and Hohmann, 1989). 3차원 문제에서 CFL

조건은 아래와 같다(Taflove and Hagness, 2005; Wang and

Hohmann, 1993; Endo and Noguchi, 2002).

, (6)

여기서 α는 정확도 변수, σmin와 Δdmin는 각각 가장 작은 전

기전도도와 셀 크기이다. γ가 아래와 같은 조건을 만족할 때

현시적 중앙점법을 이용하면 항상 안정적이다(Wang and

Hohmann, 1993; Endo and Noguchi, 2002).

, (7)

γ와 Δt를 조정하여 계산 효율 및 정확도를 조절할 수 있다(단

확산 현상을 유지할 수 있는 범위를 벗어나지 않도록 주의해

야 한다) (Chew, 1990).

실제 지층의 유전율을 결정하여 초기시간 대에서 정확한

TEM 반응을 계산할 수도 있지만 이와 같이 할 경우 계산시간

이 커진다는 단점이 있다. 예를 들면, 지층의 유전율을 석회암

의 값인 7로 설정하면 최소 격자 간격이 0.5 m 일 때 최대 ∆t

는 CFL 조건 하에서 2.55 × 10−9 s이다. 1 ms의 TEM 반응을

계산하기 위해서는 약 392,157번의 반복계산을 필요로 한다

(Li et al., 2014). 적절한 γ의 결정은 시간비용을 줄이는 데 매

우 중요하다.

전체 모델영역의 경계조건으로는 Dirichlet 경계 조건을

이용하였다. 즉, 관심계산 영역의 외부에서는 공간 격자 크기

를 크게 할 수 있으므로, 모델링 전체 계산 영역을 충분히

크게 하고 계산 영역 경계에서의 전기장 값이 0으로 가정하

였다.

알고리듬의 검증

소형 코일 송신원에 대한 알고리듬을 검증하기 위해서 해석

mcoil = u t( ) = 

π/2sin πt/ton ramp–( )/ton ramp–[ ],  0  t  ton ramp–≤ ≤

0,  ton ramp–   t  ton≤ ≤

π/2sin πt/ton ramp–( )/ton ramp–[ ]– ,  ton  t  toff ramp–≤ ≤⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎧ ⎫

Δt = α
μσmint

6
----------------⎝ ⎠

⎛ ⎞
1/2

Δdmin

γ
3

μ
---

Δt

Δdmin

--------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

2

≥

Fig. 2. The TEM transmitter for (a) the small loop-loop survey and the schematic diagram for (b) the induced electromagnetic force,

respectively.

Fig. 3. The U(t) which is implemented as a source waveform for

loop-loop system.
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해가 존재하는 균질 반무한 매질에 대하여 모델링을 수행한

뒤 해석해와 비교하고자 한다. 먼저 해석해의 경우, 반무한 매

질에 대한 소형코일 송신원의 시간영역 자기장 반응은 다음과

같이 유도된다(Spies and Frischknecht, 1988).

, (8)

여기서 m은 자기쌍극자 모멘트, r은 송수신거리, erf는 오차

함수, 이다.

이 식을 이용하여 1, 10, 100 ohm-m 반무한 모델에 대해 해

석해를 계산한다. 이때 모델의 공기층 전기전도도는 10−4 S/m

로 설정하였다.

위의 해석해와 비교하기 위해 이 연구에서 개발 모델링 알

고리듬을 동일한 반무한 모델에 대해 적용하여 수치해를 계산

하였다. 수치해 계산에 있어 α는 0.079, 초기 t는 10−8 s, 관심

영역에서의 Δx = Δy = Δz = 1 m로 하고 관심 영역을 벗어

나면서 격자 크기가 지속적으로 커지도록 구성하였다. 

수치해를 송신으로부터 3 m 떨어진 위치에서 해석해와 비

교해보면(Fig. 4(a)), 고려한 3개의 전기비저항 매질에 대해서

수치 모델링 결과는 모두 약 10−5 s 보다 이른 시간대에서 곡

선이 잘 일치하지 않는다. 이는 이 연구에서 개발한 모델링 결

과에서는 램프시간을 10−6 s로 설정한 반면, 해석해는 램프를

고려하지 않고 있기 때문이다. 한편 램프효과와 거의 무관한

약 10−4 s 이상의 시간대의 상대오차를 살펴보면 모든 전기비

저항 매질에서 오차값이 1% 이하이므로 수치해가 정확함을

알 수 있다(Fig. 4(b)).

3차원 전도성 이상체 반응

3차원 모델에 대한 적용성을 검토하기 위해 직육면체 형태

의 3차원 전도성 이상체 모델에 대한 송수신 간격 3 m인 루

프 루프 TEM 탐사 반응을 분석하고자 한다. 전도성 이상체 1

ohm-m로 100 ohm-m의 반무한 매질 내에 크기가 20 m × 20

m × 10 m이며 심도 20 m 위치하며(Fig. 5), 공기 층의 전기

전도도는 10−4 S/m, α는 0.079, 초기 t는 10−8 s로 하였다. 모

델 영역의 이산화에 있어서도 관심 영역에서는 Δx = Δy = Δz

= 1 m하고 관심 영역 외에서는 격자를 점차적으로 커지도록

격자를 구성하였다. 이때 전체 각 방향 이산화 격자 개수는

100 × 100 × 100 이다.

송수신 거리가 3 m인 루프-루프 배열을 이용하여 모델에 대

한 시간영역 수직자기장 반응과 그 반응을 배경매질로 정규화

시켜 반응(Fig. 6)을 분석하면, 전도성 이상체의 반응은 10−6 s

~ 10−4 s에서만 나타나며(즉, 이 시간대 이후 시간부터는 TEM

반응은 이상체가 없는 배경매질 반응과 일치한다), 이상체 반

응에 대한 최대 진폭 값은 1.4 × 10−5 s에서 배경매질과 1.9배

정도로 나타난다(최대진폭의 시간을 기준으로 log-log 그래프

를 구성해 보면(Fig. 6 그래프 내 왼쪽 아래) 반응양상을 더욱

뚜렷하게 볼 수 있다).

hz = 
m

4πr
3

-----------
9

2θ
2
r
2

------------erf θr( ) − erf θr( ) − 1

π
-------

9

θr
----- 4θr+⎝ ⎠

⎛ ⎞e
θ–
2
r
2

θ = 
σμ0

4t
---------⎝ ⎠

⎛ ⎞
1/2

Fig. 4. A comparison between 3D numerical (circles) and analytic (solid line) solutions for the homogeneous half-space models. The decay

curves of the magnetic fields (a) and the relative errors of the numerical and analytic solutions (b).

Fig. 5. A 3-D conductive cuboid anomaly model. The conductive

cuboid of 20 m × 20 m × 10 m is buried 20 m below the surface.

The resistivities of the background and anomalous body are 100

and 1 ohm-m, respectively.
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10−6 s ~ 10−4 s의 시간대에서 여섯 개의 시간 채널(2 × 10−6

s, 5 × 10−6 s, 1 × 10−5 s, 2 × 10−5 s, 5 × 10−5 s, 1 × 10−4 s)

을 선정하여 전도체 중심으로부터 송신원의 위치에 따른 자기

장 반응(Fig. 7(a))을 분석해 보면, 6개의 시간 채널 중, 5 ×

10−5 s 부터 전도체의 반응을 미약하게 인지할 수 있기 시작하

여 2 × 10−5 s에서 송신거리에 따른 진폭변화폭이 가장 컸다.

이에 반해 송신거리에 따른 정규화 반응을 살펴보면(Fig.

7(b)), 모든 채널에서 전도체 중심으로부터 1 m 떨어진 위치에

서 정규화 값이 최대(시간 채널 별 각각 1.02, 1.23, 1.66, 1.88,

1.44, 1.02 m)이며, 송신원이 전도체의 가장자리로부터 전도체

수평길이의 절반(10 m)부터는 전도체의 반응을 거의 인지할

수 없다 것을 알 수 있다.

3 m 송수신거리를 이용할 시 20 m 심도에 위치한 1 ohm-

m 전도성 이상체의 경우 약 10−6 s부터 반응이 시작되기 때문

에 일반적인 TEM 탐사기기의 민감도 한계가 약 10−6 s인 것

을 감안할 때 약 10 m 이하 심도의 이상체는 탐지가 어려울

것이다. 이상체와의 거리에 따른 TEM 반응을 살펴보면 이상

체의 반응시작은 송신원이 이상체 가장자리로부터 대략 이상

체의 수평길이 절반(이상체의 수평길이가 20 m인 경우 10 m)

이 떨어진 지점부터 시작된다. 반면에 이상체의 중심은 배경매

질 대비 최대의 반응차이를 보이기 때문에 이상체 중심의 위

치는 쉽게 인지할 수 있다.

결 론

이 연구에서는 엇갈린 격자에 기초한 FDTD법을 이용하여

3차원 TEM 반응 모델링 프로그램을 개발하였다. TEM 모델

링을 위해 준정적 근사 맥스웰 방정식을 현시적 중앙차분법을

이용하여 이산화하였으며 수치 안정성을 높이기 위해 가상 변

위전류항을 도입하였다. 알고리듬의 검증은 균질 반무한 매질

에 대한 해석해와 비교 시 약 1% 오차 이내로 나타나는 것으

로 확인하였다. 개발된 알고리듬을 이용하여 균질 반무한 매질

내의 3차원 전도성 이상체에 대한 TEM 반응을 분석하였다.

이 연구에서 개발한 알고리듬에서는 송신원으로 소형코일 시

스템만을 구현하였으나, 향후 연구에서는 대형루프와 전기쌍

극자 송신원 등도 구현할 수 있도록 모델링 알고리듬을 발전

시키고 이에 기초하여 3차원 TEM 역산 알고리듬도 개발 하

고자 한다.
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Fig. 6. Transient magnetic responses (upper curves) and normalized

fields (lower curves) of the loop-loop system for the conductive

cuboid anomaly model shown in Fig. 5. The solid and dashed lines

indicate TEM responses for the models with and without the

conductive cuboid body, respectively.

Fig. 7. Transient magnetic responses (a) and normalized fields (b) as a function of source distance from the conductive body center of the

loop-loop system for the conductive cuboid anomaly model shown in Fig. 5. The transmitter is located at the center of the conductive anomaly

in y direction and six time channels are considered.
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부록. 중앙점 FDTD법을 이용한 

시간영역 맥스웰 방정식 이산화

미분방정식을 FD법으로 구하는 가장 대표적인 방법은

forward-Euler, backward-Euler 그리고 중앙점법이 있는데

(Haber, 2015), 식 (4)를 이 세 가지 방법으로 각각 순서대로

유도하면 다음과 같다.

, (A1)

, (A2)

, (A3)

여기서 . 식 (A1) ~ (A3)를 n + 1 시간의 갱신하

고자 하는 전기장에 대해서 정리하면 아래와 같다.

. (A4)

. (A5)

. (A6)

Forward-Euler법은 일반적으로 매우 작은 Δt (step size)에

대해서만 안정적이므로 현실적이지 않으며 backward-Euler법

은 무조건적으로 안정적이며 Δt에 대하여 일반적인 경우 제한

이 없지만 암시적 해법(implicit method)이기 때문에 행렬을 구

성하고 푸는 추가적인 과정을 필요로 한다. 중앙점법은 무조건

적으로 안정적이면서도 나머지 두 방법이 1차 정확도(first-

order accuracy)를 지니는 반면에 2차 정확도(second-order

accuracy)를 지니는 장점을 가진다. 하지만 식 (4)를 풀 때 일

정 크기 이상의 Δt를 이용하는 경우 모든 시간 간격에서 결과

값이 진동하는 단점이 확인되었다(Haber, 2015).

중앙점에 기초하여 x, y, z의 3성분의 각 전기장과 자기장을

각각 유도하면 아래와 같다.
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,  (A17)

 

.  (A18)

여기서 

,

,

.

식 (A13) ~ (A18) 에서 평균 전기전도도 는 전기장이 정

의된 모서리에 접하는 4개 셀의 전기전도도를 가중평균을 이

용하며 다음과 같이 구해진다(Sasaki, 1999; Nam and Kim,

2010).

,

(A19)

,

(A20)

.

 (A21)

ey

n 1+
i, j + 

1

2
---, k⎝ ⎠

⎛ ⎞ = 

2γ Δtnσ i, j + 
1

2
---, k⎝ ⎠

⎛ ⎞–

2γ Δtnσ i, j + 
1

2
---, k⎝ ⎠

⎛ ⎞+

--------------------------------------------------

ey

n
i, j + 

1

2
---, k⎝ ⎠

⎛ ⎞ + 
2Δtn

2γ Δtnσ i, j + 
1

2
---, k⎝ ⎠

⎛ ⎞+

--------------------------------------------------

hx
n 1/2+

i, j + 
1

2
---, k + 

1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ hx
n 1/2+

i, j + 
1

2
---k − 1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞–

Δzk
------------------------------------------------------------------------------------------------

hz

n 1/2+
i

1

2
---, j + 

1

2
---, k+⎝ ⎠

⎛ ⎞ hz

n 1/2+
i − 1

2
---, j + 

1

2
---, k⎝ ⎠

⎛ ⎞–

Δxi

-------------------------------------------------------------------------------------------------–

 − j s y,

n 1/2+

ez
n 1+

i, j, k + 
1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ = 

2γ Δtnσ i, j, k + 
1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞–

2γ Δtnσ i, j, k + 
1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞+

--------------------------------------------------

ez
n
i, j, k + 

1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ + 
2Δtn

2γ Δtnσ i, j, k + 
1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞+

--------------------------------------------------

hy

n 1/2+
i + 

1

2
---, j, k + 

1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ hy

n 1/2+
k − 1

2
---, j, k + 

1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞–

Δxi

-----------------------------------------------------------------------------------------------------

hx

n 1/2+
i, j + 

1

2
---, k + 

1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ hx

n 1/2+
i, j − 1

2
---, k + 

1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞–

Δyj

----------------------------------------------------------------------------------------------------–

 − j s z,

n 1/2+

Δxi = 
Δxi 1– Δxi+

2
-----------------------

Δyj = 
Δxj 1– Δxj+

2
-----------------------

Δzk = 
Δzk 1– Δzk+

2
------------------------

σ

σ 1 + 
1

2
---, j, k⎝ ⎠

⎛ ⎞ = 

σ i, j, k( )ΔyjΔzk + σ i, j 1– , k( )Δyj 1– Δzk
+σ i, j, k 1–( )ΔyjΔzk 1–  + σ i, j 1– , k 1–( )Δyj 1– Δzk 1–

Δyj Δyj 1–+( ) Δzk Δzk 1–+( )
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

σ i, j + 
1

2
---, k⎝ ⎠

⎛ ⎞ = 

σ i, j, k( )ΔxiΔzk + σ i 1– , j, k( )Δxi 1– Δzk
+σ i, j, k 1–( )ΔxiΔzk 1–  + σ i 1– , j 1– , k( )Δxi 1– Δzk 1–

Δxi Δxi 1–+( ) Δzk Δzk 1–+( )
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

σ i, j, k + 
1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ = 

σ i, j, k( )ΔxiΔyj + σ i 1– , j, k( )Δxi 1– Δyj

+σ i, j 1, k–( )ΔxiΔyj 1–  + σ i 1– , j 1– , k( )Δxi 1– Δyj 1–

Δxi Δxi 1–+( ) Δyj Δyj 1–+( )
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------




