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ABSTRACT

Purpose: To develop an interactive version of the conventional process capability-based approach, called 

‘Interactive Process Capability-Based Approach (IPCA)’ in multi-response surface optimization to obtain a 

satisfactory compromise which incorporates a decision maker(DM)’s preference information precisely. 

Methods: The proposed IPCA consists of 4 steps. Step 1 is to obtain the estimated process capability indices 

and initialize the parameters. Step 2 is to maximize the overall process capability index. Step 3 is to evaluate 

the optimization results. If all the responses are satisfactory, the procedure stops with the most preferred 

compromise solution. Otherwise, it moves to Step 4. Step 4 is to adjust the preference parameters. The adjust-

ment can be made in two modes: relaxation and tightening. The relaxation is to make the importance of 

one of the satisfactory responses lower, which is implemented by decreasing its weight. The tightening is 

to make the importance of one of the unsatisfactory responses higher, which is implemented by increasing 

its weight. Then, the procedure goes back to Step 2. If there is no response to be adjusted, it stops with 

the unsatisfactory compromise solution.

Results: The proposed IPCA was illustrated through a multi-response surface problem, colloidal gas aphrons 

problem. The illustration shows that it can generate a satisfactory compromise through an interactive proce-

dure which enables the DM to provide his or her preference information conveniently.

Conclusion: The proposed IPCA has two major advantages. One is to obtain a satisfactory compromise which 

is faithful to the DM preference structure. The other is to make the DM’s participation in the interactive 

procedure easier by using the process capability index in judging satisfaction/unsatisfaction. The process 

capability index is very familiar with quality practitioners as well as indicates the process performance levels 

numerically.
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1. 서  론

일반적으로 제품 또는 공정과 관련된 품질 설계 시 수많은 품질특성치 또는 반응변수(Responses)를 함께 고려해

야 하는 경우가 흔히 존재한다. 이와 같이 다수의 반응변수를 동시에 고려해야 하는 품질설계 문제를 다중반응표면

(Multi-Response Surface) 문제라고 한다(Khuri 1996). 다중반응표면 문제 해결의 궁극적인 목적은 이들 반응변수

를 동시에 최적화하는 설계변수 또는 입력변수(Input Variables)의 조건을 찾는 것이다.

다중반응표면 문제는 실험을 통한 데이터 수집, 수집된 데이터를 활용한 (다수의) 반응함수 추정, 추정된 반응함수

의 동시 최적화 등의 세 가지 단계를 통하여 해결된다. 본 논문은 마지막 최적화 단계에 초점을 맞추고 있다. 만약 

개의 반응변수, 즉 , ⋯, 를 고려해야 하는 문제가 주어져 있다면, 다중반응표면 최적화 문제는 식 (1)과 같이 

표현된다. 식 (1)에서 는 번째 반응함수의 추정식(=1, …, ), 는 입력변수 벡터, 는 입력변수의 가능한 

값의 범위를 나타낸다. 반응함수의 추정식은 대개 이차다항식으로 표현된다. 

 
 ⋯



 ∈
(1)

지금까지 다중반응표면 최적화(Multi-Response Surface Optimization, MRSO)를 위하여 수많은 방법들이 제안

되었는데(Myers et al. 1989, Myers 1999, Myers et al. 2004, Ardakani and Wulff 2013), 이들은 크게 우선순위

기반법(Priority-based Approach), 호감도함수법(Desirability Function Approach), 손실함수법(Loss Function 

Approach), 확률기반법(Probability-based Approach), 공정능력기반법(Process Capability-based Approach) 등

으로 분류된다(Jeong 2011).

이 중에서 공정능력기반법은 먼저 반응변수별로 평균과 표준편차 반응함수 추정식을 도출하여 각각의 반응변수에 

대한 개별 공정능력지수 함수를 만든다. 다음으로 개별 공정능력지수를 종합한 전체 공정능력지수 함수를 도출한다. 

최종적으로는 전체 공정능력지수 함수를 최대화하는 입력변수의 최적조건을 찾는다. 공정능력기반법은 공정능력지

수라는 프레임워크를 통해 반응변수의 산포를 체계적으로 고려하면서도, 반응변수 간의 트레이드오프에 대한 의사

결정자의 선호도 정보를 체계적으로 고려할 수 있다. 또한 공정능력기반법의 핵심 요소인 공정능력지수는 기업의 품

질활동에 널리 활용되고 있어서(Cho and Lim, 2002), 현장 실무자가 쉽게 수용할 수 있다는 장점이 있다. 

공정능력기반법은 개별 공정능력지수를 종합하는 과정에서 반응변수 간의 상대적 중요도를 나타내는 가중치를 부

여한다. 가중치는 반응변수 간 트레이드오프에 대한 의사결정자의 선호도에 의해 그 값이 정해진다. 지금까지 공정

능력기반법과 관련하여 수행된 연구는 이러한 가중치가 사전에 정확하게 주어져 있는 것을 가정하고 있다. 그러나 

의사결정자가 최적화 과정 전에 반응변수 간의 상호관계를 이해하고, 이들 간의 트레이드오프에 대한 선호도 정보를 

정확히 제시하는 것은 매우 어렵다(Hwang et al. 1979, Steuer 1986). 본 논문에서는 의사결정자가 반응변수 간의 

트레이드오프를 파악해 가면서 자신의 선호도 정보를 제시하는 대화식 절차(Interactive Approach)를 제안하고자 

한다. 대화식 절차는 선호도 정보 수정 과정이 있기 때문에 의사결정자가 자신의 선호도 정보를 정확히 제시할 수 

있어 만족스러운 절충해를 도출할 수 있다(Steuer 1986). 제안된 방법은 공정능력기반법을 토대로 만들어진 대화식 

절차이므로, 본 논문에서는 ‘대화식 공정능력기반법(Interactive Process Capability-based Approach, IPCA)’으로 

명명하고 줄여서 IPCA로 표시한다. 
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본 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. 2장에서는 주요 공정능력지수, 다중반응표면 최적화 관련 기존 연구, 공정

능력기반법 관련 기존 연구를 고찰한다. 3장에서는 대화식 공정능력기반법(IPCA)을 제안한다. 4장에서는 제안된 방

법을 활용하여 예제를 풀어본다. 5장에서는 IPCA와 기존 공정능력기반법 간의 비교, 대안 모형의 도입가능성 검토, 

긴축ㆍ완화량 설정에 대한 가이드라인 등의 주제에 관하여 토의한다. 마지막으로, 제안된 방법의 요약 및 장점을 5

장 결론에서 제시한다. 

2. 기존 연구 고찰

2.1 주요 공정능력지수

공정능력지수는 품질특성치가 규격에 맞도록 생산할 수 있는 공정의 능력 또는 역량을 정량적으로 측정하는 지수

로, 품질특성치가 규격을 얼마나 충족시킬 수 있는지에 따라 지수 값이 증감한다. 현재까지 다양한 공정능력지수가 

개발되어 왔으나, 본 논문에서는 실제 현장에서 널리 활용되고 있는 대표적인 3가지, 즉 , , 을 살펴보고

자 한다(Juran 1974, Sullivan 1984, Sullivan 1985, Kane 1986, Hsiang and Taguchi 1985, Chan et al. 1988).

먼저 는 최초로 제안된, 가장 기본적인 형태의 공정능력지수로, 규격공차(-)를 품질특성치의 표준편

차()에 6을 곱한 값으로 나눈 식으로 정의된다(식 (2)). 식 (2)에서 과 은 각각 규격하한(Lower 

Specification Limit)과 규격상한(Upper Specification Limit)을 의미한다.




                (2)

식 (2)에서 과 은 이미 주어져(즉, 고정되어) 있는 값이므로 는 에 의해 결정된다. 가 감소(또는 

증가)하면 는 증가(또는 감소)한다. 가 크다는 것은 가 작아서 품질특성치가 규격공차 내에 들어갈 비율이 

높다는 것을 의미한다.

는 품질특성치의 평균()이 과   사이의 중심에 있다는 것을 가정하고 있는데, 만약 가 한 쪽으로 

치우쳐져 있는 경우에는 공정의 능력을 올바르게 측정할 수 없다. 는 가 이 규격공차의 중심에 위치하지 않는 

경우에도 공정의 능력을 올바르게 측정할 수 있는 지수이다. 식 (3)은 의 정의를 보여주고 있다. 는 과 

  중 평균과의 거리가 더 가까운 것을 취하여 그 거리를 3로 나누는 방식으로 계산된다. 이는 공정능력 측정 

시에 보수적인 전략을 취하는 것으로 볼 수 있다. 참고로 동일한 ,  조건에서 는  보다 항상 작거나 같다.


min  

                      (3)

한편, 는 품질특성치가 평균으로부터 떨어져 있는 정도, 즉 가 공정능력에 절대적인 영향을 미친다는 것을 

전제하고 있다. 그러나 품질특성치에는 대부분 목표치가 있으며, 이 경우에는 품질특성치가 목표치()로부터 떨어져 

있는 정도, 즉 평균제곱오차(Mean Squared Error, MSE)를  대신 사용하는 것이 타당하다. 은 식 (4)와 같이 

정의된다. 참고로, MSE는 분산에 대응되는 통계량이므로 정확히는  대신 를 사용해야 한다. 
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    (4)

공정능력지수 값에 따른 불량률은 가 과   사이의 중심에 있고 정규분포를 따른다는 가정 하에 공정능

력지수 값이 1.33일 때 불량률은 63ppm(100만개 중 63개가 불량), 1.00일 때 2,700ppm, 0.67일 때 45,400ppm으

로 계산된다. 이와 같은 공정능력지수 값과 불량률 간의 상관관계에 따라, 일반적으로 품질경영 분야에서는 공정능

력지수 값이 1.33이상일 때 공정능력이 충분하고, 1에서 1.33 사이일 때 공정능력은 있다고 판정한다. 그러나 0.67

에서 1사이일 때에는 공정능력이 부족하고, 0.67미만일 때에는 공정능력이 없다고 판정한다(Park 2014).

2.2 다중반응표면 최적화 관련 기존 연구

다중반응표면 최적화와 관련된 기존의 연구는 서론에서 언급한 바와 같이 우선순위기반법, 호감도함수법, 손실함

수법, 확률기반법, 공정능력기반법 등의 5가지로 분류할 수 있다. 본 절에서는 각 접근법의 개념과 장단점을 간단히 

살펴본 후, 본 논문이 다응반응표면 최적화 연구의 큰 그림 관점에서 어느 위치에 해당하는지를 설명하고자 한다. 

먼저 우선순위법은 다수의 반응변수 중 가장 중요한 하나를 목적식으로 두고, 그 외의 다른 반응변수는 제약식으

로 두고 최적화하는 방법이다(Myers and Carter 1973, Biles 1975, Del Castillo 1996). 이 접근법은 최적화 분야

에서 전형적인 모형화 스타일, 즉 목적식과 제약식을 구분하여 모형을 구성하는 것이 특징이다. 그러나 이러한 스타

일로 인하여 다수의 반응변수 간의 트레이드오프를 체계적으로 고려하지 못하는 근본적인 한계를 지니고 있다. 이러

한 한계점으로 인하여 우선순위법을 적용한 다중반응표면 최적화 연구는 최근에는 거의 이루어지지 않고 있다.

호감도함수법은 반응함수의 값을 0에서 1사이의 값을 가지는 호감도로 변환한다. 그 다음 반응변수별 개별 호감

도를 종합한 전체 호감도를 구한다. 궁극적으로 이 접근법은 전체 호감도를 최적화하는 입력변수의 조건을 찾는 것

을 목표로 한다(Harrington 1965, Derringer and Suich 1980, Del Castillo et al. 1996). 전체 호감도를 구하는 

방법으로는 기하평균, 가중기하평균, Maximin 방법 등이 제안되었다(Derringer and Shich 1980, Derringer 1994, 

Kim and Lin 2000). 호감도함수법의 가장 중요한 장점은 반응변수 간의 트레이드오프를 체계적으로 고려할 수 있

고, 의사결정자의 선호도 정보를 효과적으로 반영할 수 있다는 점이다. 그러나 반응변수의 산포를 체계적인 프레임

워크(가령, 손실함수, 공정능력지수, 확률분포함수 등) 내에서 다루지 않는다는 한계점이 있다. 

손실함수법은 반응변수와 이들의 목표수준 사이의 거리를 손실함수로 나타낸 다음, 손실함수의 기대치를 최소화

하는 입력변수의 조건을 찾는다(Pignatiello 1993, Ames et al. 1997, Vining 1998, Ko et al. 2005). 이 접근법은 

손실함수의 여러 형태 중 2차 함수의 형태로 표현되는 제곱오차 손실함수를 활용한다(Khuri and Conlon 1981, 

Pignatiello 1993, Tsui 1999, Vining 1998, Ko et al. 2005). 다구치의 강건설계 개념에 기원을 두고 있는 손실함

수법은 반응변수의 산포를 체계적으로 고려한다는 장점이 있으나, 반응변수 간의 트레이드오프에 대한 의사결정자

의 선호도 정보를 중요하게 다루지 않는다. 

확률기반법은 다변량 반응변수의 다변량 확률분포를 가정한다. 이 접근법은 우선 분포함수의 매개변수(가령, 평

균, 분산, 공분산 등)를 입력변수의 함수 형태로 모형화한다. 그 다음 반응변수들이 규격을 만족시킬 확률을 최대화

하는 입력변수의 조건을 찾는다(Chiao and Hamada 2001, Peterson 2004, Miró-Quesada et al. 2004). 확률기반

법은 확률분포함수를 기반으로 반응변수의 산포를 체계적으로 고려한다는 장점이 있다. 그러나 이로 인하여 엄격한 

통계적 가정이 필요하고, 의사결정자의 선호도 정보를 전혀 고려하지 않는다는 점은 단점이다. 
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Priority-based 
Approach

MRSO Approach

Desirability Function 
Approach

Loss Function
Approach

Probability-based 
Approach

Process Capability-
based Approach

• Introducing the traditional 
formulation style of multi-objective 
optimization

• Considering the tradeoffs among 
responses systematically 

• Incorporating a decision maker’ 
preference information effectively

• Not considering the tradeoffs among 
responses systematically 

• Not considering the variability of 
responses systematically 

• Considering the variability of 
responses systematically 

• Neglecting a decision maker’s 
preference information on the 
tradeoffs among responses

• Considering the variability of 
responses systematically 

• Not considering a decision maker’s 
preference information on the 
tradeoffs among responses at all

• Requiring strict statistical assumptions

• Considering the tradeoffs among 
responses systematically 

• Considering the variability of 
responses systematically 

• Very familiar and popular with 
quality practitioners

• (N/A)

• The existing studies assume 
that a decision maker’s 
preference information is 
given before solving the 
problem.

• It is difficult and 
impractical for a decision 
maker to specify all the 
require preference 
information assumptively 
without understanding the 
tradeoffs among responses. 

* Research Scope

AS-IS (Limitation)

• We propose an interactive 
procedure to Process 
Capability-based Approach 
to overcome the limitation.

TO-BE (Alternative)

PROs CONs

Figure 1. A Big Picture of MRSO Approaches and the Research Scope and Goal

공정능력기반법은 반응변수의 평균과 표준편차 추정식을 이용하여 공정능력지수를 유도한다. 다음 개별 공정능력

지수를 종합하여 전체 공정능력지수를 구한다. 최종적으로는 전체 공정능력지수를 최대화하는 입력변수의 조건을 

찾는다(Barton and Tsui 1991, Plante 1999, Plante 2001, Ch'ng et al. 2005). 공정능력기반법은 공정능력지수라

는 프레임워크를 통해 반응변수의 산포를 체계적으로 고려하면서도, 트레이드오프에 대한 의사결정자의 선호도 정

보를 체계적으로 고려할 수 있다. 또한 공정능력지수가 기업의 품질활동에 널리 활용되고 있어서, 현장 실무자에게 

친숙하고 쉽게 수용될 가능성이 높다는 점도 큰 장점이다. 본 논문은 이상의 5가지 다중반응표면 최적화를 위한 접

근법 중 공정능력기반법에 초점을 맞추고 있다(Figure 1).

2.3 공정능력기반법 관련 기존 연구

본 절에서는 공정능력기반법과 관련된 기존의 연구를 살펴보고, 본 논문이 기존 연구의 어떠한 한계점을 보완하고

자 하는지를 설명하고자 한다. 공정능력기반법 관련 기존 연구로는 Barton and Tsui (1991), Plante (1999), Plante 

(2001), Ch'ng et al. (2005) 등이 있는데, 이들 모두  또는 을 사용한 모형을 식 (5)-(6)과 같이 제안하였

다. 식 (5)-(6)에서  , 
는 각각 번째 반응변수의 평균 및 표준편차 반응함수 추정치를 의미한다. 그리고 

식 (6)에서 는 번째 반응변수의 목표치를 의미한다. 

 


min 
      (5)
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   (6)

Plante (2001)는 의 가중기하평균을 최대화하는 것을 제안하였다(식 (7)). Ch'ng et al. (2005)은 

의 가중합을 최대화할 것을 제안하였다(식 (8)). 식 (7)-(8)에서 ≥ 는 각 반응변수(공정능력지수) 간

의 상대적 중요도를 나타내는 가중치를 의미한다. 여기서 는 반응변수 간 트레이드오프에 대한 의사결정자의 선호

도에 의해 그 값이 정해진다. 가령, 의사결정자가 반응변수(혹은 공정능력지수) 를 중요하게 생각한다면 이에 해당

되는 에 상대적으로 높은 값을 부여하게 된다.

  
 ∙

 ∙⋯∙

∑


            (7)

 
 ⋯ 
    (8)

지금까지 공정능력기반법 관련하여 수행된 연구는 가 사전에 정확하게 주어져 있는 것을 가정하고 있다. 그러

나 의사결정자가 최적화 과정 전에 반응변수 간의 상호관계를 이해하고, 이들 간의 트레이드오프에 대한 선호도 정

보를 정확히 제시하는 것은 매우 어렵다(Hwang et al. 1979, Steuer 1986). 본 논문에서는 의사결정자가 최적화 

문제를 푸는 동안 자신의 선호도 정보를 단계적으로 제시하는 방법을 제안하고자 한다(Figure 1). 즉, 최초에 제시한 

선호도 정보를 가지고 단 한번만 문제를 푸는 것이 아니라, 풀이 결과를 살펴보고 자신의 선호도 정보를 수정할 수 

있다. 선호도 정보 수정은 만족스러운 해가 도출될 때까지 여러 라운드에 걸쳐 반복될 수 있다. 이 방법은 의사결정

자가 선호도 정보를 더 이상 수정하지 않을 때까지 수차례 문제를 풀게 된다. 이와 같은 대화식 절차(Interactive 

Approach)는 의사결정자의 선호도 정보를 정확히 제시할 수 있어 만족스러운 절충해를 도출할 수 있다(Steuer 

1986).

3. 제안된 방법: 대화식 공정능력기반법(IPCA)

3.1 개요

본 논문에서는 공정능력기반법에서 의사결정자의 선호도 정보를 정확하고 효과적으로 반영하기 위하여 대화식 절

차를 제안하고자 한다. 앞서 언급한 바와 같이 제안된 방법을 ‘대화식 공정능력기반법(Interactive Process 

Capability-based Approach)’으로 명명하고 줄여서 IPCA로 표시한다. 

IPCA에서는 개별 반응변수를 공정능력지수로 변환하는 과정이 필요한데, 이 때 식 (5)-(6)에서 정의된 공정능력

지수를 모두 적용할 수 있다. 본 논문에서는 식 (6)의 를 채택한다. IPCA는 4개 단계로 구성되며(Figure 

2), 각각의 단계는 다음 절에 자세히 설명되어 있다. 
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3.2 제안된 절차

3.2.1 공정능력지수 도출 및 매개변수 초기화 (1단계)

반응별수별로 평균 및 표준편차 반응함수 추정치   , 
 (=1, …, )를 식 (9)-(10)과 같이 도출한다. 식 

(9)-(10)은 반응변수 와 개의 입력변수(, ⋯, ) 간 평균 및 표준편차 반응함수 추정식을 보여주고 있다. 식 

(9)-(10)에서 , 
, 
, 
와 , 

, 
, 
는 회귀계수 추정치를 나타낸다. 표준편차 반응함수는 실험 단계에서 

실험조건별 반복을 통해 복수의 데이터 수집하고 이를 통해 표준편차를 계산해야 추정이 가능하다. 이와 관련하여 

4장의 예제와 Table 2를 살펴보면, 표준편차 반응함수의 추정 과정을 이해하는데 도움이 된다. 

  





 






 
 


       (9)

 





 






 
 


     10)

그 다음  , 
를 가지고 반응함수별로 식 (6)의 공정능력지수 추정치 를 도출한다. 선호도 매개변

수(Preference Parameter), 즉 공정능력지수 간의 가중치()를 초기화한다. 여기서 각각의 가중치는 0 이상이 되

어야 한다. 또한 라운드를 반복적으로 진행하는데 필요한 라운드 진행횟수(Iteration Counter, )를 초기화한다(

=0). 

3.2.2 최적화 모형 풀기 (2단계)

먼저 라운드 진행횟수를 1만큼 증가시킨다(=+1). 1단계에서 도출한 와 1단계에서 초기화되거나(첫 

번째 라운드(=1)에만 해당) 4단계에서 조정된(두 번째  라운드 이후(≥2)부터 해당) 를 가지고 공정능력지수의 

가중합 을 구성한다(식 (8)). 본 논문에서는 개별 공정능력지수로부터 전체 공정능력지수를 도출할 때 가중

합을 적용하였는데, 가중합 대신 식 (7)과 같이 가중기하평균으로 전체 공정능력지수를 도출하여도 무방하다. 참고

로 가중기하평균을 적용하면 개별 공정능력지수 값들이 비슷해지는 결과가 도출된다. 그 다음, 이를 최대화하는 최

적화 모형을 푼다(식 (11)).  


  ≥  for 

∈
                  (11)

3.2.3 최적화 결과 평가 (3단계)

3단계는 2단계로부터 도출된 최적해를  값을 활용하여 평가한다. 만약 모든 반응변수가 만족스럽다면 현재

의 최적해가 가장 선호되는 절충해(Most Preferred Compromise Solution, MPCS)가 되고 IPCA는 종료된다. 그렇

지 않으면 4단계로 이동한다. 
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Step 1: Obtain the estimated process capability indices 
and Initialize the parameters

Step 2: Maximize the overall process capability index

Step 3: Evaluate the optimization results

Step 4: Adjust the preference parameters

Are all the responses 
satisfactory?

Is there at least one response to 
be tightened or relaxed?

No

Yes

Yes

No

Most Preferred 
Compromise Solution

Unsatisfactory 
Compromise Solution

START

END

END

Figure 2. The Procedure of IPCA

3.2.4 선호도 매개변수 조정 (4단계)

4단계에서는 만족스럽지 않은 반응변수를 향상시키기 위하여 선호도 매개변수인 를 조정한다. 가중치 의 조

정 방식은 만족스러운 반응변수의 를 낮추는 ‘완화(Relaxation)’와 만족스럽지 않은 반응변수의 를 높이는 ‘긴

축(Tightening)’의 2가지가 있다. 

완화는 만족스러운 반응변수 값을 희생하는 반면 (불특정한) 다른 반응변수의 값이 향상되는 효과가 있고, 긴축은 

만족스럽지 않은 반응변수의 값이 직접 향상되는 반면 (불특정한) 다른 반응변수의 값이 희생되는 효과가 있다. 완화

는 소수(가령, 한 개)의 반응변수가 충분히 만족스러우나 그 외의 반응변수들이 만족스럽지 않는 경우, 전자를 어느 

정도 희생시켜 다른 반응변수들을 전반적으로 향상시켜야 할 경우에 채택되는 것이 바람직하다. 긴축은 소수(가령, 

한 개)의 반응변수가 매우 불만족스러우나 그 외의 반응변수들이 만족스러운 경우, 다른 반응변수들을 전반적으로 

희생시킴으로써 전자를 직접 향상시켜야 할 경우에 채택되는 것이 바람직하다. 

완화 및 긴축은 2개 이상의 반응변수를 대상으로 동시에 진행될 수도 있으나, 이 경우 반응변수의 변화가 기대하

는 방향과 상이하게 진행될 수 있으므로 본 논문에서는 한 라운드에서 1개의 반응변수에 대하여 완화 또는 긴축을 

적용하도록 한다. 만약 4단계에서 긴축 또는 완화하고자 하는 반응변수가 존재하지 않는다면, 3단계에서 도출된 해, 

즉 불만족스러운 절충해(Unsatisfactory Compromise Solution, UCS)를 가지고 IPCA는 종료된다.
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Variable Type Code Descriptions Measurement Unit LSL T USL

Dependent 

Variable

 Stability log(Seconds) 3.00 5.00 7.00

 Volumetric Ratio Ratio 0.10 0.35 0.60

 Temperature ℃ 15 30 45

Independent 

Variable


Concentration of 

Surfactant
(Coded Values: -1, 

0, 1)

- - -

 Concentration of Salt - - -

 Time of Stirring - - -

Table 1. The Dependent and Independent Variables of the Illustrative Example

4. 콜로이드성 가스 아프론 문제를 통한 예증

본 장에서는 ‘콜로이드성 가스 아프론(Colloidal Gas Aphrons, CGA)’ 문제(Jauregi et al. 1997, Kim and Lin 

2006)를 통하여 제안된 방법인 IPCA를 예증하고자 한다.

4.1 문제 설명

이 문제는 콜로이드성 ― 지름이 1nm ~ 1000nm 정도의 미립자가 기체 또는 액체 중에 분산된 상태 ― 가스 아프

론의 품질을 개선하기 위하여 이에 영향을 주는 화학물질 성분량의 최적 수준을 찾는 것이 목표이다. 이 문제는 반응

변수 3개, 입력변수 3개로 구성되어 있다. 각각의 변수에 대한 설명과 반응변수의  , , 은 Table 1에 주어

져 있다. 참고로, 본 논문에서는 IPCA의 예증 과정을 보다 명확히 보여주기 위하여 반응변수의 일부 조건을 윤색하

여 사용하였다. 즉, 당초 망대특성과 망소특성을 띄는 반응변수인 과 를 본 논문에서는 모두 망목특성(목표치는 

각각 5.00과 0.35로 설정)으로 변경하였다.

이들 변수들에 대하여 8개의 요인점(Factorial Point), 6개의 축점(Axial Point), 1개의 중심점(Center Point)으로 

이루어진 중심복합설계(Central Composite Design)의 실험계획이 수립되었다. 중심점에서는 6회의 반복, 그 외 요

인점과 축점에서는 2회의 반복 등 총 34회의 실험이 실시되었다. 상세한 실험 데이터는 Table 2에 주어져 있다.

실험 데이터로부터 세 반응변수의 평균 반응함수 추정치와 표준편차 반응함수 추정치가 식 (12)-(17)과 같이 주

어졌다. 각각의 반응함수 추정치에 대한 자세한 정보는 Jauregi et al. (1997)과 Kim and Lin (2006)을 참고하면 

된다. 

    
 

               (12)

     
 

             (13)

    
 

              (14)

    
 

               (15)      

     
               (16)

     
               (17)
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    Replication         

1
-1 -1 -1 1 4.50 0.17 29.0

4.50 0.22 26.00 0.00 0.06 4.24
-1 -1 -1 2 4.50 0.26 23.0

2
1 -1 -1 1 6.04 0.50 23.0

6.22 0.52 24.20 0.25 0.02 1.70
1 -1 -1 2 6.39 0.53 25.4

3
-1 1 -1 1 3.81 0.17 22.0

3.95 0.19 24.50 0.20 0.02 3.54
-1 1 -1 2 4.09 0.20 27.0

4
1 1 -1 1 5.67 0.44 25.5

5.43 0.42 23.25 0.34 0.03 3.18
1 1 -1 2 5.19 0.40 21.0

5
-1 -1 1 1 4.67 0.32 20.0

4.45 0.32 30.50 0.32 0.00 14.85
-1 -1 1 2 4.22 0.32 41.0

6
1 -1 1 1 6.73 0.57 35.5

6.65 0.57 26.75 0.11 0.00 12.37
1 -1 1 2 6.57 0.57 18.0

7
-1 1 1 1 3.40 0.12 43.0

3.86 0.20 31.50 0.65 0.11 16.26
-1 1 1 2 4.32 0.28 20.0

8
1 1 1 1 5.72 0.46 19.0

5.41 0.48 26.50 0.45 0.03 10.61
1 1 1 2 5.09 0.50 34.0

9
-1 0 0 1 4.09 0.27 36.0

4.24 0.25 30.00 0.21 0.03 8.49
-1 0 0 2 4.38 0.23 24.0

10
1 0 0 1 5.52 0.52 30.0

5.46 0.52 27.00 0.09 0.01 4.24
1 0 0 2 5.39 0.51 24.0

11
0 -1 0 1 5.92 0.61 32.0

5.93 0.60 27.70 0.01 0.01 6.08
0 -1 0 2 5.93 0.59 23.4

12
0 1 0 1 4.74 0.36 36.0

4.62 0.33 28.50 0.17 0.04 10.61
0 1 0 2 4.50 0.30 21.0

13
0 0 -1 1 5.01 0.36 27.0

4.86 0.31 25.50 0.22 0.08 2.12
0 0 -1 2 4.70 0.25 24.0

14
0 0 1 1 4.94 0.53 38.0

4.98 0.52 31.50 0.05 0.01 9.19
0 0 1 2 5.01 0.51 25.0

15

0 0 0 1 4.85 0.47 34.0

4.94 0.47 28.17 0.06 0.01 6.37

0 0 0 2 4.94 0.46 34.0

0 0 0 3 4.98 0.49 33.0

0 0 0 4 4.89 0.48 24.0

0 0 0 5 4.94 0.46 19.0

0 0 0 6 5.01 0.47 25.0

 is the response data of  at the th design point,     ;    ⋯ .

() denotes the sample mean (sample standard deviation) of .

Table 2. The CGA Study Data

IPCA의 3단계에서는 최적화 결과에 대한 평가, 즉 반응변수별 만족 여부를 판정하여야 한다. 본 논문에서는 세 

반응변수 모두   값이 1이상일 때 만족하고 그렇지 않은 경우에는 불만족한 것으로 가정한다. 
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4.2 IPCA를 이용한 문제 풀이

4.1.1 라운드 시작 전 (1단계)

식 (12)-(17)에 주어진  , 
 (= 1, 2, 3)를 가지고 반응함수별로 식 (18)-(20)의 공정능력지수 추정치 

가 도출되었다. 

 
 


                      (18)

 
 


 (19)

 
 


                      (20)      

본격적인 문제 풀이에 앞서 세 공정능력지수 간의 가중치를 ===1로 초기화한다. 라운드 진행횟수는 =0

으로 초기화한다. 

4.2.2. 1라운드 (2~4단계)

먼저 라운드 시작 전 1단계에서 초기화된 ===1과 식 (18)-(20)의 를 가지고  구성한 

후(식 (21)), 식 (11)의 최적화 모형을 구성하고 푼다(2단계). 

 


       (21)

최적화 결과, =
 
 

=(-0.714, -1.032, -0.611), =
 

 
=(5.00, 0.35, 26.09), 

=
 

 
=(0.00, 0.04, 6.12), =




=(512000.00, 

2.15, 0.69)로 도출되었다. 참고로, 
의 값이 매우 크게 나온 이유는 

은 의 목표값인 5.00로 도출

되었고 
 또한 0.00으로 도출되어서 식 (18)의 의 분모항이 거의 0으로 주어졌기 때문이다. 앞서 제

시된 만족도 판정 기준(≥1인 경우 만족)에 따라 과 는 만족스러우나, 는 만족스럽지 않은 것으로 나타났

다(3단계).

만족스럽지 않은 반응변수 를 향상시키기 위해서는 3.2.4절에서 설명한 바와 같이, 만족스러운 과  중 하나

를 완화시키거나 를 긴축시키는 대안 중 하나를 선택해야 한다. 본 문제 풀이에서는 만족도 수준이 가장 높은 을 

완화시키기로, 즉 을 낮추기로 하였다. 가중치 에 대하여 여러 번의 사전영향도 분석을 실시한 후 의 값을 

당초 1에서 0.01로 대폭 낮추었다. 
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4.2.3. 2라운드 (2~4단계)

1라운드 4단계에서 조정된 =0.01, ==1과 식 (18)-(21)의 를 가지고 을 식 (21)과 같이 

구성한 후, 식 (11)의 최적화 모형을 구성하고 푼다(2단계). 

최적화 결과, =
 
 

=(-1.080, -1.633, 0.822), =
 

 
=(5.12, 0.35, 28.54), 

=
 

 
=(0.17, 0.00, 16.54), =




=(3.30, 46.52, 

0.30)으로 도출되었다. 이번 라운드에서도 과 는 만족스러우나, 는 만족스럽지 않은 것으로 나타났다. 1라운

드에서 만족도 수준이 매우 높았던 을 완화시켰으나(1라운드 512000.00에서 2라운드 3.30으로 감소), 불만족스

러웠던 가 만족스러운 수준으로 향상되지 않고 오히려 만족스러웠던 가 대폭 향상되었다(1라운드 2.15에서 2라

운드 46.52로 증가). 심지어 는 1라운드보다 더 악화되었다(1라운드 0.69에서 2라운드 0.30으로 감소)(3단계).

이번 라운드에서는 만족스럽지 않은 반응변수 를 향상시키기 위해서 를 긴축시키기로, 즉 를 낮추기로 하

였다. 가중치 에 대하여 여러 번의 민감도 분석을 실시하여 의 값을 당초 1에서 15로 대폭 높였다. 

4.2.4. 3라운드 (2~4단계)

2라운드 4단계에서 조정된 =0.01, =1, =15와 식 (18)-(21)의 를 가지고 을 식 (21)과 

같이 구성한 후, 식 (11)의 최적화 모형을 구성하고 푼다(2단계). 

최적화 결과, =
 
 

=(-0.278, -0.034, -0.871), =
 

 
=(4.74, 0.35, 26.56), 

=
 

 
=(0.07, 0.04, 2.11), =




=(2.48, 1.87, 

1.24)로 도출되었다. 이번 라운드에서는 , ,  모두 만족스러운 것으로 나타났다. 이에 현재의 최적해 를 가장 

선호되는 절충해(Most Preferred Compromise Solution, MPCS)로 삼고 IPCA를 종료시킨다(3단계). 지금까지 진

행된 라운드별 최적화 결과는 Table 3에 요약ㆍ정리되어 있다.

참고로, 의 값, 즉 
이 다른 반응변수에 비해서 상대적으로 낮아 이를 조금 더 높일 수 있는지 확

인하고자 를 15에서 30과 50으로까지 높여서 식 (11)를 풀어보았다. Table 4에서 주어진 바와 같이 큰 차이는 

없는 것으로 나타났다. 
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Iteration () Step 2 Steps 3 & 4 

=1

=
 

 
=(-0.714, -1.032, -0.611)

=
 

 
=(5.00, 0.35, 26.09)

=
 

 
=(0.00, 0.04, 6.12)

=





=(512000.00, 2.15, 0.69)

 and  were satisfactory, but

 was unsatisfactory

=1→0.01

=2

=
 

 
=(-1.080, -1.633, 0.822)

=
 

 
=(5.12, 0.35, 28.54)

=
 

 
=(0.17, 0.00, 16.54)

=





=(3.30, 46.52, 0.30)

 and  were satisfactory, but

 was unsatisfactory

=1→15

=3

=
 

 
=(-0.278, -0.034, -0.871)

=
 

 
=(4.74, 0.35, 26.56)

=
 

 
=(0.07, 0.04, 2.11)

=





=(2.48, 1.87, 1.24)

All ’s were satisfactory 

(Successful Stop)

Satisfaction Threshold: ≥1
, , and  were initialized as 1 in Step 1.

Table 3. The Intermediate and Final Results of IPCA on the Illustrative Example

   
 

 
 

 
 

 
 

 
 






0.01 1 15 -0.278 -0.034 -0.871 4.74 0.35 26.56 0.07 0.04 2.11 2.48 1.87 1.24 

0.01 1 30 -0.303 -0.039 -0.899 4.72 0.34 26.50 0.08 0.05 2.00 2.33 1.77 1.24 

0.01 1 50 -0.365 -0.037 -0.923 4.67 0.33 26.49 0.08 0.05 1.94 1.96 1.57 1.25 

Table 4. A Sensitivity Study for =15, 30, 50
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5. 토  의

5.1 IPCA와 기존 공정능력기반법 간의 비교

본 절에서는 IPCA와 기존 공정능력기반법을 서로 비교해 보고자 한다. 두 방법의 차이를 쉽게 비교하기 위하여 

각각의 방법으로 4장 예제를 푸는 과정을 상세히 설명하고자 한다. 기존의 공정능력기반법으로 예제를 푼다면, 공정

능력지수 간의 가중치 를 미리 정하고 식 (11)의 최적화 모형을 단 한 번 풀게 된다. 현재 의사결정자(저자)에게는 

에 대한 사전 정보가 없으므로 동일한 값, 즉 ===1로 정하는 것이 가장 합리적이다. 이러한  값을 가지

고 최적화 모형을 구성하여 풀면 그 결과는 4.2.2절에 나와 있는 것과 동일하게 된다. 즉, =





=(512000.00, 2.15, 0.69)로 도출된다. 이는 

과 
는 공정능력

이 매우 우수하나 
는 부적합한 상태에 해당된다. 기존의 방법에서는 최적화 결과 평가 및 의 조정을 허

용하지 않으므로 이를 최종 결과로 받아들여야 한다. IPCA의 경우에는 4장의 예제풀이 과정에서 볼 수 있듯이, 최적

화 결과 평가 및  조정을 통하여 의사결정자가 수용할 수 있는 절충해가 도출된다. 이와 같이 반응변수 간의 트레

이드오프를 파악하여야만 도출할 수 있는 정보인  값이 사전에 주어져 있지 않다면, 대화식 절차를 통해 문제를 

풀어가면서 트레이드오프를 파악하고 이를 통하여 적절한  값을 찾아가는 것이 자연스러운 접근법이다. IPCA는 

사전 정보가 없는 상태에서 취할 수 있는 가장 적절한 방법으로 볼 수 있다.

참고로, 예제풀이 과정에서 본 저자가 의사결정자의 역할을 하였기 때문에 에 대한 사전 정보가 없었다. 만약  

실무 전문가가 의사결정자였다면, 에 대한 사전 정보를 보유하였을 수 있고 기존 공정능력기반법으로도 합리적인 

수준의 절충해가 도출될 수 있다. 다만, 실무 전문가라고 하더라도 식 (11)과 같이 복잡한 수식으로 구성된 최적화 

모형에서 여러 반응변수(혹은 )의 값이 원하는 방향으로 절충되도록 하는 를 구체적인 숫자 단위로 사전에 

알아내기는 매우 어렵다. 이러한 경우에도 IPCA가 좋은 대안이 될 수 있다.

5.2 대안 모형의 도입가능성 검토

본 절에서는 식 (11)의 최적화 모형의 대안에 대하여 살펴보고자 한다. 현재 최적화 모형은 공정능력지수 간의 

가중치 를 의사결정자가 자신의 선호도에 따라 결정ㆍ조정하여 외부에서 모형에 투입하는 구조로 되어 있다. 여기

서 현재 모형의 대안으로, 가중치 도 결정변수(Decision Variables)에 포함시키는 경우(식 (22))를 고려해 보고자 

한다. 이 경우 최적화 모형은 공정능력지수의 가중합 이 최대가 되도록 하는 입력변수와 가중치의 최적값 

와 를 도출하게 된다. 





  ≥  for 
∈

                   (22)
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식 (22)의 대안 모형의 원리를 깊이 있게 이해하기 위하여 4장 예제를 대안 모형으로 풀어 보았다. 참고로, 식 

(22)에서 의 제약식에 상한(Upper Bound)이 없으면 목적식의 값이 무한대로 커지게 되어 해가 존재할 수 없으므

로(Infeasible), 상한선을 15로 정하였다(≤ ≤ ). 최적화 결과, 

=
 
 
=(0.011, 0.022, -0.047), =

 
 

=(15.000, 15.000, 15.000),  =


  

  
 =(4.95, 0.46, 28.23),  =

  
  

 =(0.06, 

0.02, 5.85), =
 

 
 =(8.51, 0.76, 0.82), 그리고 목적식의 값은 

151.39로 도출되었다. 이는 
 은 공정능력이 매우 우수하나 

 와 
 는 부적합한 

상태에 해당된다. 

대안 모형은 의 정확한 값을 찾기 위한 완화-긴축의 반복과정 없이 한 번에 최적해 와 를 찾을 수 있다. 

그러나 최적화 결과로 나온 는 반응변수 간의 트레이드오프를 고려해서 의사결정자가 정한 값이 아니고 

을 최대화하는 과정에서 모형에 의해 자동으로 결정된 값이다. 제안된 IPCA는 개별 공정능력지수의 바람

직한 수준을 달성하는 절충해를 찾는 것이 궁극적인 목적이므로 식 (11)의 최적화 모형이 그 목적에 부합한다고 볼 

수 있다.

5.3 긴축ㆍ완화량 설정에 대한 가이드라인

제안된 방법의 4단계에서는 가중치 를 긴축하거나 완화하여 절충해의 만족도를 높여 나간다. 여기서 특정 반응

변수의 를 긴축ㆍ완화하기로 정하였다면, ‘어느 만큼’ 긴축ㆍ완화해야 하는지, 즉, ‘긴축ㆍ완화량(Amount)’을 정하

는 것이 중요한 문제로 대두된다. 특히 반응변수 간의 측정단위 차이 또는 물리적 특성으로 인하여 상대적인 스케일 

(변화 범위) 간에 차이가 클 수 있다. 이 경우 긴축ㆍ완화량을 정확하게 결정하는 것이 쉽지 않다. 이러한 문제점을 

해결하기 위해서는 의 긴축ㆍ완화량에 따른 사전영향도 또는 민감도 분석을 실시하는 것이 도움이 된다. 사전영향

도 분석은 의 긴축ㆍ완화량을 서서히 늘려가면서 반응변수(또는 공정능력지수)의 변화를 미리 살펴보는 것으로, 

 값과 반응변수(또는 공정능력지수) 간의 관계를 파악할 수 있어 정확한 긴축ㆍ완화량을 결정할 수 있다. 실제 4

장 예제를 푸는 과정에서 라운드별로 를 조정할 때 사전영향도 분석을 실시하여 긴축ㆍ완화량을 결정하였다.

6. 결  론

본 논문에서는 다중반응표면 최적화를 위한 주요 방법론 중 하나인 공정능력기반법에 대하여 의사결정자의 선호

도를 정확하게 반영할 수 있도록 대화식 절차를 적용한 대화식 공정능력기반법, 즉 IPCA를 제안하였다. 제안된 

IPCA는 먼저 개별 반응변수에 대하여 공정능력지수 추정치를 도출한 후, 이들이 가중합을 최대화한다. 그 다음 최적

화 결과를 의사결정자가 평가하여 불만족한 경우 공정능력지수 간의 가중치를 조정하여 최적화를 다시 진행한다. 이

러한 과정은 만족스러운 해가 도출될 때까지 또는 더 이상의 가중치 조정을 할 수 없을 때까지 반복된다. 가중치 조

정은 만족스러운 반응변수의 가중치 값을 낮추는 완화와 만족스럽지 않은 반응변수의 가중치 값을 높이는 긴축 등의 

2가지 방식으로 진행된다.

제안된 IPCA의 장점으로 기존의 공정능력기반법이 가지는 단점, 즉 의사결정자가 선호도 정보를 정확히 도출하고 

이를 적절히 반영한 절충해를 도출하지 못하는 문제를 개선하였다는 점을 들 수 있다. IPCA는 대화식 절차를 통하여 
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의사결정자가 반응변수 간의 트레이드오프를 파악한 후 자신의 선호도 정보, 즉 가중치를 수정(긴축 또는 완화)하는 

과정을 반복함으로써, 의사결정자의 선호도 정보를 정확히 반영한 (만족스러운) 절충해를 도출할 수 있다. 

또 다른 장점으로는 공정능력지수를 통해 의사결정자의 반응변수에 대한 만족 여부 판단을 편리하게 지원하여 준

다는 점이다. 공정능력지수는 앞서 언급한 바와 같이 공정(반응변수)의 능력(성능수준)을 수치화하여 보여줌으로써 

의사결정자는 반응변수의 성능수준에 대한 판단을 보다 객관적이고 편리하게 내릴 수 있다. 공정능력지수 값은 일반

적으로 받아들여지는 가이드라인이 있어(2.1절 참조) 이를 토대로 성능수준을 판단하기가 쉽다. 제안된 IPCA는 대

화식 절차에서 최적해 결과를 평가할 때 공정능력지수()를 활용함으로써 의사결정자가 객관적이고 쉽게 만족 

여부를 판단할 수 있다. 

다만, 만족 여부 판단 후 가중치 수정(긴축 또는 완화) 시 의사결정자가 긴축ㆍ완화량을 정하는 것은 쉽지 않다. 

이 경우 긴축ㆍ완화량에 따른 반응변수(또는 공정능력지수)의 변화를 미리 살펴보는 사전영향도 분석을 실시하는 것

이 도움이 된다. 
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