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요  약

본 논문에서는 물리기반 동적 변형을 실시간에 안정적으로 시뮬레이션하는 새로운 ARAP 

(as-rigid-as-possible) 방법을 제안한다. 1, 2, 3차원 물체의 변형을 안정적이며, 빠르고, 일관성 

있게 다루기 위하여 방향성 입자로 이루어진 변형 그래프를 도입하고 그에 따른 ARAP 변형 

에너지를 공식화한다. 방향성 입자의 안정적인 시간 적분을 위해서는 변분 공식화에 기반을 둔 

내재적 시간 적분 기법을 개발한다. 또한 국지적/전역적 최적화를 교대로 반복 적용하여 방향성 

입자의 최적 위치 및 회전을 구한다. 제안된 방법은 구현이 쉽고 복잡한 변형을 실시간에 시뮬

레이션할 수 있을 정도로 빠르다.

ABSTRACT

This paper presents a novel ARAP (as-rigid-as-possible) approach to real-time 

simulation of physics-based deformation. To cope with one, two and three dimensional 

deformable bodies in an efficient, robust and uniform manner, we introduce a deformation 

graph of oriented particles and formulate the corresponding ARAP deformation energy. 

For stable time integration of the oriented particles, we develop an implicit integration 

scheme formulated in a variational form. Our method seeks the optimal positions and 

rotations of the oriented particles by iteratively applying an alternating local/global 

optimization scheme. The proposed method is easy to implement and computationally 

efficient to simulate complex deformable models in real time.
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1. 서  론

영화뿐만 아니라 게임, 가상현실 등의 실시간 응

용에서도 물리적 사실성을 높이기 위해 물리기반 

시뮬레이션 기술을 활발히 도입하고 있다. 본 논문

은 물리기반 시뮬레이션 기술 중에서 실시간 동적 

변형을 다룬다. 동적 변형은 컴퓨터 그래픽스 분야

에서 오랫동안 연구되어온 매우 중요한 문제임에도 

불구하고 시각적으로 그럴듯하며 안정적인 변형을 

실시간에 강건하게 생성하는 것은 여전히 도전적인 

문제이다.

연속체 역학에 기반을 둔 유한요소법은 시뮬레

이션의 정확성은 높지만 실시간 응용에 적합한 속

도 및 안정성을 보장하기 어렵다. 의복이나 머리카

락 시뮬레이션에 널리 사용되는 질점-용수철 모델 

또한 다양한 물체를 실시간에 안정적으로 시뮬레이

션하기 쉽지 않다. 최근에 들어 속도나 가속도가 

아닌 위치를 직접 다루어 시뮬레이션 시간 간격에 

상관없이 안정적이며 빠른 방법들이 대두 되고 있

다. 물체의 정점을 나타내는 입자의 위치를 직접 

다루는 위치 기반 동역학[1], 입자 집합의 최적 회

전 및 이동을 통해 입자의 위치를 결정하는 형상 

맞춤 기반의 무요소 변형[2,3], 위치뿐만 아니라 방

향 및 부피를 가지는 방향성 입자에 대한 국지적 

형상 맞춤[4], 변분 공식화(variational 

formulation)로 얻은 관성 에너지와 변형 에너지에 

국지적/전역적 최적화를 번갈아 적용하는 사영 동

역학(projective dynamics)[5,6,7] 등의 실시간 기

법들이 제안되었다.

본 논문에서는 적은 수의 노드만으로도 안정적

인 변형을 시뮬레이션하기 위하여 공간 변형을 위

한 변형 그래프[8]의 노드를 방향을 가진 타원체 

입자로 확장하여 ARAP 변형 에너지를 공식화한

다. 또한 동적 변형을 안정적으로 시뮬레이션하기 

위하여 변분 공식화에 기반을 둔 관성 에너지를 

도입한다. 최종 에너지의 최적화에는 국지적/전역

적 최적화를 교대로 반복 적용함으로써 방향성 입

자의 위치 및 회전을 손쉽고 빠르게 구한다. 물체

의 최종 변형은 메시의 각 정점에 방향성 입자들

의 위치 및 회전으로 표현된 변환들을 선형 혼합 

스키닝하여 구한다.

2. 관련 연구

변형체 시뮬레이션은 Terzopoulos 등[9]의 선구

적인 연구 이후로 컴퓨터 그래픽스 분야에서 활발

히 연구되었다. 이 분야에 대한 종합적인 개론은 

[10]에서 찾아볼 수 있다. 연속체 역학을 이용하여 

고체의 변형을 정확히 시뮬레이션하거나 질점-용

수철 모델을 이용하여 의복이나 머리카락을 사실적

으로 시뮬레이션하는 것은 주로 영화와 같은 오프

라인 응용을 위한 것이다. 게임 등의 실시간 대화

적 응용에서는 시뮬레이션의 정확도보다 속도 및 

안정성이 더 중요하다.

안정적인 실시간 시뮬레이션을 위해 입자들의 

현재 위치 및 속도, 외력으로부터 예측한 위치와 

초기 위치를 이용하여 다음 위치를 결정하고 속도

를 역산하는 방법들이 제안되었다. 형상 맞춤 기반

의 무요소 변형은 초기 위치와 예측된 위치 사이

의 최적 회전 및 이동을 이용하여 다음 위치를 결

정한다[2]. 이 방법은 시간 간격에 상관없이 안정

적이다. 하지만 단일 변환을 통한 형상 맞춤은 그

리 크지 않은 변형만을 만들어 낼 수 있다. 이를 

확장한 격자 형상 맞춤은 서로 중첩되는 각각의 

격자 집합에 국지적 형상 맞춤을 적용하여 시각적

으로 그럴듯한 큰 변형을 만들어 낼 수 있다[3]. 

적은 수의 입자만으로도 1, 2, 3차원 물체의 복잡

한 동적 변형을 안정적으로 시뮬레이션하기 위하여 

방향성 입자 기반의 형상 맞춤 기법이 제안되었다

[4]. 위치뿐만 아니라 방향과 부피를 가진 타원체 

입자들로 물체를 근사하고 각 타원체에 직접 연결

된 타원체들의 집합에 국지적 형상 맞춤을 가우스

-자이델 방식으로 반복 적용한다.

형상 맞춤은 위치 기반 동역학에서의 강한 제약

조건으로 해석될 수 있다. 위치 기반 동역학은 제
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약조건의 질량 가중 사영을 가우스-자이델 방식으

로 반복 적용함으로써 안정적인 변형을 만들어 낼 

수 있다[1]. 하지만 변형체의 강성이 반복 횟수 및 

시간 간격에 의존하는 단점이 있다. 이는 형상 맞

춤에 기반을 둔 방법들에서도 발생하는 문제이다. 

이러한 단점에도 불구하고 위치 기반 동역학은 고

체 및 유체의 여러 다양한 현상의 실시간 시뮬레

이션에 효과적으로 사용되었다[11,12,13,14]. 실시간 

응용에 있어서는 속도 및 안정성이 정확성보다 중

요하기 때문이며 강성과 관련된 반복 횟수 및 시

간 간격을 제어 변수로 간주할 수 있기 때문이다. 

강성에 반비례하는 컴플라이언스를 도입하여 반복 

횟수 및 시간 간격에 상관없이 강성을 다룰 수 있

는 확장된 위치 기반 동역학도 제안되었다[15]. 하

지만 이 방법 역시 가우스-자이델 반복을 사용하

기 때문에 국지적/전역적 최적화에 비해 수렴 속도

가 느리다. 또한 본 논문에서와 같은 방향성 입자

에 대한 고려는 아직까지 제시되지 않았다.

최근에 들어 내재적 오일러 적분의 변분 공식화

에 기반을 둔 관성 에너지 및 제약 공간에서 공식

화한 변형 에너지의 최적화에 국지적/전역적 최적

화를 교대로 반복 적용한 방법들이 대두되고 있다. 

먼저 질점-용수철 모델에서 용수철 방향에 대한 

부가 제약 변수를 도입하여 고정된 질점 위치에 

대한 방향의 국지적 최적화와 고정된 방향에 대한 

위치의 전역적 최적화를 교대로 적용하는 방법이 

제안되었다[6]. 국지적 최적화는 방향 공간으로 사

영이 되며 전역적 최적화는 미리 계산 가능한 희

박 콜레스키 분해를 이용한 역대입이 된다. 이 방

법은 유한요소를 포함하여 다양한 제약 조건에 적

용 가능한 사영 동역학 기법으로 확장 되었다[5]. 

최근에 들어 체비쇼프 반반복(semi-iterative) 기법

을 이용하여 사영 동역학 및 위치 기반 동역학의 

수렴성을 향상시키는 방법이 제안되었다[16]. 또한 

사영 동역학을 준뉴턴 방법으로 간주하고 

L-BFGS 방법을 적용하여 수렴성을 가속화하는 

기법이 제안되었다[17].

블록 좌표 강하(block coordinate descent)로 불

리는 국지적/전역적 최적화의 교대 반복 적용은 

ARAP 곡면 모델링에서 도입되었다[18]. 이 방법

에서는 각 정점에 인접한 정점들의 초기 위치에 

각 정점에서의 회전을 적용한 위치와 실제 변형된 

위치 사이의 거리의 제곱으로 ARAP 변형 에너지

를 정의한다. 따라서 각 정점마다 위치뿐만 아니라 

주변 점들의 회전에 대한 부가적인 최적화 변수가 

있다. 최적 회전은 주변 점들에 대한 형상 맞춤을 

통해 구할 수 있으며 이는 3차원 회전 행렬 공간

으로의 사영인 극분해를 필요로 한다. 최적 위치는 

선형 시스템을 풀어서 구할 수 있으며 초기 메시

에만 의존적이므로 희박 콜레스키 분해를 미리 계

산해 둘 수 있다.

형상 변환을 위한 임베디드 변형[8]은 강체 변환

에 해당하는 노드들로 이루어진 변형 그래프에 

ARAP 변형 에너지를 사용한다. 각 노드는 주변 

공간을 변형하기 때문에 ARAP 곡면 모델링에서

와 달리 메시, 다각형 수프 등 다양하게 표현된 형

상들의 변형에 적용가능하다. 하지만 노드에 위치

와 방향만 있고 부피가 없기 때문에 방향을 가진 

타원체 입자의 형상 맞춤과 달리 1차원적인 구조

를 포함한 형상 변형을 안정적으로 다룰 수 없다

[4]. 또한 반복적 가우스-뉴턴 방법을 이용하여 위

치와 회전을 동시에 비선형 최적화하기 때문에 적

당한 수준의 해를 구하는데 있어서는 국지적/전역

적 최적화보다 더 많은 시간이 걸린다.

3. 방  법

본 논문에서는 변형체를 감싸는 공간을 적은 수

의 노드만으로도 안정적으로 변형하기 위하여, 방

향을 가진 타원체 입자로 구성된 변형 그래프를 

도입한다. 앞으로 방향을 가진 타원체 입자를 방향

성 입자로 부른다. 방향성 입자의 위치 및 회전은 

변형 에너지   , 관성 에너지  , 직접 조작 제약 

조건 에너지 
를 모두 합한 최종 에너지 

  


를 최소화하는 문제를 풀어서 
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구할 수 있다. 최적 해를 빠르고 강건하게 구하기 

위해서 국지적/전역적 최적화의 교대 반복 적용을 

채택한다. 물체의 변형은 각 정점에 방향성 입자의 

위치 및 회전으로 이루어진 강체 변환을 선형 혼

합 스키닝하여 구할 수 있다.

방향성 입자로 이루어진 변형 그래프 및 변형 

그래프를 이용한 공간 변형에 대하여 3.1절에서  

설명하고, 이를 기반으로 3.2절에서 ARAP 변형 

에너지를 유도한다. 설명의 편의를 위하여 3.3절에

서 변형 에너지에만 국지적/전역적 최적화를 교대 

반복 적용하는 방법을 설명한 후, 3.4절에서 직접 

조작 제약 조건 에너지를 고려하고, 3.5절에서 관

성 에너지를 추가한다.

3.1 방향성 입자로 이루어진 변형 그래프

방향성 입자 의 현재 위치 및 방향을 각각 

와   
 

 
 를 이용하여 나타내자. 여기서 


, 

, 
는 반지름 , , 를 가지는 타원체의 

세 축을 나타내는 단위 벡터이다. 입자 의 초기 

위치 및 방향은 각각 와 
로 나타낸다. 입자 

와 에지로 직접 연결된 입자들의 집합은 로 나

타낸다.

변형 그래프로부터 물체의 변형을 빠르고 손쉽

게 구하기 위하여 [8]에서와 같은 선형 혼합 스키

닝을 채택한다. 개별적인 입자의 영향은 부드럽게 

혼합되어 변형 전 메시 정점 의 변형 후 위치 

는 개의 가장 가까운 입자들의 강체 변환을 적

용하여 계산한 가중합으로 결정된다.

 
 



     .     (1)

여기서  




는 방향성 입자 의 회전을 나

타내는 회전 행렬이다. 법선 벡터도 정점의 위치와 

유사한 선형 혼합 스키닝으로 결정할 수 있다: 

 



 
 . 법선 벡터는 정점 계산과 

달리 단위 벡터로 만들기 위한 정규화가 필요하다.

3.2 ARAP 변형 에너지

변형의 강성을 측정하기 위하여 [8,18]에서와 같

이 각 노드 의 인접 노드 들에 를 적용한 

위치와 현재 위치 사이의 거리의 제곱으로 정의되

는 ARAP 변형 에너지를 채택한다. 본 논문에서의 

노드는 [8,18]에서의 단일 정점과 달리 타원체 입

자이므로 타원체 입자에 속하는 모든 점들을 고려

하면 다음과 같은 변형 에너지를 정의할 수 있다.


 






∈





   

 . (2)

여기서 는 강성 상수이며, 는 타원체 내의 물질

점 의 변형 전 위치이다. 위의 에너지를 부록 A

에서와 같이 적분하고 정리하면 다음과 같이 된다.


 






∈

  
  

 


      


(3)

 ⋅ diag
 

 
는 반지름 , , 를 

가지며 표준 축에 정렬되어 있는 타원체의 모멘트 

행렬이고   는 타원체의 부피이다. 

3.3 최적화

식 (3)에 주어진 에너지를 최소화하는 최적 해

를 얻기 위해서 [18]에서와 같이 국지적/전역적 최

적화를 교대로 반복 적용한다. 국지적 단계에서는 

입자들의 위치가 고정되어 있다는 가정 하에 입자

들의 최적 회전을 독립적으로 계산한다. 전역적 단

계에서는 입자들의 회전이 고정되어 있다는 가정 

하에 입자들의 최적 위치에 관한 선형 시스템을 

풀어서 입자들의 위치를 한꺼번에 계산한다. 이러

한 국지적/전역적 최적화 과정을 사용자가 명시한 

횟수 이내에서 반복 수행한다.

방향성 입자 의 최적 회전 를 결정하기 위

해 식 (3)에서 모든 입자들의 위치 는 고정되어 

있다고 가정한다. 이와 같은 가정 하에 [5]에서는 

가 다른 입자들의 회전 들과 독립적이었다. 

하지만 식 (3)에서 는 들과 관련이 있다. 따라
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서 본 논문에서는 를 계산할 때 다른 들도 고

정되어 있다는 추가적인 가정을 도입한다.

[19]를 참고하면  
을 최소화하는 

회전 은 공분산 행렬  




의 특이값 분

해  를 통한 안정적인 극분해 

     를 통해 얻을 수 있다. 

또한 ∥
∥


를 최소화하는 회전 은 

프로베니우스 놈의 정의에 따라 전개한 후 정리하

면  




의 극분해를 통해 얻을 수 있다.

따라서 식 (3)을 최소화하는 최적 회전 는 다

음 행렬의 극분해를 통해 얻을 수 있다.




∈




 



  (4)

여기서,  






는 회전 행렬 로 회전 시

킨 타원체 의 모멘트 행렬이다.

입자들의 회전이 주어지면 식 (3)의 변형 에너

지의 위치에 대한 편도함수  를 구하고 영

이 되는 들을 구하여 최적 위치를 계산한다. 즉 

  인 선형 시스템의 해를 구한다. 식 (3)

을 에 대해서 편미분하면 다음과 같은 편도함수

들을 얻을 수 있다.



 


∈

 

  

  (5)

이제   으로부터 다음과 같은 식들로 구

성된 희박 선형 시스템을 얻을 수 있다.


∈

  


∈






  (6)

입자의 위치 들로 구성한 차원 벡터 를 

도입하면 식 (6)을 다음과 같은 간략한 형태로 적

을 수 있다. 

                   (7)

여기서 는 식 (6)의 우변들로 구성한 차원 벡

터이며, 은 좌변으로부터 구성한 ×   희박 

행렬이다. 제약조건 및 관성 에너지의 최적화까지 

포함시키면 시스템 행렬 은 희박 대칭 양의 정부

호 상수 행렬이 된다. 따라서 의 희박 콜레스키 

분해를 미리 계산해둔 후 상황에 따라 변하는 에 

역대입을 적용하는 직접 해법을 채택한다.

3.4 제약 조건

변형 전의 메시 정점 를 직접 조작하여 에 

위치시키는 직접 조작에 의한 위치 제약 조건을 

지원한다. 이를 위해 식 (1)에 기술한 선형 혼합 

스키닝을 에 적용한 위치와 사용자가 지정한 위

치   사이의 거리의 제곱에 관한 다음과 같은 에

너지를 정의한다.








∥
∈


 


 ∥


  (8)


는 최종 에너지를 위한 가중치이며, 는 

를 

선형 혼합 스키닝하는데 사용될 에 가장 가까운 

개의 입자 집합이다. 따라서 입자들의 최적 위치

를 계산할 때 위치 제약 조건에 영향을 받는 

∈인 입자들에서 편도함수 
를 추가적

으로 고려한다.







 ∈

 


   (9)
즉, 식 (6)의 선형 시스템에서 ∈를 만족하는 

번째 식의 좌변에 
 를 더하고, 우변에 


 


 를 더하면 된다. 또한 

위치 제약 조건을 방향성 입자들의 최적 회전 계

산에 반영하기 위해 식 (8)에 기술한 에너지를 


⋅

 


와 같은 형태로 의 관

점에서 다시 적는다. 이때    이며, 

 
∈

 


 
이다. 이제 

∈인 방향성 입자에 대해서 식 (4)의 우변에 








를  더하면 된다.

위치 제약 조건과 유사하게 변형 전의 메시 정
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점 에서의 단위 방향 벡터 를 직접 조작하여 

가 되게 하는 직접 조작에 의한 방향 제약 조건

도 부가할 수 있다. 이를 위하여 선형 혼합 스키닝

을 에 적용한 방향 벡터와 사용자가 지정한 방

향 벡터   사이의 차이의 제곱에 관한 다음과 같

은 에너지를 정의한다.








∥∥
∈




∥


∈






 ∥


   (10)


는 최종 에너지를 위한 가중치이다. 이 에너지

는 방향성 입자들의 회전에만 관련되어 있다. 선형 

혼합 스키닝을 통해 얻은 방향 벡터는 단위 크기

로의 정규화가 필요하므로 이를 곧바로 최소화하는 

것은 매우 어렵다. 비정규화 전의 벡터의 크기 

  
 이 ∈인 에 의존적이지만 

의 국지적 최적화 단계 동안 최적화의 편의를 위

하여 상수 취급한다. 그렇다면 식 (10)에 기술한 

에너지를 
⋅

 


와 같은 형태로 

의 관점에서 다시 적을 수 있다. 여기서 

   
이며,   




이다. 최종적으로 ∈인 방향성 입자에 대해서 

식 (4)의 우변에 
 



를 더해 주면 된다.

3.5 관성 에너지

변분 공식화에 기반을 둔 관성 에너지[5]를 타원

체의 모든 점에 적용하면 방향성 입자로 이루어진 

변형 그래프의 관성 에너지는 다음과 같이 정의된

다.














.   (11)

여기서 는 입자의 밀도이며 과 는 현재와 

이전 시간 간격에서의 위치이다. 탄성 에너지에서

와 같이 적분하고 정리하면 다음과 같은 관성 에

너지를 얻을 수 있다. 














  


 




 (12)

여기서  는 입자의 질량이며 
와 

, 


, 

는 현재와 이전 시간 간격에서의 방향 및 

위치이다. 이제 회전 항이 관성 에너지에 나타나게 

되었다.

식 (12)를 최소화하는 최적 회전 를 구하는 

것은 식 (3)에서 식 (4)를 유도한 것과 유사하며 

다음 행렬의 극분해를 통해 얻을 수 있다.











 .        (13)

따라서 이를 식 (4)에 더해 주면 된다. 또한 최적 

위치를 위한 편도함수는 다음과 같다.



 






 


 .      (14)

따라서 식 (6)의 선형 시스템에서 번째 식의 좌변

에 
를 더하고 우변에  




를 더하면 된다.

4. 실험 결과

본 논문에서 제안한 방향성 입자를 이용한 실시

간 대화적 ARAP 동적 변형 시뮬레이션 기술은 

오토데스크 마야의 플러그인 소프트웨어로 구현되

었다. 모든 실험에서는 2.6GHz  인텔 코어-i7 프

로세서와 엔비디아 지포스 GT 750M 그래픽카드, 

16GB 메모리를 장착한 맥북 프로 컴퓨터가 사용

되었다. 현재 단일 쓰레드만을 사용하고 있으며 추

후 다중 쓰레드로 확장하고자 한다. 모든 실험에서 

시뮬레이션 시간 간격은 1/60초이며, 국지적/전역

적 최적화 반복 횟수는 10회이다.

첫 번째 실험은 동일한 형태의 변형체에 식 (3)

에서의 강성 상수 를 달리해가며 강성이 제대로 

표현되는지 확인하는 것이다. [Fig. 1]은 위치 제약 

조건들에 의해 한쪽 끝 면이 고정되어 있는 사각 

막대 모양의 변형체가 중력에 의해 변형되다가 진
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동이 멈추고 정지한 상태를 보여준다. 녹색 막대는 

빨간색 막대보다 2배 높은 강성을 가지고 있으며 

파란색 막대는 빨간색 막대보다 4배 높은 강성을 

가지고 있다. 방향성 입자를 이용한 형상 맞춤 기

법[4]에서와 달리 변형의 강성이 반복 횟수나 시뮬

레이션 시간 간격에 의존적이지 않다.

[Fig. 1] Bars deformed under gravity with different 

stiffness values.

[Fig. 2] Twisting and manipulating a bar (left) with 

a serial deformation graph (right).

다음은 사각 막대의 한쪽 끝을 위치 및 방향 제

약 조건을 이용하여 꼬고 이동시키는 실험이다. 방

향 및 부피가 있는 타원체 입자로 이루어진 변형 

그래프의 ARAP 변형 에너지를 사용하기 때문에 

입자가 선형적으로 연결되어 있는 경우에도 [Fig. 

2]에서와 같이 안정적인 시뮬레이션이 가능하다. 

이 실험에서는 [Fig. 1]에 도시된 첫 번째 실험에

서와 마찬가지로 20개의 방향성 입자가 19개의 에

지에 의해 선형적으로 연결된 변형 그래프를 사용

하였다. 한쪽 끝 면의 모든 점을 고정시키기 위하

여 25개의 위치 제약 조건이 사용되었으며 다른 

쪽 끝을 꼬고 이동시키기 위하여 1개의 위치 제약

조건과 3개의 방향 제약조건이 사용되었다. 시뮬레

이션 시간 간격마다 평균적으로 0.62ms가 소요되

었다. 이는 첫 번째 실험의 평균 소요시간 0.51ms 

보다 21.6%가 더 증가된 것이다. 한쪽 끝의 꼬임

에 의해 방향성 입자들의 회전이 더 복잡해지고 

이에 따라 국지적 최적화에 사용된 반복적 특이값 

분해에 더 많은 시간이 소요되었기 때문이다.

[Fig. 3] A dinosaur returns to its rest pose from 

an extremely deformed pose, a single position.

[Fig. 4] A dinosaur falling down on the floor.

에너지 최적화를 통해 입자의 방향과 위치를 직

접 계산하기 때문에 [Fig. 3]에서와 같이 극단적인 

상태에서도 절대적으로 안정적인 시뮬레이션이 가

능하다. 이 실험은 공룡 모델의 모든 입자를 한 점

에 위치시키고 입자들의 방향을 임의의 값으로 설

정한 후 시뮬레이션한 것이다. 아주 빠른 시간 내

에 안정적으로 본래의 모습으로 회복되는 것을 확

인할 수 있다. 이와 같이 과격한 변형에서는 식 

(4)의 최적 회전 계산에 주의가 필요하다. 어느 한 

입자에 직접 연결된 입자들의 연결 관계가 반전되

어 형상 맞춤 행렬의 행렬식이 음수가 될 수 있기 

때문이다. 본 논문에서 채택한 특이값 분해를 이용

한 극분해는 고윳값이 음수가 나오는 경우도 안정

적으로 처리할 수 있다[19].

[Fig. 4]는 공룡 모델이 바닥에 넘어져 바닥과 

충돌하는 실험결과를 보여준다. 타원체 입자와 바

닥 사이의 충돌 검사는 [4]에서의 방법을 사용하였
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으며 충돌 처리는 바닥을 파고든 입자를 바닥 위

로 올리는 간단한 방법을 사용하였다. 바닥과의 마

찰은 타원체 입자의 선속도 및 각속도를 매 시간 

간격마다 일정 비율로 감쇠시키는 간단한 방법을 

택하였다. 입자의 선속도는 식 (14)에서 
-



=
+

, 
=


로 해석하고 각속

도는 식 (13)에서
-

=
+

×
로 

해석하면 된다. 따라서 
, 

대신에 
, 

을 

위치 관련 상태 변수로 간직하고 
, 

대신에 


, 

×
을 회전 관련 상태 변수로 간직하

면 된다. 이 실험에서는 100개의 방향성 입자와 

261개의 에지로 연결된 변형그래프를 사용하였으

며 시뮬레이션 시간 간격마다 평균적으로 2.25ms

의 시간이 소요되었다.

5. 결  론

본 논문에서는 적은 수의 노드만으로도 안정적

인 변형을 시뮬레이션하기 위하여 변형 그래프의 

노드를 방향을 가진 타원체 입자로 확장하여 

ARAP 변형 에너지를 공식화하였다. 또한 동적 변

형을 안정적으로 시뮬레이션하기 위하여 변분 공식

화에 기반을 둔 에너지 최적화 접근 방법을 택하

고 국지적/전역적 최적화를 교대로 반복 적용함으

로써 해를 손쉽고 빠르게 구하였다. 물체의 최종 

변형은 방향성 입자들의 강체 변환을 선형 혼합 

스키닝하여 빠르게 얻을 수 있다. 제안된 방법은 

방향성 입자를 이용한 형상 맞춤 기법에서와 달리 

변형의 강성이 반복 횟수나 시뮬레이션 시간 간격

에 의존적이지 않다. 또한 위치와 방향뿐만 아니라 

부피가 있는 타원체 입자를 사용하기 때문에 선형

적으로 연결되어 있는 변형 그래프에서도 안정적인 

시뮬레이션이 가능하다.

A. 부록

타원체 에 대한 타원체 의 변형 에너지 

를 계산해 보자.




 


 

 
 

벡터 놈에 관한 정의에 따라 를 전개하자.




 

 
  


 

 






 



 




적분 항의 계산을 위해 다음 성질들을 이용하자.


 

 


, 

 

 











 ,


 





 














. 이제 

는 다음과 같이 적어진다.


 







 

 
 

















 


 


















 







행렬의 대각합 항들과 벡터 내적 항들을 각각 정

리하면 다음과 같다.


  


 






 










  

프로베니우스 놈에 관한 성질  
   



을 

이용하면 는 다음과 같이 정리된다.


 







 



 





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