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Abstract

This paper discusses a method of analyzing data from split-plot experiments by projections. The assumed

model for data has two experimental errors due to two different experimental sizes and some random com-

ponents in treatment effects. Residual random models are constructed to obtain sums of squares due to

random effects. Expectations of sums of squares are obtained by Hartley’s synthesis. Estimable functions

of fixed effects are discussed.
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1. 서론

실험의 성격에 있어 실험단위의 반응에 영향을 미치는 요인들의 수준배치에 서로 다른 크기의 실험단위

가요구되는실험을생각해보기로한다. 하나의실험구가서로다른크기의실험단위들로구성될때크
기가 큰 실험단위를 주구(whole-plot) 작은 크기의 실험단위를 세구(sub-plot)라 부르며 주구와 세구의
실험구를분할구(split-plot)라부른다. 분할구유형의실험계획은작은크기의실험단위가큰크기의실
험단위에 내포되어 있는 설계구조를 갖는다. 따라서 적어도 둘 이상의 서로 다른 크기의 실험단위를 갖

는실험상황을가정하게된다.

분할구 유형의 실험계획에서 제기되는 주된 관심문제는 처리구조의 처리들에 배정되는 서로 다른 크기
의 실험단위들을 확인하고 결과의 자료를 분석하기 위한 타당한 모형을 구축하는 문제로 기술된다. 실

험단위의 개별크기와 관련된 변이를 측정하는 변동요인을 확인하는 것은 중요하다. 이들 변동요인은 각

각의 서로 다른 오차항들을 계산하기 위하여 이용되고 각 오차항은 추정평균의 표준오차의 추정치를 계
산하기 위해 이용된다. 이는 변동요인들이 서로 다른 크기의 실험단위들의 이용으로 부터 발생함을 의

미하고있다. 둘이상의서로다른크기의실험단위를포함하고있기때문에모수나모수간의비교를위
한표준오차추정값들은하나또는다수의변동요인들을포함하게된다.

분할구 유형의 실험자료에 대한 분석방법과 모형에 관한 논의는 Milliken과 Johnson (2009), Mont-

gomery (1976) 그리고 Searle (1971) 등의 많은 문헌에서 다루어지고 있다. 고정모형, 확률모형 또는

혼합모형의 가정하에 확률효과와 관련된 분산성분의 추론방법은 Searle 등 (1992) 등에서 보여진다. 이

와는 달리 실험설계와 관련된 서로 다른 크기의 실험단위들 간의 변이는 서로 다른 특성의 오차성분들
로 간주되고 자료변동의 요인으로 간주된다. 처리구조의 처리 또는 요인들의 수준변화에 따른 확률효과
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와 실험단위의 변이를 나타내는 오차는 서로 독립임을 가정하고 있다. 이러한 가정은 사영분석의 기초

를제공하게된다.

본 논문은 처리에 해당하는 효과들 외에 분할구 유형의 실험설계와 관련된 다수의 오차항을 갖는 선형
모형의 가정하에 실험자료의 분석을 위한 분석방법을 논의하고자 한다. 처리구조에 포함된 확률효과가
아닌 실험설계의 구조로부터 발생하는 오차항의 추가로 인해 고정효과의 분석에 영향을 주고 있는 경우
이다. 다시말하면, 분석모형이 처리구조내 고정효과와 확률효과 그리고 설계구조와 관련된 다수의 오차
항을 포함할 때 사영의 관점에서 자료를 분석하는 방법을 다루고자 한다. 사영에 관한 논의는 Graybill

(1983), Johnson과 Wichern (1988) 등에서보여진다.

관측반응에 대한 선형모형의 가정에서 모형내 모수의 추정방법으로 최소제곱법의 이용이 가능할 때 사
영의관점에서동일한분석이이루어질수있다. 본논문은분할구유형의실험자료를분석하기위한사
영의이용에서변동요인에따른제곱합의계산과관련된모형의표현식, 잔차제곱합, 이차형식의기댓값

그리고 추론을 위한 분포의 자유도 계산 등을 논의한다. 사영의 이용은 벡터공간에서 사영의 개념을 이

해할 수 있을 뿐만아니라 행렬의 다양한 성질을 활용할 수 있다는 점에서 유용하며 또한 아직 실험계획

과관련된사영분석의논의가그리활발하지않다는점에서그의미가있다고볼수있다.

2. 모형의 가정

실험단위의 반응에 영향을 주는 요인들로 고정요인과 확률요인 그리고 다수의 오차항이 포함되어 있을
때 실험자료를 분석하기 위한 모형으로 혼합효과의 선형모형을 가정하게 된다. 실험자료의 분석을 위한

일반적인혼합모형의행렬표현식은다음과같다.

y = Xβ +

k∑
i=1

Qiδi +

r∑
j=1

W jνj + ϵ. (2.1)

단, y는 n × 1인 관측벡터이고 X는 원소가 0 또는 1로 구성되며 크기가 n × p인 고정효과벡터의 계

수행렬로 계수(rank)가 q(< p)이다. β는 p × 1인 모수벡터이다. Qi (i = 1, 2, . . . , k)는 확률효과벡터

δi의 계수행렬로 0 또는 1로 구성되며 크기가 n × ci인 완전열계수행렬(full column rank matrix)이

다. δi는 N(0, σ2
δi
Ici)인 분포를 따르며 δi (i = 1, 2, . . . , k)는 상호 독립이라고 가정한다. W j (j =

1, 2, . . . , r)는 확률효과벡터 νj의 계수행렬로 0 또는 1로 구성되며 크기가 n × dj인 완전열계수행렬이

다. νj는 N(0, σ2
νjIdj )인분포를따르며 νj (j = 1, 2, . . . , r)는상호독립이라고가정한다. ϵ은 n×1인

오차벡터이며 N(0, σ2
ϵIn)인 분포를 따른다고 가정한다. 오차벡터와 확률효과벡터들은 서로 독립으로

가정한다. 식 (2.1)은 Xβ로 주어지는 고정효과부분과 Σk
i=1Qiδi인 확률효과부분 그리고 서로 다른 크

기의 실험단위로부터의 변이를 나타내는 오차성분 Σr
j=1W jνj와 가장 작은 크기의 실험단위의 변이를

나타내는 오차항의 네 성분으로 구성되어 있다. 고정효과들로 구성되는 고정부분(fixed part)과 확률효

과들로 구성되는 확률부분(random part)으로 나누면 혼합모형의 분석은 고정부분의 분석과 확률부분

의 분석으로 구분되어 진다. 고정부분의 분석은 확률부분의 분석후에 행해지게 된다. 즉, 분산성분들이

추정된 후 고정효과들의 추정가능함수에 관한 신뢰구간추정이나 가설검정에 관한 추론이 가능하기 때문
이다. 혼합모형에서 분산성분을 추정하기 위한 방법으로 상수적합법이라 불리우는 Henderson (1953)

방법 III(Henderson’s Method III)을 적용하기로 한다. 상수적합법은 다양한 모형의 적합방식을 이용

하여 변동요인에 따른 제곱합을 구하고 있기 때문에 사영에 근거한 분석이 가능하게 된다. 분산성분을

얻기위한모형으로혼합모형에서고정효과를제외한잔차모형을구한다. 고정효과의모형은

y = Xβ + ϵ∗. (2.2)
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로표현된다. 단, ϵ∗ =
∑k

i=1Qiδi +
∑r

j=1W jνj + ϵ이다. Var(ϵ∗) = Σ라두면 Σ는

Σ =

k∑
i=1

σ2
δiQiQ

′
i +

r∑
j=1

σ2
νjWjW

′
j + σ2

ϵIn (2.3)

이다. 고정효과모형 또는 고정부분의 식 (2.2)에 사영을 이용하여 고정효과벡터 β를 추정한 후 잔차벡

터를 구한다. 잔차벡터를 r이라 두자. Moore-Penrose의 일반화된 역행렬을 이용한 정규방정식의 해벡
터 β̂은 β̂ = X−y로구해지므로

r = (I −XX−)y

=

k∑
i=1

(I −XX−)Qiδi +

r∑
j=1

(I −XX−)W jνj + (I −XX−)ϵ (2.4)

이다. 식 (2.4)의 잔차모형은 혼합모형의 고정효과부분인 Xβ에 종속되지 않는 확률모형이다. 확률모

형의 분산성분을 추정하는 방법으로 상수적합법으로 불리우는 Henderson 방법 III을 적용하기로 한다.

Henderson 방법 III은 혼합모형에서 모형의 적합을 이용하여 분산성분을 구하는 방법을 제공하므로 모
형의 적합방식으로 부터 유도되는 사영행렬을 이용한 사영분석이 가능하게 된다. 고정효과의 사영분석

에관한논의는 Choi (2012)에서보여진다.

3. 확률효과의 분산성분모형

식 (2.4)의 잔차모형은 처리구조내 확률요인에 따른 분산성분을 구하기 위한 확률모형으로 이용된다.

확률효과모형의 분산성분에 대한 논의는 Choi (2011)에서 보여진다. 처리구조내 고정요인과 확률요인
들의주효과와교호작용에따른 k개분산성분에대한잔차확률모형식은

r =
k∑

i=1

(I −XX−)Qiδi + ϵδ (3.1)

= (I −XX−)Q1δ1 + (I −XX−)Q2δ2 + · · ·+ (I −XX−)Qkδk + ϵδ

로표현된다. 단, ϵδ =
∑r

j=1(I−XX−)W jνj +(I−XX−)ϵ이다. k = 1이고 r = 1일때식 (3.1)은

처리구조내 단일의 확률성분을 갖는 분할구 실험에서의 확률모형으로 주어진다. 잔차벡터를 r1이라 두

면분할구의주구(whole plot)와세구(subplot)의오차항들을포함하는잔차모형식은

r1 = (I −XX−)y

= (I −XX−)Q1δ1 + (I −XX−)W 1ν1 + (I −XX−)ϵ (3.2)

로 표현된다. 식 (3.2)에서 ν는 주구 간의 변이를 나타내는 오차벡터이고 ϵ은 세구 간의 변이를 나타내
는 오차벡터이다. 이들 오차벡터들은 처리구조에 포함된 확률요인의 수준효과벡터와는 독립인 것으로
간주한다. 이때확률효과벡터 δ1의분산성분 σ2

δ1
을구하기위한모형식은

r1 = (I −XX−)Q1δ1 + ϵδ1

= XQδ1 + ϵδ1 (3.3)

이다. 단, XQ = (I −XX−)Q1이고 ϵδ1 = (I −XX−)W 1ν1 + (I −XX−)ϵ이다.
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4. 분할구의 분산성분모형

분할구의 실험계획으로부터 발생하는 변동요인으로 주구의 변이와 세구의 변이를 예상할 수 있다. 처리

구조에 포함되는 처리요인들과는 별도로 서로 다른 크기의 실험단위를 나타내는 주구와 세구는 변동을
나타내는 요인들로 간주되고 실험단위들 간의 변이는 주구오차와 세구오차로 가정된다. 주구요인의 분
산성분을구하기위한모형은식 (3.3)으로부터확률효과벡터 δ1을적합시킨잔차벡터를 rδ라두면

rδ = (I −XQX
−
Q)r1 (4.1)

이다. rδ를이용한주구요인의확률모형은

rδ = (I −XQX
−
Q)r1

= (I −XQX
−
Q)(I −XX−)y

= (I −XQX
−
Q)(I −XX−)(Xβ +Q1δ1 +W 1ν1 + ϵ)

= (I −XQX
−
Q)(I −XX−)W 1ν1 + ϵν1

= XWν1 + ϵν1 (4.2)

이다. 단, XW = (I −XQX
−
Q)(I −XX−)W 1이고 ϵν1 = (I −XQX

−
Q)(I −XX−)ϵ이다. 주구의

확률벡터에 의존하지 않는 잔차벡터를 rν1이라 둘 때 rν1은 세구의 분산성분을 구하기 위한 확률모형을
제공한다. 주구의 확률효과에 종속되지 않는 잔차벡터 rν1을 이용한 세구의 분산성분에 대한 확률모형
은

rν1 = (I −XWX−
W )rδ

= (I −XWX−
W )(XWν1 + ϵν1)

= (I −XWX−
W )(I −XQX

−
Q)(I −XX−)ϵ

= (I −XX− −XQX
−
Q −XWX−

W )ϵ

= Xϵϵ (4.3)

이다. 단, Xϵ = (I −XX− −XQX
−
Q −XWX−

W )이다.

5. 확률요인의 사영제곱합

사영에 근거한 분산성분을 추정하기 위한 방법으로 적률법을 이용할 때 확률요인의 변동을 나타내는 제
곱합은 상수적합법에 의해 계산된다. 적률법을 적용하기 위해 변동요인에 따른 제곱합과 제곱합의 기댓

값이 요구된다. 상수적합법은 변동요인에 따른 제곱합의 계산을 위해 비교되는 모형들의 적합에서 구해
지는 축소제곱합(reduction in sums of squares)을 이용한다. 반면에 사영제곱합은 분산성분을 얻기 위

한 잔차확률모형의 모형행렬을 이용하여 변동요인의 제곱합을 구한다는 점에서 차이가 있다. 확률요인

의 분산성분 σ2
δ1
을 구하기 위한 모형식 (3.3)으로부터 사영제곱합은 δ1의 계수행렬 XQ로의 사영에 의

해 구해진다. 사영은 XQX
−
Qr1이므로 사영제곱합은 r′

1XQX
−
Qr1으로 구해진다. 주구오차에 따른 분

산성분의 사영제곱합은 식 (4.2)의 확률벡터 ν1의 계수행렬 XW로의 사영을 이용하여 구한다. XW로

의 사영은 XWX−
Wrδ이고 사영제곱합은 r′

δXWX−
Wrδ로 구해진다. 식 (4.3)을 이용하여 오차벡터의

분산성분 σ2
ϵ의 사영제곱합을 구할 수 있다. ϵ에 따른 사영제곱합은 r′

ν1XϵX
−
ϵ rν1으로 구해진다. 확률

요인들의 변동량을 사영제곱합으로 구한 후 이들 제곱합의 기댓값을 구해 적률법으로 분산성분들을 추
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정하게 된다. 확률요인의 제곱합의 기댓값은 분산성분들의 선형함수로 주어지고 분산성분들의 계수는

Hartley (1967)의합성법을이용하여구한다. 적률법에의해분산성분을추정하기위한방정식들은

r′
1XQX

−
Qr1 = k1δσ

2
δ + k2δσ

2
ν + k3δσ

2
ϵ

r′
δXWX−

Wrδ = k1νσ
2
δ + k2νσ

2
ν + k3νσ

2
ϵ

r′
ν1XϵX

−
ϵ rν1 = k1ϵσ

2
δ + k2ϵσ

2
ν + k3ϵσ

2
ϵ (5.1)

로주어진다. y = Xβ +Qδ +Wν + ϵ으로표현될때 y의 Var(y)을 Σ라두자.

Σ = σ2
δQQ′ + σ2

νWW ′ + σ2
ϵ (5.2)

이다. 식 (5.1)의확률벡터 δ에따른제곱합 r′
1XQX

−
Qr1의기댓값을 EQ라두면

EQ = E(r′
1XQX

−
Qr1)

= tr
[
(I −XX−)XQX

−
Q(I −XX−)

(
σ2
δQQ′ + σ2

νWW ′ + σ2
ϵI
)]

= σ2
δ tr(Q

′QPQ) + σ2
νtr(W

′QPW ) + σ2
ϵ tr(QP )

= k1δσ
2
δ + k2δσ

2
ν + k3δσ

2
ϵ (5.3)

단, QP = (I −XX−)XQX
−
Q(I −XX−)이다. k1δ = tr(Q′QPQ), k2δ = tr(W ′QPW )이고 k3δ =

tr(QP )를나타낸다. 식 (5.1)의확률벡터 ν에따른제곱합 r′
δXWX−

Wrδ의기댓값을 EW라두면

EW = E(r′
δXWX−

Wrδ)

= tr
[
(I −XX− −XQX

−
Q)XWX−

W (I −XX− −XQX
−
Q)(σ

2
δQQ′ + σ2

νWW ′ + σ2
ϵI)
]

= σ2
δ tr(Q

′W PQ) + σ2
νtr(W

′W PW ) + σ2
ϵ tr(W P )

= k1νσ
2
δ + k2νσ

2
ν + k3νσ

2
ϵ (5.4)

단, W P = (I − XX− − XQX
−
Q)XQX

−
Q(I − XX− − XQX

−
Q)이다. k1ν = tr(Q′W PQ), k2ν =

tr(W ′W PW )이고 k3ν = tr(W P )를나타낸다. 식 (5.1)의확률벡터 ϵ에따른제곱합 r′
ν1XϵX

−
ϵ rν1의

기댓값을 ER라두면

ER = E(r′
ν1XϵX

−
ϵ rν1)

= tr
[
(I −XX− −XQX

−
Q −XWX−

W )XϵX
−
ϵ (I −XX− −XQX

−
Q −XWX−

W )

×
(
σ2
δQQ′ + σ2

νWW ′ + σ2
ϵI
)]

= σ2
δ tr(Q

′RPQ) + σ2
νtr(W

′RPW ) + σ2
ϵ tr(RP )

= k1ϵσ
2
δ + k2ϵσ

2
ν + k3ϵσ

2
ϵ (5.5)

단, RP = (I −XX− −XQX
−
Q −XWX−

W )XQX
−
Q(I −XX− −XQX

−
Q −XWX−

W )이다. k1ϵ =

tr(Q′RPQ), k2ϵ = tr(W ′RPW )이고 k3ϵ = tr(RP )를나타낸다.

6. 고정효과의 추정가능함수

식 (2.2)의 모수벡터 β의 한 함수 a′β가 추정가능함수이면 β의 추정량 β̂을 이용하여 a′β에 대한 추론

을행할수있다. 단, a는 p× 1인상수벡터이다. a′β의추정가능성은

a = X ′Xr (6.1)
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Table 7.1. Data for tensile strength of paper

Block Method
Temperature

200 225 250 275

1 1 30 35 37 36

1 2 34 41 38 42

1 3 29 26 33 36

2 1 28 32 40 41

2 2 31 36 42 40

2 3 31 30 32 40

3 1 31 37 41 40

3 2 35 40 39 44

3 3 32 34 39 45

로부터벡터 r의존재로확인하거나

a = X−Xa (6.2)

를 확인함으로서 알 수 있다. X−X는 모형행렬 X의 행벡터들로 구성되는 벡터공간으로의 사영핼렬
을 나타내므로 행공간으로의 사영행렬을 이용하여 추정가능성을 확인할 수 있다는 것을 의미하고 있다.

β의추정량 β̂으로

β̂ =
(
X ′Σ̂

−1
X
)−

X ′Σ̂
−1

y (6.3)

를이용하면 a′β̂의분포는평균과분산이

E(a′β̂) = a′β

Var(a′β̂) = a′
(
X ′Σ̂

−1
X
)−

a (6.4)

인정규분포를근사적으로따른다. 표본이충분히큰경우에

Z =
a′β̂ − a′β√

a′
(
X ′Σ̂

−1
X
)−

a

(6.5)

는 N(0, 1)인분포를근사적으로따르므로추정가능함수 a′β의추론에이용된다.

7. 자료분석의 예

Table 7.1은 Montgomery (1976)의 분할구실험에 대한 자료 예이다. 제지업자가 제지의 강도에 영향

을 미치는 두 요인들의 효과를 조사하기 위해 세 수준의 펄프준비방법과 네 수준의 공정온도에서 실험

한자료이다. 소규모시험설비(pilot plant)는두요인들의수준결합에서하루에 1회가능하므로삼일간

에 걸쳐 3회 반복된 실험자료이다. 반복은 블록으로 간주되고 방법과 온도는 고정요인이나 세 수준의

방법은 큰 실험단위인 주구의 펄프배취에 임의로 배정되고 작은 실험단위인 세구에 각 방법에 의해 생
산된 펄프배취를 4개의 표본으로 나누어 임의로 실험온도에 배정하여 생산된 제지의 인장강도(tensile

strength)자료를얻게된다. 블록 i와방법 j 그리고온도 k에서실험단위의반응을 yijk라두면

yijk = µ+ δi + βj + νij + γk + (δγ)ik + (βγ)jk + ϵijk (7.1)
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로표현된다. 단, µ는평균이고 δi는블록 i의수준효과이며 βj는방법 j의수준효과를나타낸다. 여기

서 i, j = 1, 2, 3이다. γk는온도 k의수준효과이고 (δγ)ik와 (βγ)jk는교호작용을나타낸다. νij는주구
오차이고 ϵijk는 세구오차를 나타낸다. 단, k = 200, 225, 250, 275이다. 블록효과 δi는 N(0, σ2

b ), νij는

N(0, σ2
w), (δγ)ik는 N(0, σ2

bt)이고 ϵijk는 N(0, σ2
ϵ )을 가정하며 또한 이들 확률효과는 서로 독립이라고

가정하게 된다. 4개의 분산성분 중 두개는 분할구실험에서 실험단위의 크기와 관련된 오차들로 주구오
차와 세구오차이다. 분산성분들을 사영에 의해 구하기 위한 첫 단계로 식 (2.1)과같은 행렬표현의 모형

식을생각한다. 행렬표현식은

y = jµ+Qbδ +Xmβ +Wν

+Xtγ +Qbt(δγ) +Xmt(βγ) + ϵ (7.2)

이다. 식 (7.2)를고정부분과확률부분으로분리하여표현하면

y = jµ+Xmβ +Xtγ +Xmt(βγ)

+Qbδ +Wν +Qbt(δγ) + ϵ (7.3)

이다. 식 (7.3)의고정부분은 jµ+Xmβ+Xtγ+Xmt(βγ)이고확률부분은Qbδ+Wν+Qbt(δγ)+ϵ이

다. 분산성분을 추정하기 위한 모형은 식 (7.3)의 고정효과부분을 적합시켜 구해지는 잔차에 대한 확률
모형이다. 잔차모형식은

r = (I −XX−)y

= (I −XX−)(Qbδ +Wν +Qbt(δγ) + ϵ) (7.4)

이다. 단, X = (j,Xm,Xt,Xmt)이다. 식 (7.4)로 부터 확률효과벡터 δ의 분산성분을 추정하기 위한

모형은

r = (I −XX−)Qbδ + ϵδ

= Xbδ + ϵδ (7.5)

이다. 단, Xb = (I − XX−)Qb이다. δ에 따른 변동량의 계산은 식 (7.5)의 모형행렬 Xb로의 사

영을 이용하여 구한다. 사영은 XbX
−
b r이다. δ에 따른 변동량을 SSb라 두면 r′XbX

−
b r로 구해지고

SSb = 77.55556이다. 주구오차벡터 ν의분산성분을추정하기위한모형은식 (7.5)의적합에서구해진
잔차벡터를 rδ라두면

rδ = (I −XX− −XbX
−
b )Wν + ϵδ

= Xwν + ϵδ (7.6)

이다. 단, Xw = (I −XX− −XbX
−
b )W이다. δ에따른변동량은식 (7.6)의모형행렬 Xw로의사영

을 이용하여 구한다. Xw로의 사영은 XwX
−
wrδ이다. δ에 따른 변동량을 SSw라 두면 r′

δXwX
−
wrδ로

구해지고 SSw = 36.27778이다. 식 (7.6)의 잔차벡터를 rν라 둘 때 교호작용의 분산성분 σ2
δγ과 관련된

제곱합 SSbt를구하기위한잔차모형은

rν = (I −XX− −XbX
−
b −XwX

−
w)Qbt(δγ) + ϵν

= Xbt(δγ) + ϵν (7.7)
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이다. 단, Xbt = (I −XX− −XbX
−
b −XwX

−
w)Qbt이다. Xbt로의사영은 XbtX

−
btrν이므로변동량

SSbt는 사영제곱합 r′
νXbtX

−
btrν에 의해 20.66667로 구해진다. 세구오차에 따른 제곱합을 SSe로 나타

낼 때 SSe = 50.83333로 구해짐을 알 수 있다. 네 개의 분산성분들과 관련된 제곱합이 각 벡터부분공
간으로의 사영에 의하여 구해졌기 때문에 적률법에 의한 분산성분을 추정하기 위해 Hartley (1967)의

합성법으로분산성분의계수를추정한다. 식 (7.2)의분산성분을구하기위한방정식들은

SSb = 24σ2
δ + 8σ2

ν + 6σ2
(δγ) + 2σ2

ϵ ,

SSw = 16σ2
ν + 4σ2

ϵ ,

SSbt = 18σ2
(δγ) + 6σ2

ϵ ,

SSe = 12σ2
ϵ (7.8)

로주어지고분산성분의추정값들은

σ̂2
δ = 2.5416667, σ̂2

ν = 1.2083333, σ̂2
(δγ) = −0.2638889, σ̂2

ϵ = 4.2361111 (7.9)

로구해진다. σ̂2
(δγ)이음수이므로분산성분은 0으로추정된다. 식 (2.3)으로부터 Σ̂은

Σ̂ = σ̂2
δQbQ

′
b + σ̂2

νWW ′ + σ̂2
(δγ)QbtQ

′
bt + σ̂2

ϵI (7.10)

이다. 식 (6.2)의조건을만족시키는 a로

a = (0.4,−0.4, 0.4, 0.4, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1,−0.1,−0.1,

− 0.1,−0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1) (7.11)

라두면 a′β̂ = 14.7로구해진다. V̂ar(a′β̂) = 0.1694444로추정된다.

8. 결론

본 논문은 분할구의 실험자료 분석에서 실험단위의 크기에 따른 추가적인 오차항 외에 처리들의 효과에
확률효과가 포함될 때 혼합모형의 가정하에서 사영분석하는 방법을 논의하였다. 사영분석의 결과는 기

존의 분산분석에 따른 결과와 동일함을 보였다. 다시말하면, 사영분석 또한 자료의 분산분석에 이용될

수 있는 한 방법임을 입증하고 있다. 사영을 이용할 때, 변동요인에 따른 변동량의 계산을 위한 모형구
축과 모형적합을 구체적으로 논의하였다. 잔차벡터에 대한 확률모형의 모형적합을 통해 분산성분의 추

정을 위한 변동요인의 변동량을 사영으로 구할 수 있음을 나타내었다. 즉 변동량은 변동요인과 관련된
벡터부분공간으로의 사영으로 구할 수 있음을 다루었다. 또한 변동요인의 제곱합에 대한 기댓값 계산에

Hartley의 합성법을 논의하였다. 그리고 고정효과의 추정가능함수에 대한 추정방법으로 가중최소제곱
법을이용하였고추정량의분산에대한추정치의계산과정도구체적으로다루었다.
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요 약

본 논문은 분할구실험으로 부터 주어진 자료분석을 위해 사영을 이용하는 방법을 다루고 있다. 분할구 실험의 특성
으로 서로 다른 크기의 실험단위를 나타내는 오차항과 처리에 포함된 확률효과가 존재할 때 이들 분산성분의 추정에

사영을 이용하여 구하는 방법을 제시하고 있다. 분산성분 추정을 위해 잔차벡터에 대한 확률모형의 구축을 다루고
있다. 고정효과를 제외한 확률효과에 따른 제곱합의 계산을 위해 상수적합법이 적용되고 있다. 적률법에 의한 분산

성분 추정을 위해 변동량의 기댓값 계산에 합성법을 이용한다. 고정효과들의 선형함수로 주어지는 추정가능함수에

관한추정을다루고있다.

주요용어: 분할구실험, 분산성분, 사영, 상수적합법, 추정가능함수.
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