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Abstract

Many stochastic processes satisfy the Markov property exactly or at least approximately. An interested

property in the Markov process is the first passage time. Since the sequential analysis by Wald, the approx-

imation of the first passage time has been studied extensively. The Statistical computing technique due to

the development of high-speed computers made it possible to calculate the values of the properties close to

the true ones. This article introduces an exponentially weighted moving average (EWMA) control chart as

an example of the Markov process, and studied how to calculate the average run length with problematic

issues that should be cautioned for correct calculation. The results derived for approximation of the first

passage time in this research can be applied to any of the Markov processes. Especially the approximation

of the continuous time Markov process to the discrete time Markov chain is useful for the studies of the

properties of the stochastic process and makes computational approaches easy.

Keywords: Markov process, first passage time, average run length, integral equation, transition matrix,

Weibull distribution

1. 서론

최초통과시간(first passage time; FPT)은확률과정(stochastic process)이어떤정해진경계선(bound-

ary)을 최초로 통과하는데 걸리는 시간을 의미한다. 확률과정은 시간에 따라 전개하는 과정을 말하는

데, 좀 더 명확하게는 확률변수에 의해 결정되는 시스템의 전개를 연속된 시간의 함수로 표현한 것을 말

한다. 이 때 시간은 연속된 시간(continuous time)과 이산된 시간(discrete time)으로 구분되지만, 관
측되는 확률과정은 시간의 구분에 관계없이 이산된 시간에 의해 표현될 수 있다. 이산된 시간에서의 대

표적 확률과정으로 Markov 과정을 들 수 있는데 이는 기억하지 못함(memorylessness)으로 특징되는

Markov 특성을 만족하는 확률과정이다. Markov 과정이 취하는 값, 즉 상태공간(state space)은 이산

적 상태공간(countable state space)과 연속된 상태공간(continuous state space)으로 구분된다. 여기

서는 연속된 상태공간을 가지는 Markov 과정이 주어진 경계선을 최초로 통과하는 시간, 즉 최초통과시

간에 대한 통계적 특성을 계산하는 통계계산 과정에 대해 알아보고자 한다. X1, X2, . . .를 동일독립 분
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포를 따르는 확률변수의 열이라 하자. 이 때 알려진 함수 g와 모수 θ에 대해, 통계량 g(X; θ) = g(X)를

사용한 Markov 과정은다음과같이정의한다.

Ht = h1 · g (Xt; θ) + h2 ·Ht−q, t = 1, 2, . . . ,

H0 = z.

단, h1, h2는 알려진 상수이고 z는 시작상태 값을 나타낸다. 확률과정 Ht의 경계선을 (l, u)라 하면, 최

초통과시간은

T (z) = min
t
{Ht ̸∈ (l, u)}

와 같이 정의된다. 여기서 구간 (l, u)는 일시상태(transient state), 그 여집합인 (l, u)c는 흡수상

태(absorbing state)가 된다. 경계선을 가진 Markov 과정의 최초통과시간은 통계적 분석에서 여러

분야에 연구된다. 예를 들면, 가설검정을 위한 축차확률비검정(sequential probability ration test), 시

계열분석에서 AR(1) 모형의 최초통과시간 연구, 관리도에서 런길이(run length)의 연구 등이다. 이러

한 연구에서 공통점은 통계량이 Markov 과정이라는 것과 함께 이 과정은 경계선을 최초로 통과하게 되

면그것을인지한다음다시처음의시작값(H0 = z)에서동일한과정을반복한다는것이다. 이때최초

통과시간은 확률변수로서 그 특성을 비교하기가 어려우므로 평균과 분산 등을 사용하여 상대적 특성을
비교한다. 최초통과시간의 평균과 분산은 계산에 있어 두 가지 문제점을 가지고 있다. 첫째는 Markov

과정을 형성하는 통계량 g(X; θ)의 확률밀도함수가 알려져 있지 않은 경우, 둘째는 g(X; θ)의 확률분포

를 사용할 때 평균이나 분산의 계산을 위한 적분식이 알려진 형태의 닫힌 형태(closed form)로 나타낼

수없는경우이다.

최초통과시간의평균은 T (z)의확률함수(probability mass function; pmf)가 fT (z)(t)이면

E [T (z)] =

∞∑
t=1

t · fT (z)(t) (1.1)

으로표현된다.

이 논문에서는 여러 가지 방법의 이론적 연구보다 실제 계산에 있어 어떤 방법을 사용하는 것이 실질
적으로 더 정확하고 효용성이 있는가를 판단하고 비교하는데 있다. 따라서 R 언어를 사용한 실제 계산

에서 어떤 함수를 어떻게 사용하는 가를 보여주고 발생하는 계산상의 문제를 해결하고 원하는 정확도

를 얻을 수 있는 방법에 대해 설명하고자 한다. 이러한 방법을 설명하는데 있어 Markov 과정을 사용

하는 대표적인 예로서 지수가중 이동평균(exponentially weighted moving average; EWMA) 관리도
를 사용한다. 관리도에서는 최초통과시간을 런길이(run length)라 하고 그 평균을 평균런길이(average

run length; ARL)라 한다. 지수가중 이동평균 관리도는 Hunter (1986)와 Waldmann (1986) 이후

Chang과 Gan (1994), Crowder와 Hamilton (1992), MacGreger와 Harris (1993) 등 많은 연구가 되
어 왔다. 특히 지수가중 이동평균 관리도의 평균런길이에 관한 연구는 Crowder (1987a, b) 이후 Gan

(1993, 1995, 1998), Gan과 Chang (2000), Lucas와 Saccucci (1990), Park와 Won (1996) 등에 의해

연구되었다.

또한 확률변수 X와 함수 g(X)의 분포가 알려지지 않은 경우의 예로서, Weibull 분포의 경우를 예로

사용한다. 관리도의 연구에 사용되는 분포로는 정규분포가 가장 널리 사용되어 왔지만 공정특성치가
비대칭 분포를 따를 때는 Weibull 분포가 대표적인 분포로 사용되었다. 이에 대한 연구로는 Chan 등

(2015), Nichols와 Padgett (2005), Pascual (2010), Ramalhoto와 Morais (1999) 등이있다.
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공정으로부터일정시간간격으로취한표본을

Y i = {Yij , i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , n}

라 하고 Yij ∼ Weibull(scale = η, shape = β) 분포를 따른다고 하자. 이 때 Weibull 분포의 척

도(scale) 모수 η를 관리하기 위해서는 로그함수인 smallest extreme value(SEV) 분포를 사용하면 편

리하다. 관측값의로그변환은

Xij = log (Yij) ∼ SEV

(
location = ξ = ln(η), scale = σ =

1

β

)
을 따르고 Weibull 분포의 척도모수 η는 SEV 분포의 위치(location) 모수에 해당함을 알 수 있다. 이

때 E(Xij) = ξ − γσ (γ = 0.5772, Euler constant)이 되어 주어진 β(주어진 σ)에서는 Weibull 분포의

척도모수 η를 관리하는 것은 SEV 분포의 위치모수 ξ를 관리하는 것이고 이는 Xij의 표본평균 X̄i를 통

해관리할수있다. 관리상태 (ξ = ξ0)일때

E(X̄i) = ξ0 − γσ, Var(X̄i) =
π2σ2

6n

이된다. 표본평균 X̄i를사용한지수가중이동평균은아래와같이정의한다.

Et = rX̄t + (1− r)Et−1, i = 1, 2, . . . ,

E0 = ξ0 − γσ.

지수가중이동평균관리도의절차는 kσ 한계를사용하여, 관계식

Et ≤ ξ0 − γσ − k ·
πσ√
6n

√
r

2− r 또는 Et ≥ ξ0 − γσ + k · πσ√
6n

√
r

2− r

을 최초로 만족하는 시점에서 이상신호를 준다. 위 식에서 Et는 Markov 과정에 해당되고 이때 h1 = r,

h2 = 1− r, z = ξ0 − γσ이다.

제 2절에서는 Markov 과정을 만족하는 관리도의 평균런길이를 계산하는 세 가지 방법, 즉 가우시안 구
적법, Riemann 합, 그리고 Markov 연쇄 근사에 대한 설명을 하고 제 3절에서는 g(Xi) = X̄i의 확률

밀도함수 및 분포함수의 계산, 제 4장에서는 전이행렬의 계산 상의 문제점과 그 해결책을 설명한다. 제

5장에서는계산된결과의신뢰도에대해모의실험을통해알아보았다. 실제계산과정은 R 언어를사용

하였다.

2. 평균런길이의 근사 계산 방법

평균런길이를 계산하는 방법으로는 크게 세가지가 있다. 평균런길이에 대한 적분식을 표현한 다음, 적

분을 가우시안 구적법을 근사시키거나 동일 구간으로 나눈 다음 Rieman 합을 사용하는 두 가지 방법,

그리고 관리통계량 Et를 이산적 Markov 연쇄로 근사시켜 최초통과시간의 평균을 구하는 방법이다. 적

분식을 사용한 연구로는 Champ와 Rigdon (1991), Gianino 등 (1990) 등이 있다. 특히 Knoth (2003,

2004, 2005, 2007)는 지수가중 이동평균 관리도의 평균런길이의 계산에 대한 심도있는 연구를 하였고,

R 패키지 ‘spc’를작성하여관리도의특성을연구하는데많은도움을주었다.
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2.1. 가우시안 구적법의 사용

일반적으로 fT (z)(t)의 표현은 잘 알려져 있지 않다. 따라서 식 (1.1) 대신 Markov 특성과 통계량

g(X1; θ)의 pmf인 fg(X1)(x)를사용하여아래와같은적분식을사용한표현이많이이용된다.

E [T (z)] =

∫
A

E [T (z)|g(X1) = x] · fg(X1)(x)dx+

∫
AC

E [T (z)|g(X1) = x] · fg(X1)(x)dx.

단, A = {x; l < h1x+ h2z < u}. L(z) = E[T (z)]라하면위식은다음과같이다시표현할수있다.

L(z) = 1 +
1

h1

∫ u

l

L(y)fg(X1)

(
y − h2z

h1

)
dy. (2.1)

식 (2.1)의 왼쪽과 오른쪽의 적분에는 동일한 함수 L이 있고 오른쪽의 적분이 직접적으로 풀리지 않

기 때문에 다른 방법으로 함수 L을 풀어야 한다. 식 (2.1)의 오른쪽 적분은 가우시안 구적법(Gaussian

quadrature method)을사용하여근사적으로표현하면다음과같다.∫ u

l

L(y)fg(X1)

(
y − h2z

h1

)
dy ≈

m∑
j=1

wG
j · L

(
xGj

)
fg(X1)

(
xGj − h2z

h1

)
. (2.2)

단, {xGj , j = 1, 2, . . . ,m}과 {wG
j , j = 1, 2, . . . ,m}는 구간 (l, u)에서 m개의 가우시안 구적

점(quadrature point)과 가중치(quadrature weight)를 의미한다. 일반적으로 가우시안 구적법을 사
용하면적분을근사시킬때구적점의수를크게하면오차가줄어든다.

이제 식 (2.1)와 (2.2)에서 함수 L에 m개의 가우시안 구적점을 대입하여 정리하면 다음과 같이 정리할
수있다. 

L
(
xG1
)

L
(
xG2
)

...

L
(
xGm
)

 =


1

1
...

1

+CG


L
(
xG1
)

L
(
xG2
)

...

L
(
xGm
)

 .

단, CG는 m×m행렬로서 각 요소는 cGij = (1/h1)w
G
j fg(X1)((x

G
j − h2x

G
i )/h1)이다. 위 식으로부터 다

음결과를얻는다. 
L
(
xG1
)

L
(
xG2
)

...

L
(
xGm
)

 =
(
I −CG

)−1

1.

단, I는차원 m인단위행렬, 1은차원 m인 1벡터이다. 따라서시작값이 xGs 인지수가중이동평균관리
도의평균런길이는

L
(
xGs

)
≈ sG′

·
(
I −CG

)−1

· 1 (2.3)

으로 근사됨을 알 수 있다. 단, sG는 m차원 벡터로서 xGs 에 해당하는 요소만 1이고 나머지는 0이다.최

종적으로 시작값이 z인 지수가중 이동평균 관리도의 평균런길이는 z에 가장 가까운 xGs 를 찾고 이에 해

당하는식 (2.3)의값으로대신한다.
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2.2. Rieman 합의 사용

가우시안 구적법과 유사하지만 Riemann 적분의 원리를 사용한 계산법도 유용하게 사용될 수 있다. 즉,

적분 구간을 사다리 꼴로 배분하여 면적을 계산한 다음 그 합(Riemann 합)을 구하여 적분의 근사치로
사용하는 것이다. 이때 적분 구간을 배분하는 부구간의 수를 많이 하면 오차가 줄어든다. 사다리 꼴을

사용한 Riemann 합은다음과같이표현된다.∫ u

l

L(y)fg(X1)

(
y − h2z

h1

)
dy ≈

m∑
j=1

wR · L
(
xRj

)
fg(X1)

(
xRj − h2z

h1

)
.

단, {xRj , j = 1, 2, . . . ,m}과 {wR, j = 1, 2, . . . ,m}는 구간 (l, u)을 m개의 동일 부구간으로 나누었을
때 각 구간의 가운데 값과 각 구간의 넓이를 의미한다. 따라서 wR = (u − l)/m이다. 가우시안 구적법
에서와유사한과정을통해아래식을얻는다.

L
(
xR1
)

L
(
xR2
)

...

L
(
xRm
)

 =


1

1
...

1

+CR


L
(
xR1
)

L
(
xR2
)

...

L
(
xRm
)

 .

단, CR는 m ×m행렬로서 각 요소는 cRij = (1/h1)w
R
j fg(X1)((x

R
j − h2x

R
i )/h1)이다. 위 식으로부터 다

음결과를얻는다. 
L
(
xR1
)

L
(
xR2
)

...

L
(
xRm
)

 =
(
I −CR

)−1

1.

시작값 z에가장가까운부구간의중심값을 xRs라하면최초통과시간의평균은

L(z) ≈ sR′
·
(
I −CR

)−1

· 1

으로 근사됨을 알 수 있다. 단, sR은 m차원 벡터로서 시작값 z가 속한 부구간의 값은 1이고 나머지는

모두 0이다.

2.3. Markov 연쇄의 근사

Markov 과정의 연속적 전이상태 구간(transient state interval)을 여러 개의 부구간(sub-interval)으로

나누고 각각의 부구간이 하나의 전이상태를 나타내도록 한다. 즉 전이상태 구간 (l, u)를 m개의 동일한

크기의부구간으로분리하여각전이상태구간 {Ij , j = 1, 2, . . . ,m}를아래와같이정의한다.

Ij =
(
l + (j − 1) · wM , l + j · wM

)
.

단, wM = (u− l)/m. 또한각전이상태구간의중심값을 xMj = l+(j− 0.5) ·wM , 각구간의 (하한, 상

한)은 (lj , uj) = (l + (j − 1) · wM , l + j · wM )라정의한다.

상태 xi에서상태 xj로가는전이확률 pij는다음과같이계산된다.
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pij = P
{
lj < h1g(X1) + h2x

M
i < uj

}
= P

{
lj − h2x

M
i

h1
< g(X1) <

uj − h2x
M
i

h1

}
.

통계량 g(X1)의분포함수가 Fg(X1)으로알려져있다면

pij = Fg(X1)

(
l + jwM − h2x

M
i

h1

)
− Fg(X1)

(
l + (j − 1)wM − h2x

M
i

h1

)
(2.4)

이된다. 분포함수 Fg(X1)가알려져있지않은경우에는표본으로부터추정한 F̂g(X1)를사용한다. 이러

한 Markov 연쇄의전이확률행렬은다음과같이근사적으로표현할수있다.

CM =


p11 p12 · · · p1m
p21 p22 · · · p2m
...

...
. . .

...

pm1 pm2 · · · pmm

 . (2.5)

단, 이 전이확률은 Markov 과정이 상태 i에 있을 때는 항상 해당 상태공간 i의 중심값을 가진다는 가

정하에 근사된 것이다. 전이확률행렬의 l 제곱의 (i, j) 요소 (CM )li,j는 상태 xi에서 l 시점 후에 상태

xj로가는확률을의미한다. 따라서

∞∑
l=0

(
CM

)l
i,j

= P {# of visits to xj until signal|E0 = xi}

이되고, Markov 과정의최초통과시간에대한평균값은아래식에의해계산된다.

L(z) ≈ sM′ [
I −CM

]−1

1.

단, sM은 m차원 벡터로서 시작값 z가 속한 전이상태 구간의 값은 1이고 나머지는 모두 0이다. 만

일 경계선이 한쪽만 있는 경우에는, 예를 들면 전이상태 구간이 (−∞, u), 누적분포함수 Fg(X1) 범위

(0, Fg(X1)(u))를 m개의 동일 부구간으로 나눈 다음 다시 역함수를 취하여 각 전이상태 구간 {Ij , j =

1, 2, . . . ,m}를아래와같이정의한다.

Ij =

(
F−1
g(X1)

(
j − 1

m
Fg(X1)(u)

)
, F−1

g(X1)

(
j

m
Fg(X1)(u)

))
.

또한 각 전이상태 구간의 중심값을 xMj = F−1
g(X1)

[{(j − 0.5)/m}Fg(X1)(u)]로 정의하고 식 (2.4)와 동일

한 공식을 적용하여 전이확률행렬 식 (2.5)를 구할 수 있다. 경계하한만 있는 경우도 이와 유사한 과정

을통하여계산할수있다.

3. 통계량 g(X)의 분포함수

앞 장에서 설명한 세 가지 방법은 서로 유사하지만 조금씩은 다른 면이 있다. 가우시안 구적법과 Rie-

man 합의 사용은 적분 구간을 인위적으로 나눈 다음 사다리 꼴의 면적을 계산하여 더하는 과정은 동일
하나 적분구간을 나누는 방법이 다르다. 다만 Markov 연쇄를 사용하는 방법은 Markov 연쇄의 특성을

통하여평균런길이를계산하는점이앞의두방법과다르다. 계산상으로는전자의두방법은 g(X)의확

률밀도함수를사용하게되고후자는분포함수를사용하는것이다르다.
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Markov 연쇄의 근사 방법은 관리도 통계량을 Markov 연쇄로 근사함으로써 계산문제에서 두 가지 장점
을 가지고 있다. 첫째는 관리통계량을 Markov 연쇄로 나타냄으로써 관리도의 다양한 특성을 규명하는
데 유용하게 사용될 수 있다. 이에 관한 연구는 Park(2007), Park 등 (2004), Park과 Reynolds (1999,

2008) 등이있다. 둘째는 g(X)의분포함수를사용하는점이가우시안구적법과 Rieman 합을사용하는

방법과의 차이점이다. 이론적으로는 확률밀도함수를 사용하거나 분포함수를 사용하는 것이 대등하지만

실제 계산을 통해 근사값을 구하는 경우는 많이 다를 수 있다. 특히 관리한계의 폭이 넓을 때는 공정이
관리상태일 때 관리통계량이 관리한계 내에 있을 확률이 1에 가깝게 되는데, 이 때 가우시안 구적법과
Rieman 합의 사용에서는 확률밀도함수의 근사값을 사용한 사다리꼴의 면적의 합이 1을 초과하는 경우

가 자주 발생하고 그 때문에 평균런길이가 음수로 계산되는 오류를 범하게 된다. 이런 문제는 구적점의
수나 구간의 수를 크게 하여도 해결되지 않는다. 그러나 Markov 연쇄의 근사에서처럼 분포함수를 사
용하면 관리통계량이 관리한계 내에 있을 확률의 추정값(표본분포함수)이 구간의 수에 관계없이 항상 1

보다작게나오게되어신뢰할수있는값을보증한다. 이와같은이유로평균런길이를계산하는문제는
Markov 연쇄의근사에대해고려하기로한다.

앞 장에서 정의한 Markov 과정의 최초통과시간의 기대값은 통계량 g(X)의 분포함수를 알아야 계산

할 수 있다. 이것은 확률변수 X가 잘 알려진 확률변수일지라도 그것의 함수 g(X)의 분포는 알려져 있

지 않는 경우가 많다. 예를 들면, X가 정규분포를 따르는 n차 벡터이고, 즉 iid이면 함수 g(X1) =∑n
k=1X1k/n일 때 N(µ, σ2/n)이다. 그러나 X가 Weibull 분포를 따르면 그 평균의 분포함수에 대해

구체적으로 닫힌 형태를 구할 수 없다. 이러한 경우에는 X의 분포로부터 모의실험을 통해 난수를 생성

하고 그 난수의 함수값 {g(X1), g(X2), . . . , g(XN )}을 사용하여 분포함수를 추정할 수 있다. 특정 x값

에서분포함수를계산하는대표적인 R함수는 ‘ecdf’가있고, 이를 x의범위내모든실수값에서표현하

기위해서는 R함수 ‘approxfun’을사용할수있다. 이를수행하는알고리즘은다음과같다

1) Generate N random vectors {xi = (xi1, xi2, . . . , xin), i = 1, 2, . . . , N} from distribution fx.

2) Calculate D = {g(x1), g(x2), . . . , g(xN )}.

3) Estimate the distribution function (df) of g(X) using ‘ecdf’ at each point in D.

4) Estimate the df curve using ‘approxfun’ for values in (min(D), max(D)).

R함수 ‘approxfun’은 ‘ecdf’를 부드러운 곡선으로 적합시켜 관측된 g(x)의 범위 내에서 모든 g(x) 값에

대해분포함수를계산할수있다. 주어진어떤값 x 에대해분포함수는

F̂ (x) = approxfun (X, ecdf(X)(X)) (x)

로추정한다.

4. 전이행렬의 계산

Markov 연쇄의 전이행렬 식 (2.5)는 전이확률 식 (2.4)로 구성되어 있다. 이때 전이확률은 사전상

태(prior state)에서 사후상태(posterior state)로 가는 조건부확률을 의미하는데 이 확률의 값은 사전

상태와 사후상태가 멀리 떨어져 있을 때 작아진다. 전이확률을 계산할 때는 인자값(가장 작은 값, 가장

큰값)은 (
l1 − (1− r)xMm

r
,
um − (1− r)xM1

r

)
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Figure 4.1. The shape of 31× 31 transition matrix: “o” indicates the index (i, j) where the distribution function

is calculated, and “∗” indicates the index where the distribution function is not calculated and appeared as ‘NA’.

이 되고 ‘ecdf’ 함수에서 위의 인자 값에 대해 정의가 되어 있어야 한다. 그렇지 않으면 F̂g(X1)는

“NA”로 인식되어 계산할 수 없다. 예를 들어 m = 31인 Weibull 분포에서의 전이행렬을 계산할 때

인자의 값이 너무 작거나 너무 커서 ‘ecdf’에 의해 정의되지 않은 인자 값이 있는 경우는 전이행렬이

Figure 4.1과 같이 나타난다. Figure 4.1에서 행렬의 우상단과 좌하단 부근에서 ‘NA’로 나타나는 것은

실제 값이 0에 아주 가까운 값이 되는 경우이다. 전이행렬에서 이 문제점을 보완하기 위해서는 ‘NA’로

나타난 곳은 모두 0으로 대체한다. 이렇게 하면 “NA”가 없는 전이확률을 구할 수 있고 평균 최초통과
시간을계산할수있다.

또 주의해야 할 점은 대각원소(diagonal element)를 포함하여 모든 비 대각원소가 0일 수는 없다. 이것

은 Markov 연쇄에서어떤임의의전이상태에서다른또는동일상태로전이할가능성은 0 보다커야하

기 때문이다. 그렇지 않으면 이 상태는 흡수상태에 해당한다. 관리통계량의 분포에 비해 관리한계가 지
나치게 넓게 설정되어 있는 경우에는 Figure 4.1의 현상이극단적이 되어 하나의행에서 모든 열에 대한
값이 ‘NA’로 나타나는 현상이 발생할 수 있다. 이 때 ‘NA’를 모두 0으로 대체하면 그 해당 행의 모든
확률은 0이 되고 따라서 해당 상태는 전이상태가 될 수 없게 된다. 이러한 경우에는 표본분포함수를 모

든실수구간에서정의되도록아래와같이수정할필요가있다.

F̂M (x) =



1

2N
ex−min(X), x < min(X),

F̂ (x)− 1

2N
, min(X) ≤ x ≤ max(X),

2N − 1

2N
+

1− e−(x−max(X))

2N
, x > max(X),

여기서, X는 크기 N인 확률표본이다. 확률표본의 크기 N이 큰 경우에는 F̂M (x)에서 F̂ (x) 대신 단순

히 ecdf(X)(x)를사용하면계산시간을줄일수있다.
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그다음접하는문제는부구간의수 m이다. 관리통계량의시작값은적용여부에따라 0이아닌값도사

용할 수 있지만 일반적으로 0을 가정한다. 따라서 시작값 0을 중심값으로 하는 부구간을 정의하기 위해
부구간의수 m은홀수로사용한다. 구간의수가 m인평균런길이를 ARL(m)이라하면논리적으로

lim
m→∞

ARL(m) = E(T )

이됨을알수있다. 문제는얼마나큰 m을사용해야정확도가신뢰할만한값을계산하느냐이다.

일반적으로 평균런길이는 m이 커지면서 빠르게 한 값으로 수렴하는 모양을 보이게 된다. 따라서 최적

의 m값(m∗)은 절대적 기준보다 아래와 같이 상대적 중지조건(stopping criterion)을 제시하여 사용하

는것을추천한다.

m∗ = min
m
{|ARL(m)−ARL(m− 1)| < ε},

여기서, ε은 공차한계(tolerance)이다. 공차한계 ε은 구하고자 하는 값의 정확성에 따라 선택할 수 있으
며, 원하는정확성의범위내에서결정하면된다.

5. 모의실험과의 비교

제 2.3절에서 설명한 Markov 연쇄를 사용한 평균런길이의 계산 방법에 대해 정확도를 비교하기 위해
모의실험을 통해서도 평균런길이를 계산하였다. 제 1절의 Weibull 분포의 척도모수의 변화를 탐지하는

지수가중이동평균 관리도에서 평균런길이를 계산할 때에 모의실험과 Markov 연쇄를 사용한 방법의 비

교를위해다음과같은모수들을설정하였다.

n = 5, k = 2.5, σ = 1, δ = 0, 0.5, 1, 2, 3, 5

(
단위:

πσ√
6n

)
.

또한 관리상태일 때 SEV 분포의 평균을 0이 되도록 ξ0 = γσ로 하였다. 이때 X̄의 표준편차는

πσ/
√
6n이다. Weibull 분포의 척도모수의 변화에 따른 SEV 분포의 위치모수는 표준오차의 배수로

아래와같이표현하였다.

ξ = ξ0 + δ

(
πσ√
6n

)
.

확률밀도함수를 추정하기 위해 N = 10,000,000개의 Weibull 확률변수값을 추출하였고 로그변환을 통
해 SEV 분포의 난수로 사용하였다. Figure 5.1를 보면 전이상태의 개수 m이 커지면서 평균런길이가
빠르게 수렴하는 과정을 볼 수 있다. 이를 감안하여 행렬 CM의 차수는 m = 151을 사용하였다. Table

5.1에서는 Markov 연쇄를사용한평균런길이의계산이신뢰할만한값으로계산되는가를보기위해모
의실험을통한평균런길이와근사적 95% 신뢰구간을비교하였다. 표에의하면 Markov 연쇄에의한평

균런길이가 모의실험의 평균런길이의 95%신뢰구간에 잘포함되어계산 결과를신뢰할만하다고하겠다.

6. 결론

이논문에서는 Markov 과정의최초통과시간에대한예로서지수가중이동평균관리도를들어평균최초
통과시간인 평균런길이를 계산하는 데 사용될 수 있는 세가지 방법을 소개하고 비교하였다. 저자는 계

산의 정확성과 신뢰성을 위해 Markov 연쇄를 통한 근사 방법을 사용하였다. 또한 통계량의 분포함수가
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Figure 5.1. Average run length curve according to the number of sub-intervals (m).

Table 5.1. Comparison of the average run lengths by Markov chain and simulation

δ Markov chain (m = 151) Simulation (95% confidence interval)

0 136.729 137.058 (136.230, 137.886)

0.5 23.480 23.471 (23.355, 23.587)

1 7.515 7.518 (7.492, 7.545)

2 3.070 3.072 (3.065, 3.079)

3 2.070 2.069 (2.066, 2.073)

5 1.193 1.193 (1.191, 1.1906)

닫힌 형태로 표현될 수 없을 때 모의실험을 통해 추정한 다음 Markov 연쇄로의 근사를 통해 계산하는
과정과그에따른문제점및대책을제시하였다.

많은통계적확률과정이 Markov 과정을따르는사실을고려하면경계선내의구역을부구간으로나누어
서이산적 Markov 연쇄로근사시키는방법은여러분야에서다양하게적용될수있는도구로사용할수
있다. 이 때 이론적으로는 인지하더라도 실제 계산에서 여러 가지 어려움에 직면하게 되는데 이 논문이

제시한내용으로이러한계산적문제가해결될수있으리라판단한다.

이 논문에서 제시한 방법에 의하면 여러 다른 종류의 관리도 형태(예: 누적합 관리도)와 Markov 과정

에대한특성을분석하는데도움이되리라판단한다.
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Markov 과정의 최초통과시간을 이용한 지수가중

이동평균 관리도의 평균런길이의 계산

박창순a,1

a중앙대학교 응용통계학과

(2016년 10월 12일 접수, 2016년 11월 3일 수정, 2016년 11월 3일 채택)

요 약

많은 확률과정이 Markov 특성을 만족하거나 근사적으로 만족하는 것으로 가정된다. Markov 과정에서 특히 관심
을 끄는 것은 최초통과시간이다. 최초통과시간에 대한 연구는 Wald의 축차분석에서 시작하여 근사적 특성에 대한
많은 연구가 되어왔고 컴퓨터의 발달로 통계계산적 방법이 사용되면서 근사적 결과가 참값에 가까운 값을 계산할
수 있게 되었다. 이 논문은 Markov 과정의 예로서 지수가중 이동평균 관리도를 사용할 때 평균런길이를 계산하
는 과정과 계산상의 주의점, 문제점 등을 연구하였다. 이 결과는 다른 모든 Markov 과정에 적용될 수 있으며 특히

Markov 연쇄로의근사는확률과정의특성의연구에유용하고계산적접근을용이하게한다.

주요용어: Markov 과정, 최초통과시간, 평균런길이, 적분방정식, 전이행렬, Weibull 분포
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