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영향계수의 전달을 이용한 탄성 지지된 티모센코 호의 자유진동 해석
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Abstract: When Timoshenko arcs considering the shear deformation and rotatory inertia have elastic 

supports, the authors analyze in-plane free vibration of them by the transfer influence coefficient method. 

This method finds the natural frequencies of them using the transfer of influence coefficient after 

obtaining the transfer matrix of arc element from numerical integration of the differential equations 

governing the vibration of arc. In this study, two computer programs were made by the transfer influence 

coefficient method and the transfer matrix method for analyzing free vibration of Timoshenko arcs. From 

numerical results of four computational models, we confirmed that the transfer influence coefficient method 

is a reliable method when analyzing the free vibration of Timoshenko arcs. In particular, the transfer 

influence coefficient method is a effective method when analyzing the free vibration of arcs with rigid 

supports. 
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1. 서  론 

호(arc)의 진동에 관한 연구는 예전부터 Love1)

를 비롯하여 여러 연구자들에 의해 수행된 바 있

다. 호의 구조가 단순한 경우에는 지배 미분방정

식 역시 단순하므로 호의 자유진동을 이론적으로 

풀어낼 수 있지만, 호의 해석에 전단 변형과 회전 

관성을 고려하거나 또는 호의 임의의 위치에 스

프링 등의 탄성 지지가 존재하는 경우에는 상기

의 해석적인 방법보다는 유한요소법2)이나 전달행

렬법3)과 같이 컴퓨터를 이용하여 자유진동을 해

석하는 것이 효과적이다.

Choi4) 등은 이산계 곡선 보의 자유진동을 유한

요소-전달강성계수법5)으로 수행한 바 있다. 이 방

법은 유한요소법의 모델링 과정과 전달강성계수

법의 전달 과정을 이용한 진동해석 기법으로써 

이산계 곡선 보의 정확한 고유진동수를 구하기 

위해서는 해석 대상인 곡선 보를 수많은 곡선 보 

요소로 모델링해야하는 취약점이 있었고, 해석 시

에 전단 변형과 회전 관성을 고려할 수 없었다.
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Irie6) 등은 티모센코 호의 지배 미분방정식을 

수치 적분하여 전달행렬을 구한 후, 이 전달행렬

에 경계조건을 적용하여 고유진동수를 계산하였

다. 이 방법은 경계조건에 따라 고유진동수를 구

하는 방법이 달라져 프로그램화하기 복잡해지고, 

전달행렬법의 구조적인 취약점인 전달 계산 과정 

중에서 오류가 발생하는 단점을 해결하지 못했다.

이 연구에서 저자들은 전단 변형과 회전 관성

을 고려한 탄성 지지된 티모센코 호의 자유진동

을 효과적으로 해석하기 위하여 전달영향계수법7)

을 도입하였고, 4가지 계산 모델에 대해 수치 계

산을 수행하여 그 신뢰성 및 유효성을 확인한다.

2. 해석 알고리즘

2.1 모델링

Fig. 1 Analytical model

탄성 지지된 티모센코 호의 자유진동을 해석하

는 알고리즘을 설명하기 위해 Fig. 1에 나타낸 해

석 모델을 도입한다. Fig. 1에서 은 호의 반경이

고, 는 호의 전체 열림각이다. 그리고 호는 개

의 호 요소(arc element)와 이를 지지하는 스프링

으로 구성된다. 호 요소는 일정 단면을 가지며 전

단변형과 회전관성을 고려한다. 그리고 스프링은 

좌단과 우단의 경계조건을 고려하거나 구조물 중

간에 존재하는 탄성지지를 모델링한 것이다.

좌단부터 우단까지 순차적으로 모든 절점을 절

점 0, 절점 1, 절점 2, …, 절점 이라 부른다. 호

의 면내 자유진동을 해석할 경우, 각 절점의 변위

벡터d    는 접선방향과 반경방향의 

변위(  ) 및 각변위()로 구성되고, 힘벡터

 f    도 인장력( )과 전단력( ) 

그리고 굽힘모멘트( )로 구성된다. 절점들은 스

프링으로 지지되며, 이들 스프링의 상수들은 방향

별로 각각  ,  , 로 정한다.

2.2 호 요소의 전달행렬

Fig. 2 Arc element

Fig. 2는 절점   과 절점   사이에 존재하는 

번째 호 요소이다. 면내 자유진동을 하는 일정 

단면 호 요소의 운동방정식은 다음과 같다.8)






  




  






  

 (1)

여기서 는 밀도, 는 단면적, 는 고유각진동

수이고,   는 궁극적으로 다음 식과 같다.6) 

 

≈ 
≈

 

                            (2)

여기서 는 단면의 세장비(slenderness ratio)이

고, 는 단면 2차모멘트이다.

번째 호 요소의 인장력()과 전단력() 및 굽
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힘모멘트( )는 각각 다음 식과 같다.6) 



















               (3)

여기서 는 종탄성계수, 는 횡탄성계수, 는 

전단계수이다.

식 (1)과 식 (3)을 정리하여 행렬 미분 방정식으

로 표현하면



 z Uz                        (4)

가 되고,

U











     

     

     
     

     
     



 
 

 


   


  




  




               (5)

여기서 z는      와 같이 변위벡

터와 힘벡터로 구성된 상태벡터이다.

식 (4)에 Runge-Kutta-Gill법을 적용하여 수치적

으로 적분하면, 식(6)과 같이 절점   과 절점   

사이에 존재하는 번째 호 요소의 전달행렬의 부

분행렬(A  B  C  D )을 구할 수 있다.

df 



 


A  B C  D  

df                 (6)

이 연구에서 하첨자는 절점번호 또는 해당 호 

요소의 번호를 뜻한다.

2.3 전달영향계수법

기존의 전달영향계수법7)을 이용하여 고유진동

수를 찾아내는 과정을 간략히 정리하면 다음과 

같다.

절점 1의 영향계수행렬(T )은 식 (7)과 같이 첫 

번째 호 요소에 대한 전달행렬의 부분행렬(A , 
B , C , D )과 절점 0과 절점 1의 강성행렬(P , 
P )로부터 구할 수 있다.

T W  H                               (7)

이고, 여기서

W  G  P H G  C  D P H  A  B P 
                      (8)

 P  










  

  

   

절점 1을 제외한 나머지 절점의 영향계수행렬

(T )은 식 (9)로부터 연속적으로 계산할 수 있다.

T W  H      ⋯             (9)

이고, 여기서

W  G  P H G  C T  D H  A T  B 
                     (10)

 P  










  

  

   

행렬 W 을 구한 후, 식(11)의 진동수방정식에 

이분법(bisection method)9)을 적용하면 티모센코 호

의 고유진동수를 찾아 낼 수 있다.

W                                 (11)
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고유모드는 기 발표된 전달영향계수법7)과 동일한 

방법으로 구할 수 있으므로, 여기서는 생략한다.

3. 수치 계산

저자들은 전달영향계수법(TICM)과 전달행렬법

(TMM)으로 탄성 지지된 티모센코 호의 자유진동

을 해석할 수 있는 전산 프로그램을 MATLAB10)

을 이용하여 개발하였다. 개발된 프로그램은 계산

의 정확성을 높이기 위해 변수들을 무차원화 하

여 진동수 파라메타와 고유모드를 구하였다. 진동

수 파라메타()와 고유각진동수()의 관계는 식 

(12)와 같다.

 

 
                          (12)

3.1 계산 모델 I

Fig. 3에 나타낸 계산 모델 I은 포와송비()가 

0.3, 전단계수( )가 0.85, 단면 세장비( )가 100, 

열림각()이 인 티모센코 호이고, 경계조건은 

양단이 모두 고정이다.

Fig. 3 Computational model I

전달영향계수법과 전달행렬법으로 계산 모델 I

의 진동수 파라메타를 계산한 결과를 Table 1에 

나타내었다. 그리고 동일 모델에 대한 Irie6) 등의 

계산 결과도 Table 1에 제시하였다. Table 1을 통

해 확인할 수 있듯이 전달영향계수법 및 전달행

렬법 그리고 Irie 등의 계산 결과는 완전히 일치하

였다. 따라서 이 연구에 이용된 전달영향계수법 

및 전달행렬법 프로그램의 신뢰성을 확인할 수 

있었고, 이 연구에서 제시된 전산 알고리즘인 전

달영향계수법의 신뢰성을 확인할 수 있었다.

Order TICM TMM Irie et.

1 4.737 4.737 4.737

2 6.443 6.443 6.443

3 8.744 8.744 8.744

4 9.425 9.425 9.425

Table 1 Frequency parameters of model I

Fig. 4 1st natural mode of model I

Fig. 5 2nd natural mode of model I

계산 모델 I의 고유모드를 전달영향계수법과 

전달행렬법으로 계산한 결과도 잘 일치하였고, 

Irie 등의 결과와도 일치하였다. Fig. 4와 Fig. 5는 

전달영향계수법으로 구한 계산 모델 I의 1차와 2

차 고유모드이다. 그림에서 실선과 파선은 각각 

반경 및 접선방향의 변위를 나타내고, 점선은 각

변위를 10으로 나눈 값을 나타내었다. 이후의 고

유모드 그림에서도 이와 동일한 방법으로 고유모

드를 나타내었다.

3.2 계산 모델 II

계산 모델 II는 단면 세장비가 30이라는 것을 
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제외하고는 계산 모델 I과 동일하다.

저자들이 개발한 전달영향계수법과 전달행렬법 

프로그램으로 구한 계산 모델 II의 진동수 파라미

터와 Irie6) 등이 제시한 진동수 파라미터를 Table 

2에 나타내었다. Table 2에서 알 수 있듯이 전달

영향계수법 및 전달행렬법 그리고 Irie 등의 계산 

결과는 완전히 일치하였다.

계산 모델 II의 고유 모드를 전달영향계수법과 

전달행렬법으로 계산한 결과 역시 잘 일치하였고, 

Irie 등이 제시한 고유 모드와도 동일하였다. Fig. 

6와 Fig. 7은 전달영향계수법으로 구한 계산 모델 

II의 1차와 2차 고유 모드이다. 그림에서 실선과 

파선은 각각 반경 및 접선방향의 변위를 나타내

고, 점선은 각변위를 10으로 나눈 값이다.

Order TICM TMM Irie et.

1 4.554 4.554 4.554

2 4.965 4.965 4.965

3 6.634 6.634 6.634

4 7.688 7.688 7.688

Table 2 Frequency parameters of model II

Fig. 6 1st natural mode of model II

Fig. 7 2nd natural mode of model II

Fig. 8에 나타낸 계산 모델 III는 포와송비가 

0.3, 전단계수가 0.85, 단면 세장비가 50, 열림각이

인 반원호이고, 경계조건은 양단이 모두 고

정이다.

3.3 계산 모델 III

Fig. 8 Computational model III

저자들이 개발한 전달영향계수법(TICM)과 전달

행렬법(TMM) 프로그램으로 계산한 계산 모델 III

의 진동수 파라미터를 Table 3에 나타내었다. 

Table 3에서 알 수 있듯이 전달영향계수법 및 전

달행렬법의 계산 결과는 완전히 일치하였다.

Order TICM TMM

1 2.084 2.084

2 3.075 3.075

3 4.180 4.180

4 5.120 5.120

Table 3 Frequency parameters of model III

계산 모델 III의 고유모드를 전달영향계수법과 

전달행렬법으로 계산한 결과 역시 잘 일치하였다. 

Fig. 9와 Fig. 10은 전달영향계수법으로 구한 계산 

모델 III의 1차 및 2차 고유 모드이다.

Fig. 9 1st natural mode of model III
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Fig. 10 2nd natural mode of model III

3.4 계산 모델 IV

Fig. 11에 나타낸 계산 모델 IV는 계산 모델 III

의 중간에 반경방향의 고강성의 탄성지지가 추가

된 것으로 계산 시에는 해당 스프링상수의 값에 

1010을 대입하여 계산하였다. 

Fig. 11 Computational model IV

전달영향계수법 프로그램으로 계산한 계산 모

델 IV의 진동수 파라미터를 Table 4에 나타내었

다. 전달행렬법은 2차 이상의 진동수 파라미터를 

구하는 과정에서 행렬내의 계수 사이에 큰 값과 

작은 값이 존재하므로 사칙연산 과정에서 마무리 

오차가 누적되므로 수치적인 불안정 현상이 나타

나 제대로 진동수 파라미터를 구하지 못하였다. 

Order TICM TMM
1 2.084 2.094
2 4.180 ―

3 4.679 ―

4 5.913 ―

Table 4 Frequency parameters of model IV

     

Fig. 12와 Fig. 13은 전달영향계수법으로 구한 

계산 모델 IV의 1차와 2차 고유 모드이다. 고유 

모드를 살펴보면 호의 중앙에 존재하는 고탄성 

지지의 영향으로 호 중앙의 반경방향 변위가 0임

을 알 수 있다.

Fig. 12 1st natural mode of model IV

Fig. 13 2nd natural mode of model IV

5. 결  론

전단변형과 회전관성을 고려한 티모센코 호가 

탄성 지지된 경우, 이 구조물의 면내 자유진동을 

해석하기 위하여, 이 연구에서는 자유진동을 하는 

티모센코 호 요소의 방정식을 행렬형 미분방정식

으로 표현한 후, 수치 적분을 통해 호 요소 좌우

측 절점의 상태벡터의 관계인 전달행렬을 구한다. 

그리고 각 절점의 영향계수의 전달을 이용하여 

고유진동수와 고유모드를 계산하였다.

4가지 수치계산 모델을 대상으로 선행 연구자

의 계산 결과와 기존의 진동해석 기법인 전달행

렬법의 계산 결과를 이 연구에서 제시한 전달영

향계수법의 계산 결과와 비교해 본 결과, 전달영

향계수법의 신뢰성을 확인할 수 있었다.

특히, 호의 중간에 고강성의 탄성지지를 갖는 

경우에는 전달행렬법은 자유진동 해석 수행이 어

려운 반면에 전달영향계수법은 어려움 없이 자유

진동 해석이 가능함을 확인하였다.
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