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요  약 

광선 슈팅 문제는 주어진 기하 객체들에 대해서 직선을 따라서 이동하는 광선이 처음으로 부딪히는 객체의 점을 

찾는 문제이다. 광선은 보통 질의의 형태로 주어지기 때문에, 이 문제의 일반적인 해법은 다음과 같다. 먼저, 전처리 

과정으로, 주어진 객체들에 대한 자료구조를 구축한다. 그 다음, 이 자료구조를 이용하여 각 질의에 대한 답을 빠르게 

구한다. 본 논문에서는 축 상에 놓인 수직 선분들 집합에 대한 광선 슈팅 문제를 고려한다. 본 논문에서는 입력으로 

주어진 개의 수직 선분들에 대해 볼록 레이어 트리라고 부르는 새로운 자료구조를 제시한다. 이것은 수직 선분들의 

볼록 외피들의 레이어로 구성되는 이진 트리이다. 이 트리는  log  시간과   공간의 알고리즘으로 구축되

며 구현이 용이하다. 또한 이 자료구조를 사용하여 각 질의를 log  시간에 수행하는 알고리즘을 제시한다.

ABSTRACT 

The ray-shooting problem is to find the first intersection point on the surface of given geometric objects where a ray 
moving along a straight line hits. Since rays are usually given in the form of queries, this problem is typically solved as 
follows. First, a data structure for a collection of objects is constructed as preprocessing. Then, the answer for each 
query ray is quickly computed using the data structure. In this paper, we consider the ray-shooting problem about the 
set of vertical line segments on the -axis. We present a new data structure called a convex layer tree for  vertical line 
segments given by input. This is a tree structure consisting of layers of convex hulls of vertical line segments. It can be 
constructed in log time and  space and is easy to implement. We also present an algorithm to solve each 
query in log time using this data structure.
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Ⅰ. 서  론

광선 슈팅 문제(ray-shooting problem)는 이차원 평

면 또는 삼차원 공간 상에 주어진 객체 집합에 대해서, 

질의로서 주어진 어떤 한 점에서 출발한 광선이 처음으

로 부딪히는 객체의 점을 찾는 문제이다. 광선 슈팅 문

제는 계산기하학(computational geometry) 분야에서 다

루어지는 주요 연구 주제 중의 하나로서 최근까지 많은 

연구 결과가 발표되고 있으며[1-3], 컴퓨터 그래픽스와 

로보틱스 등의 응용 분야뿐만 아니라 계산기하학의 다

른 문제를 해결하는 핵심 기술로 활용된다[4-6].

광선 슈팅 문제의 해는 전형적으로 전처리과정과 질

의 알고리즘으로 구성된다. 전처리과정은 주어진 객체 

집합으로 자료구조를 구축하는 단계를 말하고, 질의 알

고리즘은 전처리과정에서 구축된 자료구조를 이용하여 

효율적으로 질의에 대한 답을 찾는 단계를 말한다. 광

선 슈팅 문제의 해의 효율성은, 질의 알고리즘의 수행 

시간뿐만 아니라 전처리과정에서 자료구조를 구축하는

데 걸리는 수행 시간과 구축된 자료구조의 기억 공간의 

크기에 의해 결정된다. 자료구조의 공간복잡도와 질의 

알고리즘의 시간복잡도는 보통 상충관계(trade-off)에 

있다. 

Pellegrini[7]는 개의 삼각형으로 구성된 객체 집합

에 대해서,   공간의 자료구조를 사용하여 효율

적인 log  질의 시간을 갖는 알고리즘을 제시하였

고,  Agarwal과 Matoušek[8]는 삼각형 객체 집합에 대

해서 거의 선형 공간의 자료구조를 사용하지만 질의 시

간이 로 다소 비효율적인 알고리즘을 제시하였

다. 좌표축에 평행한 개의 직사각형으로 구성된 객체 

집합에 대해서, Berg[9]는   공간의 자료구조를 

사용하여 log  질의 시간을 갖는 알고리즘을 제시

하였고, Sharir와 Shaul[10]는   공간의 자료구

조를 사용하면서   질의 시간을 갖는 알고리즘

을 제시하였다.

본 논문에서는 축 상에 놓인 개의 수직 선분들

로 구성된 객체 집합에 대한 광선 슈팅 문제를 고려한

다. 이들 수직 선분들의 집합은 밑변이 축에 위치한 

직사각형들의 집합을 단순화한 구조로 볼 수 있다(그

림 1). 따라서 수직 선분 집합에 대한 알고리즘을 직사

각형 집합에 대한 알고리즘으로 어렵지 않게 변형할 

수 있다.  

     (a) vertical lines              (b) rectangles

Fig. 1 Examples of geometric objects. 

본 논문에서는 이들 수직 선분들에 대해 질의로 주어

진 광선이 처음으로 부딪히는 수직 선분의 점을 찾는 

알고리즘을 제시한다. 질의로 주어지는 광선은 출발점

의 좌표와 이동 방향, 즉 기울기로 표현된다. 따라서 광

선을 반직선(half line)으로 해석할 수 있다. 앞으로의 기

술에서 광선과 반직선을 구분 없이 사용할 것이다. 본 

논문에서 다루는 기하 객체, 즉 수직 선분은 앞서 연구

된 기하 객체들보다 제약된 구조이기 때문에, 비효율적

이거나 구현이 매우 복잡한 기존의 알고리즘을 그대로 

적용하는 것이 바람직하지 않다. 본 논문에서는 기존 

알고리즘보다 훨씬 구현이 용이하며 효율적인 단순한 

알고리즘을 제시한다. 이를 위해 각 노드가 볼록 외피

들에 대응되는 새로운 자료구조인 볼록 레이어 트리

(convex layer tree)를 도입하고, 이를 구축하는 알고리

즘을 제시할 것이다. 2장에서는 시간복잡도와 공간복잡

도가 각각  log인 볼록 레이어 트리를 소개하고 

이를 사용한 log  시간의 질의 알고리즘을 제시한

다. 3장에서는 볼록 레이어 트리의 공간복잡도를 

으로 개선할 수 있음을 보이고, 이 볼록 레이어 트리를 

사용하여 질의 알고리즘도 수행 시간이 log으로 

개선될 수 있음을 보인다.  마지막 4장에서는 결론과 앞

으로의 연구 과제를 소개한다.

Ⅱ. 볼록 레이어 트리  

본 논문에서 제시하는 볼록 레이어 트리는 이진 트리

로서, 각 노드는 특정 구간, 즉 연속된 수직 선분들 그룹

에 대한 볼록 외피 정보를 가진다. 볼록 외피는 점들을 

둘러싸는 가장 작은 볼록 다각형이다. 트리의 루트는 

전체 수직 선분들에 대한 볼록 외피에 대응되고, 루트

의 왼쪽 자식은 수직 선분들의 왼쪽 절반에 대한 볼록 

외피, 오른쪽 자식은 오른쪽 절반에 대한 볼록 외피에 

대응된다(그림 2 참조). 재귀적으로, 트리의 각 내부 노

드는 부모 노드에 속한 수직 선분들에 대해서 왼쪽 절
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반 또는 오른쪽 절반에 대한 볼록 외피에 대응된다. 트

리의 각 잎 노드는 입력으로 주어진 각 수직 선분에 대

응된다. 그림 2에서 볼록 레이어 트리의 루트인 노드 A

는 8개 수직 선분들 전체에 대한 볼록 외피에 대응되고, 

왼쪽 자식 노드 B는 왼쪽 4개 수직 선분들에 대한 볼록 

외피, 오른쪽 자식 C는 오른쪽 4개 수직 선분들에 대한 

볼록 외피에 대응된다. 

Fig. 2 Convex hulls of vertical segments and the 
corresponding convex layer tree.

위에서 정의한 볼록 레이어 트리의 구축에 관련된 

공간복잡도와 시간복잡도를 다음 보조정리에서 기술

한다.

보조정리 1. 개의 수직 선분에 대한 볼록 레이어 트리

의 기억 공간의 크기는  log이다.

(증명) 수직 선분의 개수가 이면, 볼록 레이어 트리

는 개의 잎 노드를 가지므로 총 노드 수는 이며 

트리의 높이는 ⌈log⌉이다. 볼록 레이어 트리의 각 

노드에 볼록 외피의 모든 정보를 저장한다면, 볼록 레

이어 트리의 각 레벨의 노드들에 저장되는 볼록 외피들

의 크기의 합은 이 된다. 따라서 총 기억 공간의 

크기는  log이다. □

보조정리 2. 개의 수직 선분에 대한 볼록 레이어 트리

를 구축하는데 필요한 수행 시간은  log이다.

(증명) 입력으로 주어진 수직 선분들을 좌표의 오

름차순으로 정렬하여 배열 S[]에 저장하고, 볼록 레이

어 트리의 각 노드는 볼록 외피를 저장할 배열 CH, 왼

쪽 자식에 대한 링크 left, 오른쪽 자식에 대한 링크 right

로 구성된다고 하자. 배열 S[]에 저장된 선분들에 대한 

볼록 레이어 트리는 다음의 재귀 함수 makeCLTree(0, 

n-1)를 호출하여 구할 수 있다. 

볼록 레이어 트리의 잎 노드에 저장되는 수직 선분도 

(퇴화된) 볼록 외피로 처리한다. 두 볼록 다각형의 볼록 

외피를 선형 시간에 구할 수 있으므로, 위에 기술한 분

할정복법(divide and conquer) 알고리즘은 볼록 레이어 

트리를  log  시간에 구축한다. 정렬된 배열 S[]의 

구축에  log  시간이 소요되므로, 총 수행 시간은 

 log이다. □

볼록 레이어 트리를 사용하여 질의에 대한 답을 구하

는 알고리즘은 다음과 같다. 질의로 주어진 광선의 출

발점은 수직 선분들보다 위쪽에 위치한다고 가정하자. 

/* 함수 makeCLTree(start, end)는 S[start]부터 S[end]까

지 구간의 배열에 저장된 수직 선분들에 의한  볼록 

레이어 트리를 재귀적으로 구축한다. 

*/

Node makeCLTree(int start, int end) {

Node node = createNode();

if (start == end) {

node.CH에 수직 선분 S[start]를 저장한다; 

return node;

}

int mid = (start+end)/2;

node.left = makeCLTree(start, mid);

node.right = makeCLTree(S, mid+1, end);

노드 node.left와 node.right에 저장된 두 볼록 

외피의 볼록 외피를 node.CH에 저장한다;

return node;

}

1. 루트 노드의 볼록 외피와 질의로 주어진 반직선 

과의 교차 여부를 판별한다. 만일 서로 교차하지 않

으면, 어떤 수직 선분과도 교차하지 않으므로 “교차

점 없음”을 출력하고 알고리즘을 종료한다.

2. 만일 루트가 잎 노드이면, 노드에 저장된 수직 선분

과 과의 교차점을 질의에 대한 답으로 출력하고 

알고리즘을 종료한다. 

3. 루트의 왼쪽 자식의 볼록 외피와  , 그리고 루트의 

오른쪽 자식의 볼록 외피와 과의 교차 여부를 각
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다음의 보조정리는 위 질의 알고리즘의 시간복잡도

가 log임을 보여준다.

보조정리 3.  볼록 레이어 트리를 사용한 질의 알고리즘

의 수행 시간은 log이다.

(증명) 질의 알고리즘은 이진 트리의 재귀 성질을 바

탕으로 설계된 것으로 옳게 동작한다는 것을 직관적으

로 알 수 있다. 각 볼록 외피와 반직선과의 교차점은 바

이토닉 순서(bitonic sequence)에서 이진 탐색을 수행하

는 것과 같으므로 log  시간에 구할 수 있다. 최악

의 경우에 이진 탐색을 트리의 모든 레벨에서 수행해야 

하므로, 알고리즘의 수행 시간은 log이다. □

Ⅲ. 개선된 알고리즘  

먼저 볼록 레이어 트리의 기억 공간의 크기를 개선하

기 위한 방안을 소개한다.  각 내부 노드에 대응되는 볼

록 외피는 자식 노드에 대응되는 볼록 외피, 즉 두 분리

된 볼록 다각형의 볼록 외피이므로, 두 볼록 다각형에 

대한 위쪽 접선(supporting line)이 지나는 두 접점 사이

의 선분만 새롭게 볼록 외피의 에지로 추가되며, 나머

지 에지들은 기존의 두 볼록 다각형의 에지들 중에서 

선택된다(그림 3 참조). 그러므로 볼록 외피 전체에 대

한 정보가 아니라 두 접점에 대한 정보만 내부 노드에 

저장하더라도 충분하다. 잎 노드에는 입력으로 주어진 

수직 선분에 대한 정보가 저장되므로, 볼록 레이어 트

리의 개 각 노드에는 하나의 선분, 즉 두 점에 대

한 정보만 저장한다. 그러면 볼록 레이어 트리의 기억 

공간의 크기가 으로 개선된다. 따라서 다음 정리

가 성립한다.

정리 1.  개의 수직 선분에 대한 개선된 볼록 레이어 

트리의 기억 공간의 크기는 이다.

Fig. 3 The convex hull of two disjoint convex polygons

앞 절에서 기술한 재귀 함수 makeCLTree에서 각 노

드에 볼록 외피를 직접 저장하는 것 대신에 두 접점 정

보만 저장하고, 트리의 노드와 함께 구축된 볼록 외피

를 추가로 리턴하도록 수정하면, 개선된 볼록 레이어 

트리도  log  시간에 구축된다.

개선된 볼록 레이어 트리에서 수행할 질의 알고리즘

은 기본적으로 앞 절의 질의 알고리즘의 절차를 따르지

만, 더 복잡한 사례 연구가 필요하다. 질의로 주어지는 

반직선을 이라고 하고, 볼록 레이어 트리의 루트 노드 

에 저장된 선분을 라고 하자. 만일 가 잎 노드

라면 와의 교차점을 직접 구하여 질의에 대한 답을 출

력할 수 있다. 그렇지 않은 경우, 반직선 과 선분 의 

교차 여부에 대한 상황을 다음의 4가지 경우로 분류할 

수 있다(그림 4 참조). 

① 과 가 평행한 경우

② 이 의 왼편을 지나는 경우

③ 이 의 오른편을 지나는 경우

④ 과 가 서로 교차하는 경우

Fig. 4 Four cases for the situation of intersection 
between  and . 

경우 1: 과 가 평행한 경우에 은 노드 에 대

응하는 볼록 외피 와는 절대 교차하지 않는다. 그 이

각 판별한다. 둘 중 어떤 것과도 교차하지 않으면 

“교차점 없음”을 출력하고 알고리즘을 종료한다. 

4. 둘 중 하나만 교차한다면, 해당 자식 노드를 루트로 

하는 부트리에서 재귀적으로  알고리즘을 수행한다. 

5. 만일 둘 다 교차한다면, 그 중 좌표가 큰 교차점을 

가진 볼록 외피에 대응되는 노드를 루트로 하는 부

트리에서 재귀적으로 알고리즘을 수행한다. 
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유는, 볼록 다각형의 성질에 의해 의 모든 점은 를 

양 방향으로 연장한 직선의 아래쪽 영역에 놓여 있기 

때문이다. 이 경우에는 더 이상의 검사가 필요하지 않

으므로 알고리즘을 곧바로 종료한다.

경우 2: 이 의 왼편을 지난다는 것은, 과  가 

직접 교차하지 않지만 를 왼쪽으로 연장한 반직선과 

이 만나는 경우를 말한다. 이 경우는 노드 의 왼

쪽 자식에 대응되는 볼록 외피만 고려하면 된다. 그 이

유는 반직선 이 오른쪽 자식에 대응되는 볼록 외피와 

교차하기 위해서는 반드시 왼쪽 볼록 외피를 먼저 통과

해야하기 때문이다. 이 경우, 의 왼쪽 자식을 루트

로 하는 부트리에 대해 재귀적으로 수행을 계속한다.

경우 3: 이 의 오른편을 지나는 경우는 경우 2와 

대칭적이므로, 노드 의 오른쪽 자식에 대응되는 볼

록 외피만 고려하면 된다. 따라서 노드 의 오른쪽 

자식을 루트로 하는 부트리에 대해 재귀적으로 수행을 

계속한다.

경우 4: 과 가 교차한다는 정보만으로는 이 노

드 의 왼쪽 자식과 오른쪽 자식에 대응하는 각 볼록 

외피 중 어느 쪽을 먼저 만나는지 판단할 수 없다. 이것

은 의 두 자식 노드를 모두 검사해야 한다는 것을 

의미한다. 의 두 자식 노드를 모두 검사하면서 질의

를 로그 시간에 수행하기 위해서는 부가적인 관찰과 사

례 연구가 필요하다. 루트 노드 의 왼쪽 자식을 

, 오른쪽 자식을 라고 하자. 두 노드가 보유

하고 있는 선분을 각각 과 라고 하고, 각 노드에 대

응되는 볼록 외피를 과 라고 하자. 반직선 

과 두 선분 과 와의 교차 여부에 대한 상황을 다음

의 4가지 경우로 다시 분류할 수 있다(그림 5 참조).

Fig. 5 Four cases for the situation of intersection 
between  and each of   and  .

⑤ 이  또는 와 평행한 경우

⑥ 이  또는 와 교차하는 경우

⑦ 이 의 왼편 또는 의 오른편을 지나는 경우

⑧ 이 의 오른편과 의 왼편을 지나는 경우

경우 5: 이 두 선분과 모두 평행하다면, 은 어떤 

볼록 외피와도 만나지 않으므로 알고리즘을 곧바로 종

료한다. 만일 이 어느 한 선분과 평행하다면, 은 그 

선분이 속한 볼록 외피와는 만나지 않으므로, 다른 쪽 

선분을 가진 노드를 루트로 하는 부트리에 대해 재귀적

으로 수행을 계속한다.

경우 6: 이 두 선분 모두와 교차한다면, 좌표가 더 

큰 교차점을 가진 선분이 속한 볼록 외피가 다른 쪽 볼

록 외피보다 항상 먼저 과 만나게 된다. 따라서 이 선

분을 보유한 노드를 루트로 하는 부트리에 대해 재귀적

으로 수행을 계속한다.이 두 선분 중 하나만 교차한다

면, 교차하는 선분을 보유한 노드를 루트로 부트리에 

대해 수행을 계속한다. 

경우 7: 이 의 왼편을 지나는 경우 오른쪽 볼록 

외피 를 더 이상 고려할 필요가 없다. 따라서 노드 

을 루트로 부트리에 대해 재귀적으로 수행을 계

속한다. 마찬가지로 이 의 오른편을 지나는 경우는 

노드 를 루트로 부트리에 대해 재귀적으로 수행

을 계속한다.

경우 8: 이 의 오른편과 의 왼편을 지나면, 경

우 2와 경우 3에 의해 노드 의 오른쪽 자식에 대

응되는 볼록 외피와 의 왼쪽 자식에 대응되는 볼

록 외피만 고려하면 된다. 따라서 두 노드, 즉 의 

오른쪽 자식과 의 왼쪽 자식에 대해 경우 4와 같

은 방식으로 수행을 계속한다.

위의 사례 연구를 통해서, 질의 알고리즘에 분할정복

법 적용이 가능하다는 것을 보였다. 경우 1부터 8까지 

각 경우는 모두 상수 시간에 수행된다. 이 수행은 볼록 

레이어 트리의 각 레벨마다 한 번씩 수행되므로 총 수

행 시간은 log이다. 지금까지의 내용으로 다음 정

리가 성립한다는 것을 알 수 있다.

정리 2. 축 상에 개의 수직 선분이 놓여 있을 때, 이 
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수직 선분들을  log  시간과   공간으로 볼록 

레이어 트리를 구축할 수 있다. 또한, 볼록 레이어 트리

를 사용하여 질의로 주어진 광선이 처음으로 만나는 수

직 선분의 점을 log  시간에 찾을 수 있다.

Ⅳ. 결  론

본 논문에서는 축 상에 놓인 개의 수직 선분들에 

대한 광선 슈팅 문제를 해결하기 위한 효율적이며 구

현이 쉬운 자료 구조인 볼록 레이어 트리를 제시하였

다. 이 트리는  log  시간과   공간으로 구축

된다. 이 트리를 사용하여 광선 슈팅 문제의 질의를 

log  시간에 해결하는 알고리즘을 제시하였다. 이 

연구 결과는 삼각형이나 사각형 객체를 대상으로 하는 

기존 연구 결과와 비교할 때, 본 논문에서 다룬 수직 선

분 객체는 상대적으로 단순한 기하 객체이지만 자료구

조의 공간복잡도와 질의 알고리즘의 시간복잡도 면에

서 효율적이다. 앞으로의 연구 과제로는 축 상에 놓

이지 않은 수직 선분들에 대한 광선 슈팅 문제를 효율

적이며 구현하기 쉬운 자료구조와 알고리즘을 개발하

는 것이다. 
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