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Ⅰ. 서  론

기 임피던스 단층촬 법(EIT)은 비 괴 단층촬  

상 기법들 의 하나로서, 비용과 높은 순간 해상

도 등을 자랑한다. 이런 특징들 덕분에, EIT는 빠른 천

이과정의 이상 유동(two-phase flow)을 모니터링하기

에 합하다[1]. EIT는 심 도메인 내부의 기  특성

을 복원하는 비침투식 상 기법이다. 즉, 경계면에 부

착된 극들을 통해 류를 인가한 후, 측정되는 압

을 기반으로 내부 도 율 분포를 추정하고 상으로 복

원한다[2～3].

일반 으로 EIT는 크게 정문제와 역문제로 구분된다. 

정문제는 유한요소법과 같은 수치  기법 등을 기반으

로, 주입 류와 주어진 도 율 분포를 사용하여 경계

면의 압을 계산하는 과정을 말한다[2～3]. 역문제는 주

입 류와 측정 압을 사용하여 미지의 내부 도 율 

분포를 추정하는 것을 말한다[2～3]. 이 역문제에서 도

율 분포와 압과의 계는 비선형임으로, 일반 으로 

용 시 이를 선형화하여 사용한다.

그리고 도 율 분포를 추정하는 역문제 해법들에는 

크게 1-단계 방법과 반복  방법이 있다. 1-단계 방법

으로는 역투 법[5], NOSER[4], 1-단계 가우스-뉴턴 방
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법(oGN) 등이 있는데, 이 방법들은 측정된 균질의 도

율 값 는 계산된 최 의 도 율 근사치[4]를 기 으로 

역문제를 선형화하고 민감도 행렬 는 자코비안(Jacobian) 

행렬 등을 미리 계산함으로써, 짧은 시간 내에 도 율 

분포를 추정할 수 있는 장 이 있다. 하지만 공간 해상

도 측면에서 1-단계 방법들의 복원성능은 반복  방법

보다는 히 떨어지는 단 이 있다. 한편, 반복  가

우스-뉴턴(iGN) 방법[2, 6]과 같은 반복  알고리즘에서

는 정해진 갱신횟수에 도달하거나 허용오차를 만족할 

때까지 매 반복 연산마다 자코비안 행렬과 정문제를 계

산하면서 도 율 분포를 갱신한다. 그러므로 1-단계 알

고리즘들보다 더 나은 공간 해상도의 복원 상을 얻을 

수는 있지만, 최종 도 율 분포를 얻는데 시간이 오래 

걸리기 때문에, 빠른 천이 과정을 모니터링 하는 경우

에 이 반복  방법을 용한다면 유동의 실제 특징을 

복원하는데 실패할 수 있다.

따라서 빠른 천이 과정을 포함하는 이원 혼합물(binary 

mixture) 유동을 모니터링하기 해서는 역문제 계산시

간이 빨라야하기 때문에, 일반 으로 반복  알고리즘

들보다는 1-단계 알고리즘들을 더 선호한다.

최근에는 역문제 계산시간 측면에서 반복  방법의 

단 을 개선하기 해 역행렬 항목의 차원을 이는 방

법이 제안되었다[7～8]. 즉, 역행렬 항목의 차원을 기존의 

원소의 개수가 아닌 데이터의 개수로 교체함으로써, iGN 

방법에서 도 율 분포의 계산시간을 상당히 다[8]. 

하지만 공간 해상도 측면에서 복원 상의 해상도 개선

은 다소 은 편이다. 이는 단 행렬의 표  Tikhonov 

조정(regularization)을 사용하 기 때문이다. 그리고 일

반  Tikhonov 조정에는 직 으로 용하기 곤란하

다는 단 이 있다.

따라서 본 논문에서는 이원 혼합물 유동 응용분야에

서 온라인으로 용시킬 수 있도록, 역문제의 계산시간

을 일 뿐만 아니라 공간 해상도도 함께 향상시킬 수 

있는 역문제 해법인 빠른 iGN 방법을 제안하고자 한다. 

iGN 방법에 일반  Tikhonov 조정을 용하고 일반 조

정 행렬을 역행렬 항목에서 분리시킨다. 그리고 나서 

참고문헌[7～8]의 방법을 용시키면 역문제의 계산시간

을 일 수 있다. 한 기존 iGN 방법처럼 매 반복 연

산마다 자코비안 행렬을 계산하는 신에, 본 논문에서

는 한번만 미리 계산해 놓고 사용한다. 그러므로 온라

인 계산에서 자코비안 행렬을 계산할 필요가 없기 때문

에 기존의 iGN 방법보다 빠르게 최종 도 율 분포를 

추정할 수 있다. 제안한 방법의 복원성능과 역문제 계

산시간을 평가하기 해 몇 가지 시나리오를 가정하고 

모의실험을 수행하 다.

Ⅱ. 정문제

EIT 정문제는 극을 통한 주입 류와 심 도메인 

내부의 주어진 도 율 분포를 기반으로 극에 유기되

는 압을 계산하는 과정이다. 이 정문제는 완 극 

모델[9]의 노이만(Neumann) 형의 경계조건을 갖는 라

라스 방정식으로 기술된다. 즉,

∇⋅∇   in Ω (1)




   on ,   … (2)







     on ,   … (3)




    off ,   … (4)

여기서 Ω는 도메인, 는 도 율 분포, 는 내부 포텐

셜, 는 단 법선벡터, 은 -번째 극, 은 -번째 

극의 항, 는 -번째 극 상의 압, 는 -

번째 극에 주입한 류, 은 극의 개수이다.

정문제의 해를 구하기 해서 유한요소법을 사용하

다. 도메인을 유한개의 작은 삼각형 원소로 세분화하

고 각 원소내의 도 율 값은 일정하다고 가정한다. 그

리고 몇 단계를 거치면 정문제 해법인 다음의 선형방정

식을 얻을 수 있다[10].

A   (5)

여기서 A∈    ×    는 시스템 행렬, 
∈   × 는 노드(node) 압과 경계면 압으
로 구성되는 정문제의 해 벡터, ∈   × 는 
류를 포함하는 데이터 벡터, 는 노드의 개수이다. 정

문제에 한 보다 상세한 내용은 참고문헌[2～3, 10]을 참

조한다.

Ⅲ. 역문제 및 영상 복원 기법

1. 반복적 가우스-뉴턴 방법

EIT 역문제는 극을 통한 주입 류와 측정 압을 

사용하여 도메인의 도 율 분포를 추정하는 과정이다. 

EIT에서 도 율 분포와 압과의 계는 비선형이고 
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역문제의 불량조건(ill-posedness)을 해결하기 해 다

음과 같은 목 함수를 설정할 수 있다.

Φ 

    


R  (6)

여기서 ∈× 는 측정 압, ∈×는 계
산 압, 은 조정 인자, R∈ ×은 조정 행렬, 
는 도 율 분포에 한 사  정보, 은 데이터의 개수, 

은 원소의 개수이다.

목 함수를 최소화하는 과정을 통해, 도 율 분포 

에 한 1차 도함수와 2차 도함수를 구하고 정리하면 

다음과 같은 형 인 반복  가우스-뉴턴(iGN) 방법

을 얻을 수 있다.

 
 JJ  RR 
× JRR (7)

여기서 ∈ × 는 -번째 갱신된 도 율 분포이고, 

  , J   J   ∈ ×는 자코
비안 행렬이다. 그리고 식 (7)에서   로 두면, 최

종 으로 다음과 같이 iGN 방법을 얻을 수 있다.

 
JJ  Q J (8)

여기서 Q RR∈ ×이다. 일반 으로 iGN 방법

으로서, 식 (7)보다는 식 (8)이 리 사용되고 있다.

식 (8)에서 알 수 있는 바와 같이, 기존의 iGN 방법

에서 역행렬 항목의 차원은 ( × )이다. 그러므로 여

러 번의 갱신을 걸쳐 한 도 율 분포를 얻기까지는 

다소 시간이 많이 걸리게 된다. 특히, 원소의 개수가 증

가하면 그 계산시간은 더욱 증가하게 된다.

따라서 이런 단 을 해결하기 해 참고문헌[7～8]에서

는 역행렬 항목의 차원을 원소의 개수가 아닌 데이터의 

개수로 변환해주었다. 이 방법을 용하려면 먼  역행

렬 항목 내부의 조정 행렬 부분이 단 행렬이 되어야 

한다. 즉, 표  Tikhonov 조정인 R I ∈ ×이고 
Q I이어야 한다. 식 (8)을 다시 쓰면 다음과 같다.
 

JJ  I J (9)

그러므로 참고문헌[8]의 방법에 따라 는 데이터 형

태(data form)[11]에 따라 식 (9)와 수학 으로 동일한 

수식인 간략화된 iGN 방법을 얻을 수 있다.

 
JJJ  I (10)

여기서 I∈ ×는 단 행렬이다.

더불어, 참고문헌[8]에서는 조정 인자 를 매 반복 연

산마다 히 계산해 주는 방법을 제안하 으며 수정

된 iGN(mGN) 방법은 다음과 같다[8].

 
JJJ  D  (11)

여기서 D   diag∈ × ,   diagJJ , 
  min max이다.

2. 제안한 빠른 가우스-뉴턴 방법

이원 혼합물 유동 응용분야에서 온라인으로 도 율 

분포를 복원할 수 있는 알고리즘으로서 mGN 방법을 

용시키기에는 다소 무리가 있다. 왜냐하면 식 (11)에

서 보는 바와 같이, 역행렬 항목의 차원이 상당히 어

들었지만 갱신되는 도 율 분포에 따른 자코비안 행렬

을 매 반복 연산마다 계산해야하기 때문이다. 그리고 

통상 으로 조정 행렬을 표  Tikhonov 조정을 사용하

는 것보다는 일반  Tikhonov 조정을 사용하는 경우에 

더 나은 공간 해상도의 복원 상을 얻을 수 있다.

따라서 본 논문에서는 공간 해상도와 역문제의 계산

시간을 함께 향상시킬 수 있는 빠른 역문제 해법을 제

안하고자 한다.

식 (8)의 기존 iGN 방법을 이원 혼합물 유동 응용분

야에 용함에 있어서, 먼  식 (8)에서 역행렬 항목을 

다음과 같이 수정할 수 있다[12].

J J   Q    J J   Q½Q½ 
 Q½Q ½J J Q ½  I Q½ 
 Q QJ J Q  I  Q
 Q J J   I  Q

(12)

여기서 Q  Q ½ , J   J Q∈×이다.
따라서 식 (8)의 iGN 방법은 다음과 같이 다시 쓸 수 

있다.

 
 
QJJ  I  J (13)

여기서 식 (13)은 데이터 형태[11]의 도움을 받아 식 (10)

과 유사하게 표 할 수 있다. 즉,
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QJJJ  I (14)

그리고 이원 혼합물 유동에서는 균질의 도 율 분포

가 사  정보로서 활용될 수 있기 때문에, 균질의 도

율 분포에 해서 미리 최 의 도 율 근사치를 계산하

고 이를 기반으로 자코비안 행렬을 미리 계산할 수 있

다. 그러므로 식 (14)는 다음과 같이 바꿔 쓸 수 있다.

 
 
QJJJ  I (15)

그리고 만약 한 조정 인자가 미리 선택이 된다

면, 역행렬 항목은 오 라인에서 계산할 수 있다.

따라서 최종 으로 다음과 같이 제안한 빠른 iGN(fGN) 

방법을 얻을 수 있다.

 
 W (16)

여기서 WQJ  J J    I  ∈× .

3. 복원영상의 성능 평가 지표

복원 상에 한 역문제 해법들의 정량  비교를 

해 다음과 같은 상오차(IE)와 상 계수(CC)를 사용한

다[13].

IE  
    

 CC 








  

 



  



 



      

(17)

여기서 은 실제 도 율 분포, 은 최종 갱신된 도

율 분포, 는 의 평균값, 
는 의 평균값이다. 그

러므로 역문제 해법의 복원성능은 IE가 작을수록 좋고 

CC가 클수록 우수하다.

Ⅲ. 결  과

본 논문에서 제안한 방법과 기존의 역문제 해법들의 

상 복원성능을 평가하기 해 모의실험을 수행하고, 

그 결과를 비교하 다.

본 논문에서는 이원 혼합물의 유동이 수반되는 공정 

이 의 횡단면을 심 도메인으로 하고 이를 2차원인 

원형으로 간주하 다. 사용된 도메인의 반지름은 5cm

이고 높이는 1cm이다. 그리고 도메인의 경계면에 부착

된 극의 폭과 높이는 각각 1cm이며 그 개수는 16개

이다. 그리고 10mA 크기의 류를 인  방식[2]으로 

극을 통해 주입하 다. 한 정문제를 계산하기 해 

사용된 메시(mesh)는 1968개의 원소와 1049개의 노드

를 갖는 조 한 메시이고, 역문제를 계산하기 해 사

용된 메시는 492개의 원소와 279개의 노드를 갖는 성긴 

메시이다.

더불어, 배경의 도 율은 85×10-6 S/cm이고 기포의 

도 율은 3×10-17 S/cm로, 각각 수돗물과 공기의 도

율 값과 유사하다고 가정하 다. 그리고 모의실험에 사

용된 압 데이터에는 계산 압의 1%의 상  잡음

을 첨가하 다. 그리고 iGN 방법과 fGN 방법의 조정인

자는   ×으로 설정하고, 반면에 mGN 방법의 

조정인자는 알고리즘에서 자동으로 계산된다[8]. 그리고 

조정 행렬로는 1차 이산 가우시안 평활(smoothing) 행

렬[14]을 모든 역문제 해법에 공통으로 사용하 다.

만약 조정인자   ×보다 작은 값을 사용하면, 

식 (5)의 계산 시에 시스템 행렬이 positive definite이어

야 한다는 오류 메시지가 발생한다. 그리고 선택된 조

정인자보다 큰 값을 사용하면, 기존의 방법들과 비교해

서 상복원 성능이 떨어질 수 있다. 따라서 본 논문에

서는 선험 인 방법을 통해 조정인자를   ×으

로 설정하 다.

일반 으로 GN 방법은 5-10번의 반복연산 후에는 

수렴하기 때문에 그 이상의 반복연산은 무의미하다. 그

러므로 본 논문에서는 모든 역문제 방법들에서 5번까지

만 반복연산을 수행하 다.

제안한 역문제 해법의 성능을 검증하기 해 다음과 

같이 세 가지 시나리오를 가정하 다. 첫 번째는 기포 

하나가 도메인 앙에 치한 경우이고, 두 번째는 기

포 두 개가 도메인 하단부에 치하는 경우이며, 세 번

째는 크기가 유사한 기포 다섯 개가 도메인에 퍼져있는 

경우이다. 그리고 각 해법들에 의해 복원된 상들을 

비교하기 해 모든 복원 상은 동일한 칼라 스 일을 

갖도록 설정하 다.

그림 1은 모의실험에 한 원 상과 복원 상을 보

여 다. 그림 1(a)-(c)는 모의실험에서 설정한 각 시나

리오에 한 원 상들을 나타내며, 그림 1(d)-(f)는 iGN 

방법, 그림 1(g)-(i)는 mGN 방법, 그림 1(j)-(l)은 fGN 

방법에 의해 각각 복원된 상들이다. 그림 1의 복원

상에서 보면, 모든 GN 방법들의 결과가 유사하게 보이

지만, 복원된 기포 역들을 살펴보면, 기포와 기포사이

에서 mGN 방법보다는 iGN 방법과 fGN 방법을 사용한 

경우가 개선되었음을 확인할 수 있다. 하지만 배경 

(652)

(652)



2017년 4월 전자공학회 논문지 제54권 제4호 87
Journal of The Institute of Electronics and Information Engineers  Vol.54, NO.4, April 2017

      

(a)                               (b)                               (c)

      

(d)                               (e)                               (f)

      

(g)                               (h)                               (i)

     

(j)                               (k)                               (l)

그림 1. 각 시나리오에 한 복원 상: (a)-(c) 원 상들, (d)-(f) iGN 방법에 의해 복원된 상들, (g)-(i) mGN 방법에 의해 

복원된 상들, (j)-(l) fGN 방법에 의해 복원된 상들. 도메인 내부의 검은 원들은 기포들의 원 치를 나타낸다.

Fig. 1. Reconstructed images for each scenario: (a)-(c) true images, (d)-(f) images by iGN method, (g)-(i) images by 

mGN method and (j)-(l) images by fGN method. The black circles in the domain represent the true positions of 

bubbles.
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역의 해상도는 개선되었다고 보기가 어렵고 각 방법들

의 해상도가 유사해 보인다. 그러므로 복원된 기포 

역들에서 mGN 방법보다는 iGN 방법과 fGN 방법이 더 

나은 해상도를 보이고 있다고 할 수 있다. 그리고 iGN 

방법과 fGN 방법의 결과에서는 서로 유사한 성능을 보

이듯 복원 상에서는 차이가 없어 보인다.

상오차(IE)와 상 계수(CC)를 통해 각 역문제 해법

의 복원 상을 정량 으로 분석해 보면 그림 2와 같다. 

각 열은 각 시나리오에 해당되고 각 행은 상오차와 

상 계수이다. 그리고 선 는 iGN 방법, 선 는 

mGN 방법, 선 는 fGN 방법을 나타낸다. 그림 2에서 

반복연산에 따른 각 시나리오에 한 상오차와 상

계수를 살펴보면, 모든 경우에 해 mGN 방법보다 

iGN 방법과 fGN 방법의 상오차가 항상 작은 값을 나

타내고, 상 계수는 항상 큰 값을 보이고 있다. 그리고 

iGN 방법과 fGN 방법에서는 근소한 차이로 iGN 방법

이 다소 우수하다. 이는 fGN 방법에서는 자코비안 행렬

을 미리 한번만 계산해 놓고 온라인에서 사용하지만 

iGN 방법에서는 반복연산마다 자코비안 행렬을 계산하

기 때문에 보다 정확한 결과를 보이는 것은 당연하다. 

그리고 마지막 반복연산 결과에 한 상오차와 상

계수를 표 1에 도시하 다.

표 1. 마지막 반복연산 후의 각 시나리오에 한 상

오차(IE)와 상 계수(CC)

Table1. Image errors(IE) and correlation coefficients(CC) 

for each scenario after final iteration.

method iGN mGN fGN

scenario 1
IE 0.094 0.099 0.095

CC 0.435 0.363 0.423

scenario 2
IE 0.111 0.118 0.115

CC 0.590 0.535 0.571

scenario 3
IE 0.173 0.186 0.177

CC 0.576 0.499 0.556

(a)                                   (b)                                   (c)

(d)                                   (e)                                   (f)

그림 2. 각 시나리오에 한 상오차(IE)와 상 계수(CC): (a)-(c) 상오차, (d)-(f) 상 계수. 첫 번째 열 - 첫 번째 시나

리오, 두 번째 열 - 두 번째 시나리오, 세 번째 열 - 세 번째 시나리오. iGN - , mGN - , fGN - .

Fig. 2. Image errors and correlation coefficients for each scenario: (a)-(c) image errors(IE), (d)-(f) correlation coefficients

(CC). First column - first scenario, second column - second scenario, third column - third scenario. iGN - , 

mGN - , fGN - .
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표 2는 역문제 온라인 계산에서 각 해법을 5번 반복

연산한 후의 경과시간을 보여주고 있다(사용된 컴퓨터: 

Intel(R) Core(TM) i7-2720QM CPU @ 2.2 GHz, 8.0 

GB RAM, Windows 7, Matlab version 7.1(R14)). 기존

의 해법인 iGN 방법의 소요시간은 0.849 , 수정된 해

법인 mGN 방법은 0.693 , 제안한 해법인 fGN 방법

은 0.139 이다. 제안한 fGN 방법은 다른 반복  GN 

방법들보다 훨씬 빠르기 때문에, 이원 혼합물 유동의 

응용분야에 온라인으로 도 율 분포를 추정하는데 용

하기에 합할 것으로 사료된다.

표 2. 온라인 계산에서 각 역문제 해법의 5번 반복연

산 후의 경과시간

Table2. Elapsed times after 5 iterations of each inverse 

solvers in the online calculation.

method elapsed times [s]

iGN 0.849

mGN 0.693

fGN 0.139

아울러, 기존의 1-단계 방법에 비해 제안한 방법이 

갖는 장 은 도 율 값과 도 율 분포의 모양이 실제 

도 율 분포에 근 하는 등 복원 상의 공간 해상도가 

향상된다는 이고, 단 으로는 1-단계 방법보다 역문

제 계산속도가 느리기 때문에 도 율 분포를 실시간으

로 추정하는 것이 쉽지 않으며, 만약 낮은 사양의 컴퓨

터를 사용하여 변화하는 도 율 분포에 해 온라인 추

정에 용하는 경우에는 간혹 지연 추정할 가능성이 있

다는 것이다. 하지만 고사양의 컴퓨터를 사용하는 경우

에는 충분히 온라인 모니터링에 용 가능하다고 단

된다.

Ⅳ. 결  론

본 논문에서는 이원 혼합물 유동 응용분야에서 온라

인으로 도 율 분포를 추정하는데 용 가능한 역문제 

해법을 제안하 다. 먼  기존의 반복  가우스-뉴턴 

방법에서 일반 조정 행렬을 역행렬 항목에서 분리시키

고 나서, 그 역행렬 항목의 차원을 원소의 개수 신에 

데이터의 개수로 변환하 다. 한 균질의 도 율 분포

에 해 자코비안 행렬을 미리 한번만 계산해 놓고 사

용함으로써 빠른 추정이 가능하도록 하 다. 모의실험

을 통해 제안한 역문제 해법의 성능을 검증하기 해 

상 복원  상오차와 상 계수를 비교분석하 다. 

그 결과, 기존의 방법보다는 다소 복원성능이 떨어지지

만 참고문헌의 수정된 방법보다는 우수한 성능을 보 다. 

그리고 역문제 계산시간은 다른 방법들보다 제안한 방

법이 가장 빠르고 온라인 추정에 용 가능할 것으로 

사료된다.

그리고 제안한 방법을 보다 효율 이면서 복원성능

을 극 화시키기 해서는 최 의 조정인자가 필요하다. 

그러므로 앞으로 제안한 방법에 최 의 조정인자를 찾

는 알고리즘을 목시키는 연구를 계속 진행하고자 한다.
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