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리터럴 스위치에 의한 다중제어 유니터리 게이트의 
새로운 함수 임베딩 방법
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A New Function Embedding Method for the Multiple-Controlled Unitary Gate based 
on Literal Switch

Dong-Young Park*

요 약

양자게이트 행렬은 치수가 r, 제어상태벡터 수가 n 및 표적상태벡터 수가 1인 경우에 ×   차원 행렬

이므로 n 증가에 따른 행렬 크기는 지수 함수적 증가 특성을 갖는다. 만약 제어상태벡터의 경우 수가 이라

면     경우는 입력이 출력에 보전되는 단위행렬의 항등연산이고, 오직 한 개의 제어상태벡터 연산만이 표

적상태벡터에 대한 유니터리 연산이다. 본 논문은 행렬차원 증가에 결정적 기여를 하는   개의 단위행렬 

연산을 한 동작의 산술멱승 연산으로 대체할 수 있는 새로운 함수 임베딩 방법을 제안한다. 제안한 함수 임베

딩 방법은 다치 임계값을 갖는 2진 리터럴 스위치를 사용하므로 범용 하이브리드 MCU 게이트를  ×   유니터

리 행렬로 실현할 수 있다. 

ABSTRACT

As the quantum gate matrix is a  ×  dimension when the radix is r, the number of control state vectors is n, and the number of target state 

vectors is one, the matrix dimension with increasing n is exponentially increasing. If the number of control state vectors is  , then the number of     

unit matrix operations preserves the output from the input, and only one can be performed the unitary operation to the target state vector. Therefore, this 

paper proposes a new method of function embedding that can replace     times of unit matrix operations with deterministic contribution to matrix 

dimension by arithmetic power switch of the unitary gate. The proposed function embedding method uses a binary literal switch with a multivalued 

threshold, so that a general purpose hybrid MCU gate can be realized in a  ×   unitary matrix.

키워드

    Times Of Unit Matrix Operations, Function Embedding, Arithmetic Power, Literal Switch, Hybrid MCU Gate

  회 단위 행렬 연산, 함수 임베딩, 산술 멱, 리터럴 스위치, 하이브리드 다중 제어 유니터리 게이트

* 교신저자 : 강릉원주대학교 정보통신공학과

ㆍ접  수  일 : 2016. 12. 23

ㆍ수정완료일 : 2017. 02. 13

ㆍ게재확정일 : 2017. 02. 24

ㆍReceived : Dec. 23, 2016, Revised : Feb. 13, 2017, Accepted : Feb. 24, 2017

ㆍCorresponding Author : Dong-Young Park

　Dept. of Information and Telecommunication Eng., Gangneung-Wonju National University

  Email : kouksundo@gwnu.ac.kr

Ⅰ. 서 론

양자역학에서 시간 독립적인 정상상태(stationary 

state)의 양자들은 에너지를 소모하지 않는다. 이와 

같은 정상상태의 양자들을 행렬로 나타내면 유니터리 

성질을 만족하는 대각선 행렬이 된다. 상대적으로 대
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각선을 벗어난 행렬요소들은 전이와 역전이 상태의 

시간 의존적인 양자들을 나타낸다. 

양자논리함수의 실현 방법은 함수 임베딩 방법

[1-7]과 직접적 사상(mapping)[8-11] 방법으로 나눠진

다. 그동안 많은 함수 임베딩 방법이 제안되었으나 그 

근간은 행렬 안에 양자게이트에 대한 함수적 기능을 

부여하는 행렬 임베딩이다[1-7]. 그것은 양자역학에서 

복소수로서의 양자 상태를 나타내는데 가장 적합한 

수학적 공간이 힐버트 공간이란 가상의 복소수 공간

이며 그것은 곧 행렬의 차원 공간이다. 양자의 스핀

(spin) 성질을 나타내기 위해서는 행렬 외에도 디랙

(Dirac)의 브라켓(braket, <|>) 기호가 요구되며, 두 

개 이상 양자들의 상호 작용을 나타내기 위한 텐서연

산이 필요하다. 행렬임베딩 외에 유니터리 게이트를 

제어함수의 산술 멱함수로 제어하는 임베딩 방법이 

제안되었다[12]. 그러나 이 방법은 게이트 동작 임계

값이 binary인 경우에만 적용할 수 있는 방법이다. 그 

외에도 4치    라이브러리[3],[6-7]을 사용해 

2n+1의 저비용 하이브리드(hybrid) 게이트로 OR, 

NOR, AND, NAND의 기본 논리게이트를 함수 임베

딩 한 연구도 발표되었다[6-7]. 본 논문은 기존의 

binary 산술멱승 임베딩 방법[12]를 ternary qutrit와 

quaternary qudit의 다치 소자에 적용할 수 있도록 확

장한 연구이다. 본 논문은 Ⅱ장에서 양자컴퓨팅 기초 

지식을 논하고, Ⅲ장에서 본 논문이 제안하는 스위치

함수 임베딩 알고리듬을 제시하였다. Ⅳ장에서는 제안

한 알고리듬을 현존하는 대표적 양자 게이트 모델들

에 적용한 상세설계를 논하고, 기존의 대표적 함수임

베딩 방법과 비교하였다. Ⅴ장은 본 논문의 결론이다.

 Ⅱ. 양자컴퓨팅 기본

2.1 유니터리 변환

양자정보통신에서 양자의 상태벡터는 다치(multiple 

-valued) 상태에 따라 부르는 명칭이 다르다. |0>과 

|1>의 두 가지 상태를 갖는 양자는 큐비트(qubit)라 

부르며, 세 개의 상태벡터( |0>, |1>, |2>)를 갖는 양

자는 qutrit, 그리고 네 개 이상의 다치 상태를 갖는 

양자는 qudit이라 부른다. qubit 양자 에너지가 

인 

양자의 업 스핀(up spin)과 다운(down) 스핀의 상태

벡터는 디랙 기호와 2x1 고유벡터(eigenvector) 행렬

에 의해    과    로 표기한다. 수학적으

로 힐버트(Hilbert) 공간의 큐비트 와  가 각

각 |0>과 |1> 상태에 있을 확률크기가 각각 와   

및 와 는 일 때 식(1)과 식(2)과 같은 상태벡터로 

표현할 수 있다. 각 상태의 확률은 확률크기 정규화로 

절대제곱이며, 두 상태의 확률 합은 1이다.

  = ,                (1)
    = ,                 (2)

 두 개 이상의 양자상태는 식(3)의 텐서 곱(tensor 

product, ⊗) 연산자를 사용해 나타낸다.

⊗ ⊗




























           (3) 

식(3)의 텐서 연산에서 좌측 양자 는 제어 양

자로서 우측의 표적 양자  을 제어한다. 식(4)은   

텐서 연산의 다양한 표기법을 나타낸다.

⊗                      (4)  

식(4)의 텐서 연산은 4개의  ×  고유벡터 행렬

을 생성한다. 일반적으로 n개 큐비트의 텐서 곱은 

개의  ×  고유벡터 행렬을 생성한다. 행렬에서 서

로 수반(adjoint) 관계에 있는 두 행렬의 곱이 단위행

렬을 이룰 때 이들을 유니터리 행렬이라 부른다.

 † †                               (5)
단일 양자의 상태 변환을 위한 다양한 기본 연산자

들이 있는데 그 중에서 식(6)의 NOT(), 식(7)의 회

전() 및 식(8)의 선택적 반전(‘-1’) 기능을 갖는 파

울리(Pauli) 연산자가 있다.

                     (6)



리터럴 스위치에 의한 다중제어 유니터리 게이트의 새로운 함수 임베딩 방법

 103

                    (7)
   

                  (8)

위에서 와 는 대각선 행렬이 아니므로 행렬요

소들이 시간 변화한다. 대각선 행렬이 아닌 임의 연산

자 을 식(5)과 같은 수반관계 행렬 사이에 끼워 넣

는 것을 유니터리 변환(unitary transformation)이라 

한다. 이 유니터리 변환에서 을 만족하면 

대각선의 유니터리 행렬 가 구해진다.

 † , iff  .             (9)

파울리   게이트에 대한 유니터리 변환은 대각선 

행렬인 또 다른 파울리 게이트 로 순환되며, 이의 

역도 성립한다. 그림 1과 식(10)은 파울리 게이트의 

유니터리 변환에 따른 순환 성질을 보여 준다. 식(10)

은 그림 1의 행렬 연산이다.

그림 1. 유니터리 변환과 순환 성질
Fig. 1 Unitary transformation and permutation property

 †   
 
 

 
  

 
          (10)

, 여기서  , 는 Hadamard게이트.

텐서 곱 연산에는 최소 두 큐비트가 필요하므로 파

울리 와   게이트의 텐서 곱 연산을 위해 좌측에 

제어큐비트 한 개를 추가한 것을 각각 (controlled-

)와 (controlled-) 게이트라 부른다. 그림 2에서 

  게이트는   게이트의 유니터리 변환을 통해 구

해짐을 볼 수 있다. 식(11)은 그림 2의 행렬 연산이며, 

이의 역도 성립한다.

그림 2. 텐서연산을 위한   게이트의 유니터리 변환
Fig. 2 Unitary transformation to   gate for tensor 

product

⊗⊗    
 
 

 
 

 
 
  

 
 





   
   
   
   





 

         (11)

Toffoli 게이트는   게이트에 제어 큐비트 한 개

를 추가한 (double-controlled X) 유니터리 변환으

로 식(12)과 같다[1-2].

⊗⊗⊗⊗







   
   
   
   









   
   
   
   









   
   
   
   











    

    

    
   











   
   
   
   





  

      (12)

그림 3. Toffoli 게이트
Fig. 3 Toffoli gate

그림 3의 Toffoli 게이트는 식(13)과 같이  ×  

Toffoli 행렬 에 위에서의 텐서 곱과 유니터리 변

환에 의해 AND 연산 기능을 임베딩하고 있다. 이때 

 와  는 각각 제어입력 큐비트와 표적입

력 큐비트이며, 대응하는 출력 큐비트는 각각  

와  이다. 

                       (13)
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, 여기서  





       
       
       
       
       
       
       
       





.

식(14)은 식(13)의 Toffoli 행렬을 모든 상태벡

터들로 확장한 범용 Toffoli 게이트이다.

                      (14)

, ∀∈

, 





   
   
   
   





. 

Ⅲ. 스위치함수 임베딩 알고리듬

본 논문이 제안하는 게이트 행렬의 차원압축을 위

한 스위치함수 임베딩 알고리듬과 함수실현 구조는 

그림 4와 같다.

   

    (a)                       (b)

그림 4. 스위치함수에 의한 하이브리드 MCU 게이트 
실현 블록도

(a) 알고리듬  (b) 구조
Fig. 4 Block diagram of the hybrid MCU gate 
realization based on the switch function

(a) algorithm  (b) architecture

정의 1. -치 논리 경우에 제어 qutrit  에 대한 

제어함수를 라 할 때  인 임계값을 갖는 

2진 리터럴 스위치(literal switch)는 식(15)과 같다.

   (on), iff                         (15)

      , iff  

     (off), otherwise.

정의 2. n qubit 제어입력 상태벡터와 한 개의 

qutrit 표적입력 상태벡터를 각각  ⋯  과  

 라 할 때 n+1 하이브리드 MCT 게이트에서 

 ⋯  으로 조합 가능한 개 상태벡터 집합을 

A라고 하면 는 ∈인 제어입력 상태벡터에 대한 

n-tuple 리터럴 스위치 의 2진 AND이다.

  
 ⋯

⋯

= 
⋯

⋯




 ⋯ 
,            (16)

, 여기서    ⋯    ⋯  ⋯⋯  ⋯   .

n+1 하이브리드 MCT 게이트는 식(17)과 같이 입

출력 제어상태벡터는 binary qubit이고 MCT 게이트

내부는 ternary qutrit인 하이브리드 함수 임베딩이 

가능하다.

정리. ∃∈일 때 가 
과 같이 의 산술 

멱함수라면 는 
의 을 on/off 시킬 수 있는 단

일 유니터리 스위치함수이며, 는 
에 대한 범용 

유니터리 스위치함수로서 식(17)을 만족한다.

 ⋯     ⋯  
 ⋯  ⊗ 

  ⋯  ⊗
∈ 

        (17)

(증명)


  


  ⋯ 

 ⋯ 



 
⋯  ⋯ 

⋯ 

 
∧

∧⋯∧
  ⋯ 

∧
∧⋯∧



 





⋯ 


 ⋯ 





⋯ 














  ⋯ 
  ⋯ 
⋮⋮⋱⋮
  ⋯ 



 ⋯    ⋯  


 ⋯  


 ⋯  ⊗ 

  ⋯  ⊗
 

 

                Q.E.D.



리터럴 스위치에 의한 다중제어 유니터리 게이트의 새로운 함수 임베딩 방법

 105

위의 정리는 그림 4 알고리듬의 구현이다. 즉 

  일 때 유니터리 스위치가 on 되어 표적상태벡

터에 유니터리 연산  을 실행하고,   인 

 개 제어입력상태벡터들에 대해    을 

만족하는 ×  단위행렬 연산을 실행함으로써 

   ×    게이트 연산이  ×  유니터리 게이트 연

산으로 구현될 수 있었다.

Ⅳ. 임베딩 알고리듬 적용 및 고찰

본 장에서는 대표적인 세 가지 양자게이트 모델

[2-3],[6-7]에 스위치함수 임베딩 방법을 적용할 경우

의 상세설계를 제시한 후 행렬임베딩 방법과 비교하

였다.

4.1 병렬 AND곱 MCU 게이트 모델[2]

그림 5와 표 1은 병렬 (double controlled 

unitary) 게이트 모델에 대한 스위치함수 임베딩 도식

과 상세설계 표이다. 

그림 5. 병렬   게이트의 리터럴스위치 임베딩

Fig. 5 Literal switch embedding to the parallel   
gate

표 1. 그림 5의 임베딩 상세설계
Table 1. Embedding specifications on Fig. 5 

Specifications qubit qutrit/qudit

radix  2 3/4 

threshold  1 2/3

control input Ci  

literal switch L 
= 



unitary switch S  



   ⊗
 



∧


 

4.2 범용 병렬 AND곱 MCU 게이트 모델[2]

그림 6과 표 2는 그림 5 모델의 제어입력 단에 파

울리, M-S 및   라이브러리 게이트와 같

은 ×   제어 연산자 가 추가된 범용 병렬   게

이트 모델의 스위치함수 임베딩 도식과 상세설계 표

이다. 

그림 6. 병렬제어연산자를 갖는 범용   게이트의 
리터럴스위치 임베딩

Fig. 6 Literal switch embedding to the universal   
gate with parallel control operators

표 2. 그림 6의 임베딩 상세설계
Table 2. Embedding specifications on Fig. 6 

Spec qubit  qutrit/qudit hybrid 

 2 3/4 2(3/4)
*
 

 1 2/3 (2/3)* 

Ci  mod
L

 mod

 mod

S ∧ 
 

 mod

   ⊗
 



∧
 mod

 

p.s : (internal)*

4.3 종속 AND곱 MCU 게이트 모델[2-3],[6-7]

그림 7은 Toffoli 게이트를    라이브러

리를 사용해 저비용 종속 AND 구조로 실현한 것이다.

그림 7. Toffoli gate의 하이브리드 실현
Fig. 7 The hybrid realization of Toffoli gate
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표 3은 종속 AND곱 MCU 게이트 모델의 스위치

함수 임베딩 도식과 상세설계 표이다. 

표 3. 그림 7의 임베딩 상세설계
Table 3. Embedding specifications of Fig. 7 

Specifications hybrid Toffoli gate

radix  2(4)  

threshold    
 

control input  

literal switch 
 

unitary switch S ∧ 
 

 

   ⊗
 



∧
  

 

4.4 비교 및 고찰

표 4는 행렬임베딩 방법과 본 논문의 스위치함수 

임베딩 방법을 비교한 표이다. 첫 번째는 Toffoli 게

이트에 대한 실현 함수의 비교이다. 두 번째는 함수 

표 4. 함수임베딩 비교표
Table 4. Comparison table of function embedding

comparison
Matrix  

embedding[1-7]
This paper, [12]

Toffoli 

gate
   ⊗

 

embedding
×   

matrix 

arithmetic power 


 , 

  
 ⋯

⋯



 
 



∧


literal switch


       

unit 

matrix

operation

 









  ⋯ 
 ⋱  
⋮   ⋮
  ⋯ 

 

    numbers 

of  ′  operation
    

 

unitary switch


   , iff      

to     numbers 

of input state 

vectors


   , iff   

임베딩 비교로서 행렬임베딩 방법은    ×  행렬

로 임베딩을 하였고, 본 논문은 두 개의 스위치함수를 

사용하여 ×   유니터리 게이트의 산술 멱 스위치함

수로 임베딩을 하였다. 세 번째로 행렬차원을 증가시

키는 원인으로 행렬임베딩 방법은   개의  ×  

단위행렬 연산이 주요 원인임을 밝혀졌다. 본 논문은 

산술 멱 스위치함수 알고리듬을 도입해   개 단위

행렬 연산을 단일 산술 멱 연산으로 압축할 수 있음

을 보였다.

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 리터럴 스위치에 의한 MCU 게이트

의 새로운 함수 임베딩 방법을 제안하고, 알고리듬의 

타당성을 검증하였다. 본 논문은 양자 게이트의 행렬 

임베딩 시에 행렬차원 증가의 주요 원인이었던   

개의  ×   단위행렬 연산을 단일 ×   유니터리 게

이트의 산술 멱 2진 스위치 연산으로 임베딩 할 경우

에 행렬차원의 효율적 압축이 가능함을 밝혔다. 본 논

문이 제안한 함수 임베딩 방법은  ×  차원 

행렬연산을 ×차원의 유니터리 행렬 연산으로 압축

하였으므로 큰 행렬을 사용하지 않고 양자논리회로의 

함수식을 표현할 수 있다. 특히 본 논문 방법은 행렬

임베딩 방법이 제공하지 않는 게이트 내부의 제어함

수 정보를 리터럴 스위치와 유니터리 스위치함수로 

제공할 수 있어 직관적 설계와 해석이 요구되는 양자

논리회로 설계 시의 함수 표현과 고장 탐지 등에 활

용될 수 있을 것으로 사료된다. 하지만 본 논문의 함

수 임베딩 방법은 힐버트 공간의    ×  행렬 연

산을 ×차원 유니터리 행렬 연산으로 압축하였으므

로 본래    ×  행렬이 갖고 있던 공간 및 시각적 

정보 제공에는 제한적인 단점도 갖고 있음을 밝힌다. 
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