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Abstract Using an inverse of the geometric Jacobian matrix is one of the most popular ways to control 

robot manipulators, because the Jacobian matrix contains the relationship between joint space 

velocities and operational space velocities. However, the control algorithm based on Jacobian matrix 

has algorithmic singularities: The robot manipulator becomes unstable when the Jacobian matrix loses 

rank. To solve this problem, various methods such as damped and filtered inverse have been proposed, 

but comparative studies to evaluate the performance of these algorithms are insufficient. Thus, this 

paper deals with a comparative analysis of six representative singularity avoidance algorithms: Damped 

Pseudo Inverse, Error Damped Pseudo Inverse, Scaled Jacobian Transpose, Selectively Damped Inverse, 

Filtered Inverse, and Task Transition Method. Especially, these algorithms are verified through computer 

simulations with a virtual model of a humanoid robot, THORMANG, in order to evaluate tracking 

error, computational time, and multiple task performance. With the experimental results, this paper 

contains a deep discussion about the effectiveness and limitations of each algorithm.
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1. 서  론

로봇의 말단장치(End-effector)를 직교 좌표계(Cartesian 

Coordinate)에서 움직일 수 있게끔 각 관절의 각도를 계

산하는 방법을 역기구학(Inverse Kinematics)이라 한다. 

이러한 역기구학은 크게 해석적 방법(Analytic Approach)

과 수치적 방법(Numeric Approach)로 나뉜다.

해석적 방법은 삼각함수 등을 이용하여 로봇의 각도

와 말단 장치의 위치 및 방위와의 상관관계를 직접 유도

하는 방법이다
[1]

. 이 방법을 이용하면 정확한 관절 각도

를 계산할 수 있으나, 로봇의 구조가 복잡하거나 여유자

유도가 있는 경우(Redundant System), 위 방법을 적용하

기 쉽지 않다는 단점이 있다.

한편, 수치적 방법은 매 제어주기마다 로봇 관절의 각

속도와 말단 장치의 선속도 사이의 상관관계인 자코비

안 행렬(Jacobian Matrix)을 이용하는 자코비안 기반 역

기구학이 대표적이다
[2,3,33]

. 이 방법은 자코비안 행렬의 
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역행렬이 존재하기만 한다면, 로봇 형상의 복잡도와 상

관없이 제어 시스템을 구축하기가 쉽고, 여유자유도를 

이용한 영공간 제어(Null-space Control)가 가능하다는 

장점이 있다.

그러나, 자코비안 기반 역기구학은 특정 위치에서 자

코비안의 행렬의 랭크(Rank)가 작업의 차원(Dimension)

보다 작아져 자코비안 행렬의 역행렬이 존재하지 않을 

경우, 로봇 동작의 불안정성을 유발하는 특이점(Singularity)

을 가지고 있다
[4]

. 그러므로, 자코비안 기반 역기구학에

서는 특이점을 예측하고 이를 회피하는 알고리즘을 구

축하는 연구가 이루어지고 있다
[5-13]

.

예를 들어, Nakamura등은 자코비안의 역행렬을 도출

할 때 이용하는 의사역행렬(Pseudo Inverse)의 계산식에 

조정항(Damping)을 넣는 Damped Pseudo Inverse를 제

안하였다
[6,21]

. 이 방법은 조정항의 영향으로 항상 자코비

안의 역행렬을 구할 수 있다는 장점이 있지만, 로봇 메니

퓰레이터의 정밀한 제어가 어렵다는 단점이 있다. 그러

므로 Damped Pseudo Inverse를 기반으로 하는 최근 연

구들은 조정항의 크기를 로봇 링크의 크기의 비율로 설

정하거나
[8]

, 로봇 관절의 각속도의 크기를 제한하는 방

법
[9]
을 제안하였다.

한편, Pechev는 행렬의 역행렬을 구하지 않고 로봇의 

역기구학을 구하는 Feedback Inverse Kinematics를 제안

하였다
[22]

. 이와 유사하게 Vargas등은 좌-의사역행렬과 

우-의사역행렬의 투영 오차(Projection Error)를 고려한 

Filtered Inverse를 제안하였다
[10,11]

. 또한 Han등은 로봇

이 특이점 근처에 진입할 때 발생하는 자코비안 행렬의 

불연속적인 변화를 극복하기 위한 Task Transition 알고

리즘을 제안하였다
[12]

.

하지만 이처럼 특이점 회피 알고리즘에 대한 많은 연

구에도 불구하고, 대부분의 학술 자료들은 다른 알고리

즘들과의 성능 비교 없이 자신의 알고리즘의 성능을 소

개하였다. 결과적으로, 특이점 회피 알고리즘 간 비교 

연구가 부족하여 각 알고리즘들의 특징 및 장/단점을 파

악하기 힘들다.

그러므로 본 논문에서는 앞서 소개한 알고리즘들을 

포함한 6가지의 대표적인 특이점 회피 알고리즘(Damped 

Pseudo Inverse, Error Damped Pseudo Inverse, Scaled 

Jacobian Transpose, Selectively Pseudo Inverse, Filtered 

Inverse, Task Transition Method)을 수학적으로 분석하

고 특징들을 서술한다. 나아가서, 로봇 시뮬레이터 상에

서 각 알고리즘을 휴머노이드 로봇 THORMANG의 7자

유도 로봇 팔에 적용하여, 특이점 회피 알고리즘간의 성

능을 비교/분석 하고자 한다. 특히, 성능 분석은 추종 능

력(Tracking), 계산 시간(Computation Time), 그리고 업

무의 확장성(Multiple Task Performance)으로 세분화하

고 이를 수치화하여 각 알고리즘의 장/단점을 파악해본다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 자코비안 

행렬을 이용한 로봇의 제어 기법과 특이점 회피 알고리

즘을 기술하는데 필요한 배경 지식을 소개하고, 3장에서

는 본 논문에서 비교하는 6가지의 특이점 회피 알고리즘

에 대해 기술한다. 4장에서는 휴머노이드 로봇 THORMANG

의 7자유도 로봇 팔을 이용한 시뮬레이션 환경에서 각각

의 특이점 회피 알고리즘의 성능 평가 및 장/단점 분석을 

담고 있으며, 5장에서 본 논문을 결론짓는다.

2. 배경 지식

먼저, 이 장에서는 본 논문에서 소개하는 특이점 회피 

알고리즘을 적용하기 위해 필요한 역기구학 배경 지식

과 특이점 회피 알고리즘을 이해하기 위한 수학적 지식

을 을 소개한다. 본 논문에서 표기된 소문자(a), 굵은 소

문자(a), 그리고 굵은 대문자(A)는 각각 스칼라(Scalar), 

벡터(Vector), 그리고 행렬(Matrix)를 의미한다.

2.1 폐루프 역기구학

폐루프 역기구학(Closed-Loop Inverse Kinematics, CLIK)

은 로봇의 각 관절 속도(̇)와 말단 장치의 위치 및 방위 

속도( ̇)와의 선형 관계식인 자코비안 행렬을 이용한 제

어 기법 중 하나이다
[14-16]

. 이 절에서는 본 논문에서 특이

점 회피 알고리즘을 구현하기 위해 사용한 로봇 제어기

인 폐루프 역기구학에 대해 간단히 소개한다.

우선 n 자유도 로봇의 관절변수 벡터와 말단 장치의 

위치 및 방위를 각각  …
∈

와   …


∈
로 정의하자. 또한, 로봇 제어 시스템에 대한 가정

으로, (A1) 로봇의 제어시스템은 연속적이고, (A2) 로봇
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Fig. 1. Block diagram of closed-loop inverse kinematics. F.K 
means forward kinematic equation to obtain end-effector’s
position and orientation

의 기구적 물성치(Kinematic Property)를 이상적으로 알고 

있다고 가정한다. 그렇다면, 
∂

∂
의 관계식인 자코

비안 행렬 ∈
×을 이용하여 각 관절 속도에서 

말단 장치의 위치 및 방위 속도를 계산하는 정기구학

(Forward Kinematics)을 표현할 수 있다.

 ̇ ̇ (1)

한편, 식 (1)과 상응하는 역기구학(Inverse Kinematics)은

̇  
 ̇ (2)

로 표현할 수 있다. 식 (2)에서  ∈
×은 의 

역연산자(Inverse Operator)로, 일반적으로 관절의 수(n)

가 말단 장치의 제어 자유도(m)보다 큰 여유자유도 시스

템(Redundant System)의 경우, 식 (3)과 같이 우-의사역

행렬(Right Pseudo Inverse, PI)로 표현한다.


  

 (3)

수학적으로 우-의사역행렬은 각 관절 에너지의 합의 

최소값을 도출하여 주며, 로봇이 특이점(Singular Point)

에 위치하지 않는 경우에 한해 항상 존재함이 증명되었

다
[3,14]

.

결과적으로 식 (2)와 (3)을 통하여 말단 장치의 속도를 

이용해 관절들의 각속도를 구할 수 있음을 알 수 있다. 

하지만, 실제 로봇을 식 (2)와 (3)을 이용하여 제어하기에

는 무리가 있다. 이는 앞서 언급한 가정들(A1, A2)이 실

제 시스템에서는 적용되지 않기 때문에 말단 장치의 추종 

오차(Tracking Error,   )가 발생하기 때문이다.

이러한 추종 에러를 줄이기 위하여, 폐루프 역기구학

에서는 식 (2)에 추종 에러에 비례하는 피드백(Feedback)

을 추가한다. 이는 다음의 식 (4)와 같이 표현 가능하다.

̇ 
 ̇ (4)

식 (4)에서 는 말단 장치의 목표 위치 및 방위를 의

미하고, ∈ 
는 피드백 게인 행렬(Feedback Gain)

로 대각양행렬(Diagonal Positive-definite Matrix)이다. 

의 크기는 추종 에러의 수렴 속도와 관계가 있다. 구체적

으로, 의 크기가 커지면 커질수록 추종 에러의 수렴속

도가 빨라짐을 알 수 있다. 하지만 너무 큰 의 값은 

말단 장치의 진동을 유발할 수 있다. 따라서 의 값은 

실험을 통해 말단 장치의 진동을 유발하지 않으면서 최

적의 추종 에러를 빠르게 줄일 수 있는 값으로 설정한다. 

결과적으로, 식 (4)를 이용한 폐루프 역기구학의 블록 

선도(Block Diagram)는 Fig. 1과 같다. 

2.2 특이값 분해

특이값 분해(Singular Value Decomposition, SVD)는 

행렬을 다음과 같은 3개의 요소 행렬로 분해하여 행렬의 

특이값을 찾는 방법으로, 


 ∈

× , (5)

 ∈
×과 V∈

×는 직교행렬(Orthogonal Matrix)

이며,  ∈
×은 대각선상의 원소들을 제외한 원소들

이 0인 행렬로 자코비안 행렬과 같이 행렬의 행이 열보

다 큰 경우 (), 식 (6)과 같이 표현할 수 있다. 

 






σ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮
 ⋯ σ
 ⋯ 





, σ≥ σ≥⋯≥ σ ≥            (6)

식 (6)에서 σ를 특이값(Singular Value)라 부르고, 0이 

아닌 특이값의 개수(max σ )는 본행렬()의 

랭크와 같다. 그러므로, 식 (5)는 다음과 같은 벡터 형태

로 표현이 가능하다.
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 ∑  
 σ

∑  
 σ

 (7)

위의 식에서 와 는 각각 와 의 i번째 열을 의미

한다.

한편, 식 (5)와 (7)은 와 가 직교행렬이라는 성질을 

이용하여, 쉽게 식 (8)과 같은 의사역행렬(Moore-Penrose 

Pseudo Inverse)을 구할 수 있다. 







∑  

σ




 (8)

식 (8)의 의사역행렬은 특이값(σ)의 역수형태를 포함

하고 있기 때문에, i번째 특이값(σ)이 0과 가까워지면 

가까워질수록, 의사역행렬의 요소들의 값이 커짐을 알 

수 있다(lim
σ→

σ

 ∞). 즉, 로봇이 특이점에 가까이 위

치할 경우, 자코비안행렬의 특이값이 작아지게 되고, 이

는  의 크기의 발산을 야기하기 때문에, 식 (4)의 폐루

프 역기구학 제어를 방해하는 것이다.

2.3 조작성과 조건수

로봇의 자세가 특이점 근처에 있는지 판단하는 방법

으로는 크게 조작성 지수(Manipulability Measure)과 조

건수(Condition Number)가 쓰이고 있다
[5,23-24]

.

먼저, 조작성 지수는 

 det  ∏  
 σ  (9)

와 같이 표현한다. 식 (9)에서 보듯이, 로봇이 특이점 자

세에 가까워질수록 조작성의 값은 작아지며, 로봇이 완벽

한 특이점 자세에 돌입한다면 조작성 지수는 0이 된다.

한편, 조건수(κ)는 자코비안 행렬의 가장 큰 특이값

(σ)과 0이 아닌 가장 작은 특이값(σ)의 비로 나타

낼 수 있으며 이를 식으로 표현하면 다음과 같다.

κ  
σ

σ
 (10)

그러므로, 조건수는 조작성과 반대로 특이점 근처에

서 큰 값으로 증가하여 발산하게 된다.

3. 특이점 회피 알고리즘

본 장에서는 2장에서 소개한 특이점에 관련된 기반 

지식을 바탕으로 하여 6가지 특이점 회피 알고리즘을 

설명하고 수학적/제어적 특징에 대해 논하고자 한다. 

3.1 Damped Pseudo Inverse (DPI)

Damped Pseudo Inverse 방법은 Damped Least Squares 

혹은 Singularity Robust Pseudo Inverse라고도 말하며, 

식 (7)에서의 특이값에 조정항(λ)을 추가하여 의사역행

렬이 항상 존재하도록 하는 방법을 말한다
[6,21]

.



∑  


σ

σ
λ


 (11)




 
λ

 ∑  



σ
λ

σ


 (12)

식 (11)과 (12)의 형태에서 알 수 있듯이, 


 의 특이값

은 σ이 0에 가까워진다 하여도 발산하지 않고 0으로 

수렴함을 알 수 있다(lim
σ→


σ
 λ



σ
). 또한 



 의 조건

수는 식 (13)과 같으며, 식 (10)과 달리 로봇이 특이점에 

위치해 있어도 항상 수렴함을 알 수 있다.

κ


  


σ σ
 λ

σσ
 λ

 (13)

이처럼, Damped Pseudo Inverse의 조정항(λ)은 제어

의 특이점을 극복하는 요소이지만, 로봇의 정밀한 움직

임 제어를 방해하는 요소이기도 하다. 그러므로, 일반적

인 로봇 제어에서의 조정항은 로봇의 움직임을 방해하

지 않으면서 특이점을 극복할 수 있게 작은 크기(σ ≫ λ)

를 넣어주거나
[5]

, 식 (14)와 같이 조작성 지수()를 이용

하여 조정항의 크기를 조절하는 방법(이하 DPI*)을 사용

한다
[21]

.
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λ 











   ≥

 

    (14)

식 (14)에서 와 은 각각 조작성 지수에 대한 임계

값(Threshold)과 조정항의 스케일링 게인(Scaling Gain)

이다.

한편, Sugihara는 조정항의 크기를 로봇 말단장치의 

현재 위치와 목적 위치와의 추종 오차()로 크기를 정하는 

Error Damped Pseudo Inverse(E-DPI)를 제안하였다
[8,17]

.




  
ζ 

   ∑  




ζ




 (15)

식 (15)에서 ζ는 



로 추종 오차의 내적에 비례하

며, ∈
× 는 를 대각성분의 원소로 가지는 대각

행렬이다. 이 때, 는 i번째의 관절을 포함하는 로봇 

링크의 길이를 적당한 비율로 나눈 값으로, 실험적으로 

링크 길이의 1000분의 1배로 대입한다
[17]

. 그러므로, Error 

Damped Pseudo Inverse의 조정항은 각 관절마다 조정항

의 크기가 다르게 되므로, 제어 수렴 시간이 일반적인 

Damped Pseudo Inverse보다 단축될 수 있다.

3.2 Jacobian Transpose (JT)

Jacobian Transpose 방법은 폐루프 역기구학 식인 식 

(4)의 우-의사역행렬( ) 대신 자코비안의 전치행렬()

을 대입하여 제어하는 것을 말한다
[7,25]

.

̇  
 ̇ (16)

자코비안의 전치행렬로 대신했을 때 기대할 수 있는 

장점으로는 크게 다음과 같다. 먼저, 자코비안 행렬과 

같은 정기구학 정보만을 이용하므로 특이점이 존재하지 

않는다. 또한, 제어 과정 중, 특이값 분해와 같은 연산 

시간이 무거운 계산이 포함되지 않아 고속 제어에 유리

하다. 마지막으로, 르야프노프 이론(Lyapunov Theory)

을 통해 연속시스템에서의 안정성(Stability)가 검증되었

다
[26]

. 하지만, 자코비안 역행렬 대신 자코비안의 전치행

렬을 사용하기 때문에, 추종 오차가 다른 알고리즘보다 

크게 발생하며, 제어 주기가 낮거나 외란(Disturbance)이 

발생하는 경우에서는 말단 장치의 제어 오차로 인해 로

봇이 진동하는 현상(Chattering)이 발생할 수 있다는 단

점이 있다.

이를 극복하기 위해, Lee등은 식 (17)과 같이 자코비안

의 전치행렬에 게인 대각행렬(∈
× )을 곱하여 행

렬의 크기를 낮춰주는 Scaled Jacobian Transpose(SJT)

를 제안하여, 고속 제어에 유리하면서 진동 현상을 최소

화하고자 하였다
[27]

.

̇ 
 ̇ (17) 

이 때, 의 i번째 대각성분 는 Jacobian 행렬의 i번째 

열의 크기의 역수로 설정하며 이를 식으로 표현하면 식 

(18)과 같다.

 



 (18) 

3.3 Selectively Damped Pseudo Inverse (S-DPI)

식 (4)과 (8)에서 보듯이 특이점 근처에서 로봇의 자코

비안의 역행렬은 발산하므로 적은 추종 오차()가 많은 

관절 각도 변화를 야기함을 알 수 있다. 이 점을 이용하

여 Selectively Damped Pseudo Inverse는 자코비안의 고

유 벡터()를 이용한 고유 벡터에 따른 관절 각도의 변화

량을 계산한다
[9]

. 이는 식 (5)와 (7)에서 보듯이, i번째 

고유 벡터는 i번째 특이값을 반영하는 움직임을 나타내

기 때문이다
[30]

. 이 때 계산된 관절 각도의 변화량이 로봇 

관절의 허용 각속도보다 클 경우, 관절 각도의 변화량을 

제한한다. 그러므로, 로봇이 특이점 근처에 있을 경우 

특이점 방향으로의 움직임이 제한된다. 구체적인 알고

리즘의 전개과정은 다음과 같다.

먼저, 2.1절의 일반적인 의사역행렬을 사용할 때, 위치 

오차에 따른 관절 각 변화율은 식 (19)과 같다. 



로봇 메니퓰레이터의 제어를 위한 특이점 회피 알고리즘의 비교 연구   47

Fig. 2. Pseudo code offiltered inverse

̇ 
∑  


σ




 (19)

또한, 자코비안 행렬이 0에 가까운 특이점을 포함하지 

않는다면, 다음의 조건을 만족하게 된다. 

 
 (20)

이 때, 만약 위치 오차가 자코비안 행렬의 고유 벡터라

면(  
), i번째 고유벡터에 의한 j번째 관절각

의 순간 변화량(̇)은 다음과 같이 간단해진다. 

̇ 
σ


 (21)

이 때, 는 의 j번째 성분을 의미한다. 따라서, j번

째 관절각의 순간 변화량(̇)이 말단 장치의 위치에 주는 

영향()은

 
σ


∑ 

        (22)

 ∑ (23)

와 같다. 는 자코비안 행렬의 l번째 행의 j번째 성분을 

의미하고, 은  ̇ 에 의한 l번째 말단 장치의 위치 변

화를 의미한다. 따라서 식 (20)에 의해, 특이점 밖에서의 

는 i번째 고유벡터의 1-norm(  ‖‖)과 같다.

한편, 의 크기는 각각의 조인트에 의한 말단장치의 

움직임이 서로 상쇄(Cancellation) 될 때 커지게 된다. 즉, 

로봇이 특이점에 가까워질 경우 ̇이 발산하여 가 

보다 커지게 된다. 그러므로, 



가 1보다 작을 때 로봇

이 특이점 영역을 판별하는 조건으로 설정하여 i번째 고

유벡터에 의한 허용 관절 속도()를 식 (24)와 같이 정의 

할 수 있다. 

 



 (24)

식 (24)에서 는 관절의 최대 허용 각속도를 의미한

다. 최종적으로, 식 (24)의 조정항을 이용하여 실제 추종 

오차()에 의한 관절각 변화(
σ




)를 제한하는 

식은 식 (25)과 (26)이다.

̇ 











  ‖‖≤ 


‖‖




 (25)

̇











∑  
 ̇ ‖ ∑  

 ̇ ‖≤ 




‖∑  
  ̇ ‖

∑  
  ̇


  (26)

3.4 Filtered Inverse (FI)

Filtered Inverse는 자코비안 행렬의 역행렬을 특이값 

분해 없이 최적화기법을 통하여 계산하는 방법으로, 우-

의사역행렬 오차와 좌-의사역행렬 투영 오차를 최소화

하는 역행렬을 얻는다
[10,11]

. 

Fig. 2에서 알 수 있듯이, 우-의사역행렬 오차()와 

좌-의사역행렬 오차()의 합을 피드백하여 자코비안의 

역행렬을 구하게 된다. 이처럼, Filtered Inverse 또한 

Jacobian Transpose와 같이 연산과정 중 특이값 분해를 

하지 않아, 계산 속도가 용이할 수 있으나, 반복 연산

(Iteration)의 수(k)에 따라 수렴 속도가 지연 될 수 있다

는 단점이 있다. 
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3.5 Task Transition Method (TT)

Task Transition 방법은 로봇에게 부여된 여러 업무를 

연속적이고 안전하게 바꿀 수 있는 제어 프레임워크이

다. Lee는 역기구학 제어 기반 Task Transition 프레임워

크를 제시하여 관절 각도 제한 회피 등을 극복할 수 있음

을 보였고
[28,29]

, Han은 Lee의 후속연구로 역동역학(Inverse 

Dynamics) 제어기반 Task Transition 프레임워크를 제시

하여 특이점 회피 알고리즘을 구현하였다
[12,13]

. 본 논문

에서는 위의 선행 연구들을 종합하여 역기구학 제어 기

반 Task Transition 프레임워크를 이용한 특이점 회피 

알고리즘을 기술하겠다.

먼저 2개의 업무( ̇
 ̇

)를 수행할 때 1번 업무를 우선

적으로 수행한 뒤 나머지 여유자유도로 2번 업무를 수행

하는 역기구학 제어기는 다음과 같이 설계할 수 있다.

̇ 
 ̇

  ̇ (27)

여기서 , , 그리고   

은 각각 1번, 2번 

업무의 자코비안 행렬, 그리고 1번 업무의 영공간(Null- 

space)이다. 또한 식 (27)에서 1번 업무에 영향을 주지 

않는 2번 업무의 관절 각속도(̇)는 식 (28)과 같다.

̇ 
 ̇


 ̇

 (28)

하지만, 식 (27)과 (28)는 각 업무의 독립적인 제어는 

보장하나, 두 업무의 우선 순위를 바꿀 때 불연속적인 

관절각의 변화를 유발한다. 이러한 문제점을 해결하기 

위하여, Lee는 활성화 지표(h)를 이용한 Task Transition 

방법을 제안하였고, 이는 식 (29)에서 (31)과 같다.

̇ 
 ̇


 ̇


 ̇

 (29)

 ̇
 ̇


 ̇

  (30)

 ̇
 ̇


 ̇

  (31)

식 (30)과 (31)에서 과 는 각각 1번 업무, 2번 업무

의 활성화 지표이고 0에서 1 사이의 값을 가진다. 만약 

활성화 지표가 1이라면 해당 업무를 최우선적으로 수행

하고, 0이라면 해당 업무를 수행하지 않는다. 식 (30)과 

(31)에서 보듯이 활성화 지표를 이용하여 각 업무를 동

일한 과정을 통해 배분할 수 있다.

이러한 Task Transition 방법을 이용하여 특이점 회피 

알고리즘을 설계한다면 다음과 같다. 특이값 분해의 식 

(5)에서 직교행렬 U는 특이값(σ)에 따른 방향벡터들로 

이루어져 있으므로, 특이값의 크기에 따라 0이 아닌 특

이값을 위한 방향벡터들()과 0인 특이값을 위한 방향

벡터들()로 나눌 수 있다.

   (32)

그러므로, 어떠한 업무  ̇는 다음과 같이 0인 특이값

에 영향을 받지 않는 업무( ̇
)와 영향을 받는 업무( ̇

)로 

분할 가능하다.

 ̇


 ̇  (33)

 ̇


 ̇  (34)

또한 이 업무와 상응하는 자코비안 행렬은 각각



  (35)



  (36)

로 나눌 수 있다. 이 때, 1번 업무는 특이점에 영향을 

받지 않는 업무이므로 활성화 지표()는 항상 1로 지정

한다. 한편, 2번 업무는 특이점에 영향을 받는 업무이므

로 활성화 지표()는 1로 시작하여, 제일 작은 특이값

(σ)이 작아짐에 따라 0으로 감소하게 정한다. 예를 들

어 Fig. 3은 특이값이 0.001과 0.01 사이일 때 활성화 지표

()가 변하는 그래프를 나타낸 그림이다. 결과적으로 

Task Transition을 통한 특이점 회피 알고리즘은 특이점

에 영향을 받지 않은 1번 업무를 우선적으로 수행 한 
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Fig. 3. Activation parameters w.r.t singular value

Fig. 4. Experimental environment with THORMANG

Fig. 5. Reference desired trajectory

Table 1. Experimental setting for each algorithm

 Gain Setting

DPI λ
 

DPI* 

, λ



 

E-DPI -

SJT -

S-DPI 
max

 π

FI α  

TT See Fig. 3

뒤, 특이점에 영향을 받는 2번 업무를 차선적으로 수행

함을 알 수 있다.

4. 실험 및 결과

3장에서 소개한 특이점 회피를 위한 알고리즘들의 성

능 비교를 위하여 시뮬레이션 환경에서 직접 구현해본

다. 다음 4.1절에서 시뮬레이션 환경과 사용한 로봇을 

소개 한 뒤, 4.2절부터 추종 능력, 연산시간, 그리고 알고

리즘의 확장성 등의 항목으로 각 알고리즘의 성능을 분

석한다.

4.1 실험 환경

Fig. 4와 같이 각 알고리즘의 구현을 위해 사용한 로봇

은 휴머노이드 로봇 THORMANG의 7자유도 팔을 사용

하였다
[19]

. 이 로봇을 가상현실에서 제어하기 위해 로봇 

시뮬레이터 V-REP을 사용하였고, 물리엔진으로는 Bullet

엔진을 선택하였다
[20]

. 로봇의 제어주기는 200 Hz이고 

시뮬레이션을 수행한 컴퓨터의 사양은 Intel i7 3.90GHz, 

RAM 32GB이다.

한편, 각 알고리즘을 테스트하기 위해 THORMANG

의 오른 손목의 위치 목표 경로()는 초기 로봇의 손목 

위치()를 기준으로 5초동안 식 (37)와 같이 움직이도록 

정의하고, 방향 목표 경로()는 초기 THORMAGN의 

방향()과 동일하게 설정하였다. 











,  (37)

식 (37)의 경로는 말단장치의 목표가 기구적으로 닿을 

수 없거나 자코비안 행렬의 랭크가 작업의 차원보다 작

아질 때 발생하는 기구적 특이점(Kinematic Singularity)

이 존재하는 경로이며, 조작성 지수()가 0.001 미만인 

곳을 기구적 특이점의 근처라고 간주하였다. 이를 도식

화하면 Fig. 5와 같다.

마지막으로, 각 알고리즘의 특이점 회피를 위한 게인은 

Table 1과 같다. Table 1의 DPI는 식 (12)를 이용한 Damped 

Pseudo Inverse이며, DPI*는 식 (14) 기반 Damped Pseudo 
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Fig. 6. Tracking performance for each algorithm (k=100): desired 
trajectories (Blueline) and measured trajectories (Red 
line)

Inverse이다. 각 알고리즘의 게인 값들은 특이점 회피 능력

과 추종 능력을 최대한 발휘 할 수 있는 값들로 설정하였다.

4.2 실험 결과

4.2.1 추종 능력

특이점 회피 알고리즘에서 최우선적으로 평가하여야 

할 요소는 특이점 근처에서 주어진 경로를 얼마나 잘 

추종하고, 수렴하는지에 대한 것이다. 앞 절에서 소개한 

실험 환경을 토대로 목표 경로(Desired Trajectory)에 대

한 실제 경로(Measured Trajectory)를 Fig. 6에 나타내었

다. 또한, 독자들을 위해 각 알고리즘 별 경로를 추종하는 

시뮬레이션 영상을 다음의 홈페이지에 올려두었다
[31]

.

결과적으로, 2.1절에서 소개한 의사역행렬을 이용한 

폐루프 역기구학의 경우, 특이점 근처에서 불안정해짐

을 확인할 수 있다. 또한, 특이점 극복 알고리즘 중 SJT와 

FI를 제외한 나머지 특이점 극복 알고리즘(DPI, DPI*, 

E-DPI, S-DPI, TT)들은 목표 경로가 로봇의 작업 반경 

이외에 있는 기구학적 특이점을 제외한 대부분의 경로

를 잘 추종함을 알 수 있다. 이 때, 사용한 역기구학 게인 

는 100으로 설정하였다.

각 알고리즘의 성능을 세밀하기 분석하기 위하여 Table 2 

에 실험에서 얻은 데이터를 바탕으로 각 알고리즘의 추

종 에러 및 관절 속도에 대한 실효값(Root Mean Square, 

RMS)를 나타내었다. 먼저, 추종 에러의 경우 TT, E-DPI, 

DPI*, S-DPI 순으로 적은 에러를 보여주었다. 특히, DPI

는 위의 4개의 알고리즘들보다 상대적으로 높은 추종 

에러를 보여주었는데, 이는 위의 4개의 알고리즘들은 특

이점 이외의 영역에서 높은 추종 능력을 보여준 반면에, 

DPI의 경우 특이점 이외의 영역에서 조정항의 영향으로 

인하여 추종 오차를 발생시키기 때문이다.

한편, Table 2의 관절 속도에 대한 실효값은, 로봇의 

말단 장치가 목표 경로를 추종하기 위하여 관절들을 움

직일 때 로봇의 링크 길이 등의 기구학적 정보를 얼마나 

효율적으로 썼는지를 보여준다. 그러므로, 이 값이 작으

면 작을수록, 로봇이 돌발 움직임(Jerk)이나 특이점 근처

에서 빨라지는 움직임 없이, 부드러운 움직임으로 목표 

경로를 추종한 것이라 간주 할 수 있다. Table 2의 2번째 

열에서 보듯이, 추종 에러가 작았던 4개의 알고리즘 중 

TT, E-DPI, S-DPI가 DPI*보다 낮은 관절 속도로 움직였

음을 알 수 있다. 이는 DPI*와는 다르게 TT, E-DPI, S-DPI

는 특이점 회피를 위해 기구학적인 정보를 활용하고 있

기 때문이다. 예를 들어, DPI*의 조정항을 위한 식 (14)

에서 보듯이 DPI*는 현재의 관절 각도나 로봇의 형태 

등과 상관없이 동일한 조정항을 사용한다. 그러나, TT, 

E-DPI, 그리고 S-DPI 등은 로봇 링크 길이를 이용하여 

관절마다 다른 조정항을 사용하거나(E-DPI), 현재의 로

봇 자세를 바탕으로 한 자코비안 행렬을 이용하여 로봇

의 말단장치가 특이점 방향으로 움직이지 못하도록 제

한하기 때문에(S-DPI, TT), DPI보다 효율적인 움직임을 

보여준다.

Fig. 6과 Table 2에서 보듯이 SJT와 FI가 상대적으로 

다른 알고리즘보다 큰 추종오차를 도출한 이유는 다음
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Table 2. Tracking performance for each algorithm (k=100)

 
Tracking Error (m) Joints Velocity (rad/s)

RMS Std RMS Std

DPI 0.0057 0.0037 0.9282 0.9001

DPI* 0.0049 0.0026 1.2194 1.3976

E-DPI 0.0049 0.0026 0.9342 0.8000

SJT 0.0266 0.0083 0.3736 0.0923

S-DPI 0.0052 0.0027 1.0059 1.4596

FI 0.0184 0.0311 0.9925 1.5263

TT 0.0047 0.0025 0.9262 0.7917

Fig. 7. Tracking performance for each algorithm (k=25, 50, 75, 
100, 150, 200)

Table 3. Computation time for each algorithm

 

Mean Computation Time 

in Non-singularity Area  

(ms)

Mean Computation Time 

in Singularity Area 

(ms)

DPI 0.7790 0.6839

DPI* 2.5644 3.1977

E-DPI 0.7200 0.6905

SJT 0.2634 0.2729

S-DPI 2.9805 2.8565

FI 2.6558 2.6282

TT 2.1170 3.7312

과 같다. 먼저, SJT의 경우, 3.2절에서 언급하였다시피, 

자코비안 행렬의 역행렬이 아닌 전치행렬형태를 사용하

면서 말단 장치의 위치 및 방위 오차가 발생할 수 있기 

때문이다. 이러한 추종 오차는 폐루프 역기구학 게인(k)

을 높이거나 로봇의 제어주기를 빠르게 한다면 해결할 

수 있으나, 본 실험에서는 다른 알고리즘과의 동일한 평

가를 하기 위하여 게인이나 제어주기를 바꾸지 않았다. 

또한, FI에서는 특이점 회피를 위한 자코비안 역행렬을 

구할 때, 우-의사역행렬과 좌-의사역행렬의 투영 오차 

합을 최소화하기 위하여 반복 연산을 수행하게 되는데, 

특이점 근처에서 때때로 이러한 투영 오차합을 최소화

하는 역행렬을 도출하지 못하는 현상을 발생시켜 말단 

장치의 추종오차를 증가시켰다.

한편, 로봇의 말단 장치의 추종 능력은 특이점 회피 

알고리즘의 성능 뿐만 아니라 식 (4)의 역기구학 피드백 

게인 와도 관련이 있다. 따라서 피드백 게인을 다양한 

값으로 설정하였을 때의 추종 오차를 Fig. 7에 나타내었

다. Fig. 7에서 알 수 있듯이, 각 알고리즘의 추종오차는 

역기구학 게인이 커질수록 감소함을 알 수 있다. 또한, 

Table 2과 Fig. 6의 결과(k=100)와 마찬가지로 역기구학 

게인이 동일할 시, IED, SJD, TT가 상대적으로 다른 알

고리즘보다 좋은 추종능력을 보임을 알 수 있다.

4.2.2 연산 시간

각 알고리즘이 매 프레임(Frame)마다 특이점 근처에

서 혹은 특이점 외 지역에서 소요한 연산 시간은 Table 3에 

나타내었다. 매 프레임의 연산 시간은 Windows 라이브

러리에서 제공하는 QueryPerformanceCounter를 사용하

여 얻은 결과를 사용하였다
[32]

.

Table 3에서 보듯이, 특이점 내/외 지역에서 SJT가 다

른 알고리즘보다 월등한 연산 속도를 보였으며, DPI와 

E-DPI 또한 빠른 연산 속도를 보였다. 이는 위의 알고리

즘들이 많은 연산량이 필요한 특이값 분해와 같은 과정 

없이 특이점 회피를 수행하기 때문이다. 반대로, 특이점 

회피를 위하여 특이값 분해를 사용하거나(DPI*, S-DPI, 

TT), 오차를 최소화하기 위하여 많은 반복과정을 거치는 

알고리즘(FI)의 경우, 2 ms이상의 소요시간을 보였다. 

한편, DPI*와 TT의 경우 특이점 내 지역에서의 계산 

시간과 특이점 외 지역에서의 계산시간간 차이가 발생

하였는데, 이는 각 알고리즘들이 현재의 로봇의 위치가 

특이점과 멀리 떨어져 있다고 판단할 경우, 2.2절의 폐루

프 역기구학의 의사역행렬만을 사용하여 추종을 하기 

때문에 연산 시간을 단축할 수 있는 것이다.
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4.2.3 다중 작업 능력

앞 서의 실험에서 각 알고리즘들은 오직 목표 경로만

을 추종하는 해를 구하도록 정의되어 있다. 그러므로, 

각 알고리즘들을 실제 로봇에 적용하기 위해서는 로봇 

관절이 최대/최소 허용 각도를 고려하여 해를 도출하는 

과정이 필수적으로 갖추어야 한다. 

이렇게 특이점 회피뿐만 아니라 관절 각도 제한까지 

고려하기 위해서 다중 작업을 고려한 제어기를 설계하

여야 한다. 구체적으로, 다중 작업의 우선순위를 두는 

식 (27)과 같은 영공간 제어를 하거나, 식 (38)과 같이 

자코비안에 가중치 대각 행렬( )을 곱하여 관절 움직

임을 제한하는 가중치 기반 자코비안 역행렬(Weighted 

Pseudo Inverse)을 사용할 수 있다
[15]

.

 







 

 (38)

한편, 영공간 제어를 통하여 관절 각도 제한을 극복하

고자 한다면, 식 (27)에서 2번째 업무인 ̇에 관절 제한 

극복을 위한 각속도를 목표 각속도를 다음과 같은 관절 

제한 함수를 이용하여 설정할 수 있다
[15]

.

̇ 
  




 
 

. (39)

식 (36)에서 ̇는 ̇의 i번째 원소이며, 와 

은 각각 i번째 관절의 최대 허용 각도와 최소 허용 

각도이다. 그러므로, 식 (39)의 ̇는 i번째 관절각 이 

관절의 최대 허용 각도와 최소 허용 각도의 평균값일 

때 0이 됨을 알 수 있다. 그러나, 식 (27)과 (39)를 이용해

도 완벽히 관절 제한을 극복할 수 없는데, 이는 로봇의 

제어 시 항상 관절 제한 극복을 위한 업무보다 특이점 

회피를 위한 업무가 우선적으로 수행되기 때문이다
[5,15]

.

하지만, Task Transition의 경우, 특이점 회피를 위해 

나눈 2개의 업무를 나타낸 식 (29)-(31)에서 관절 제한 

극복을 위한 업무를 추가할 수 있다. 따라서, 3개의 업무

를 가진 임무를 수행할 수 있으며, 활성화 지표를 이용하

여 업무의 우선순위를 바꿀 수 있다. 그러므로, 각 관절

이 허용 관절 범위의 경계에 가까워질 때 관절 제한 극복 

업무가 특이점 극복 업무보다 우선시 되며, 특이점 근처

에 접근 할 때 특이점 극복 업무가 관절 제한 업무보다 

우선시 된다. 결과적으로, Task Transition 방법을 사용하

면, 특이점 회피를 하면서도 항상 허용 관절 범위 안에 

들어오는 관절 해를 도출해낼 수 있다
[13,29]

. 따라서, 다중 

작업 능력 측면에서, 다른 알고리즘보다 Task Transition 

방법이 유리함을 알 수 있다.

5. 결  론

본 논문에서는 6가지 특이점 회피 알고리즘(Damped 

Pseudo Inverse, Error Damped Pseudo Inverse, Scaled 

Jacobian Transpose, Selectively Pseudo Inverse, Filtered 

Inverse, Task Transition Method)의 수학적인 특징들을 

알아보고, 각 알고리즘들을 로봇 시뮬레이터에 적용하

였다. 그리하여, 추종 능력, 계산 속도, 그리고 다중 작업

에 대한 능력 등으로 나누어 각 알고리즘들의 장/단점에 

대해 논의하였다.

본 연구를 요약한 각 알고리즘의 장/단점은 다음과 같다.

- DPI*와 E-DPI는 상대적으로 간단한 연산과정을 통

하여 특이점 근처에서 높은 추종능력을 보였다. 특

히 E-DPI의 경우 로봇의 길이를 고려하여 관절마다 

다른 조정항을 부여하기 때문에 목표 경로를 추종할 

때 효율적인 움직임을 보여준다. 

- SJT의 경우, 특이값 분해 등 복잡한 연산과정이 없

기 때문에 빠른 연산 속도를 보여주지만 낮은 제어

주기에서는 추종 능력이 떨어진다.

- S-DPI의 경우, 높은 추종 능력과 수렴성을 보여주었

다. 하지만, 복잡한 연산 과정으로 인해 계산 속도가 

E-DPI보다 느리다.

- FI의 경우, 추종 능력과 계산 속도 둘 다 두각을 나타

내지 못하였다. 이는 알고리즘의 연산과정에서 항상 

최적의 해를 구할 수 있다는 보장이 되지 않기 때문

이다.

- TT는 가장 우수한 추종 능력과 효율적인 움직임을 

보여주었다. 하지만 복잡한 연산 과정이 많으므로 

연산 속도에서 다른 알고리즘과 비교해 느림을 확인
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할 수 있다. 한편, 관절 각도 제한과 같은 다중 작업 

수행 능력에서 다른 알고리즘과 비교하여 월등한 성

능을 보여주었다.

본 연구의 후속 연구로는 다음과 같다. 먼저, Task Tran-

sition의 단점이었던 잦은 의사역행렬 계산 과정에서 유

발한 낮은 계산 속도를 극복하기 위한 연산 과정의 단순

화 및 병렬화를 구축할 것이다. 또한, 위의 알고리즘들에 

자가 충돌(Self-Collision)이나 토크 제한(Torque Limit)

에 대한 업무를 추가하여 제어기를 설계하고 이를 실제 

로봇에 구현해 볼 것이다.
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