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초등학생의 수직선 이해와 사용의 어려움
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본 연구는 초등학생들이 수 개념과 관련하여 수직선을 어떻게 이해하고 사용하는지, 또 그 학습의 어려움은 무엇인

지 파악하고자 하였다. 이를 위하여 수직선 은유가 수 개념과 어떻게 관련되는지 살펴보았고, 프로이덴탈의 수 개념

지도론에서 수직선의 역할에 대하여 고찰하였다. 실제 초등학생들의 수직선에 대한 이해와 사용의 어려움을 파악하

기 위해 실시한 검사는 수직선에 주어진 위치에서 적절한 수를 대응시키는 문항과 학년별로 수직선이 활용되는 관련

단원 내용을 묻는 문항으로 이루어졌다. 같은 내용과 구조의 문항이지만 수직선으로 표현된 것은 해결하지 못하면서

수 트랙이나 다른 그림으로 표현된 것은 해결하는 학생들이 다수 관찰되었고, 본 연구에서는 이러한 현상의 의미를

해석하고자 하였다. 또한 다양한 교수-학습 자료(수 트랙, 그림, 빈 수직선, 이중 수직선등)를 활용하여 수직선 이해

의 어려움을 보완하고 관련 수 개념 학습을 돕는 방안을 제안하였다.

Ⅰ. 서론

수직선은 수 체계에 대한 좋은 은유이며 수 개념 학습에 유용한 도구이다. Herbst(1997)는 좀 더 정교한 수준

에서 수직선은 수 체계의 은유라는 사실에 동의하고 수직선을 0으로부터 특정한 단위 선분 U의 연속적인 배열

로 정의하였다. 단위 선분 U는 무한히 많은 방법으로 나누어지고 수직선을 형성한다. 수 체계의 은유로 수직선

을 언급할 수 있는 것은 수직선을 직관적으로 파악하기 쉽기 때문에 모든 종류의 수, 즉 자연수, 정수, 유리수,

실수를 수직선 위에 표현할 수 있다.

수직선은 수 체계를 학습하는 교육적인 상황에서 서로 다른 수를 표기하기 위하여 일련의 다른 수직선을 생

성하는 것이 가능하다. 자연수 수직선에서 출발하여, 양의 유리수 수직선, 그리고 정수의 수직선, 음의 유리수 수

직선, 마지막으로 모든 수를 포함하는 실수의 수직선까지 다루는 상황이 가능한 것이다. 수직선은 수와 수의 표

현 방식, 수 사이의 관련성을 이해하고 수의 크기를 비교하거나 연산 절차를 구조화하기에 유용한 수학적 도구

이기 때문에, 1학년 2학기 자연수의 연산과 관련하여 처음으로 도입되어, 6학년까지 수와 연산, 측정, 규칙성의

영역에서 다양하게 활용되고 있다.

수직선은 수와 수의 표현 방식, 수 사이의 관련성을 이해하고 수의 크기를 비교하는 데 유용한 수학적 도구

임에도 불구하고, 학생들이 수직선을 활용하여 분수나 소수를 표현하거나 이해하는 면에서 많은 어려움을 겪고

있다. 오현근(2014)은 4학년 학생들이 분수의 개념에 대해 어느 정도 알고 있는지 파악하기 위해 전 차시에 배

웠던 내용을 바탕으로 분자가 1인 분수를 수직선에 나타내도록 하였다. [그림 Ⅰ-1]과 같이 학생 26명 중 2명을

제외한 나머지 학생들은 그림을 보고 이를 수직선에 제대로 나타내지 못하였다. 이상미(2010)는 초등학교 4, 5, 6

학년 학생들의 수직선에 대한 이해를 실태 조사하였다. 수에 대한 이해 정도를 알아보기 위한 문항 중 수 표현
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에 대한 정답률은 자연수 표현에서 85.2%, 소수 표현에서 82.3%, 수의 범위 표현에서 78.8%로 높은 정답률을 나

타냈으나 분수 표현에서는 정답률이 41.6%로 0과 1 사이의 분수를 바르게 나타내지 못하는 학생들이 많았다. 수

의 크기 비교에 대한 정답률은 자연수의 크기 비교에서 99.0%, 소수의 크기 비교에서 97.9%, 분수의 크기 비교

에서 76.6%, 분수와 소수의 크기 비교에서 78.0%로 자연수와 소수의 정답률이 높은 편이었으나, 분수가 있는 경

우의 정답률은 낮은 경향을 나타냈다.

[그림 Ⅰ-1] 분수를 수직선으로 나타내기

 

홍진곤·김양권(2015)은 수직선의 도입 시기, 도입 내용, 활용 방법의 문제점을 확인하였다. 첫째, 자연수, 유리

수와 관련된 여러 개념이 도입되는 시기와 수직선이 활용되는 시기 사이의 불일치를 <표 Ⅰ-1>과 같이 제시하

였다. 둘째, 자연수의 덧셈과 뺄셈, 자연수의 나눗셈, 분수의 이해, 몫의 의미와 관련한 분수 학습, 분수의 의미와

관련된 내용, 분수의 덧셈과 뺄셈, 분수의 곱셈과 나눗셈, 소수의 곱셈과 나눗셈의 학습에서도 도입 내용의 문제

점이 있었다. 셋째, 수직선의 활용 면에서, 수직선과 함께 다양한 반구체물(사각형, 막대, 띠, 자, 원 등)을 함께

활용하고 있으나, 다양한 형태의 수직선(이중 수직선이나 빈 수직선 등)을 활용하지 않고 단일 수직선만을 활용

하고 있었다. 자연수나 유리수와 같은 수 개념의 학습에서 수직선의 도입이나 활용 등에 대한 구체적인 안내나

지도 방법, 효과적인 활용 방법 등이 제시되지 않아서 단원이나 영역, 난이도에 따라 적절하게 활용되지 못하고

있었다.

수 개념 의미 및 연산 학습 시기 수직선 도입 시기

자연수

기수와 서수 1학년 1학기 1. 9까지의 수 2학년 2학기 1. 네 자리 수
덧셈과 뺄셈 1학년 1학기 3. 덧셈과 뺄셈 1학년 2학기 5. 덧셈과 뺄셈(2)
곱셈 2학년 1학기 6. 곱셈 2학년 1학기 6. 곱셈 6차시
나눗셈 3학년 1학기 3. 나눗셈 4학년 1학기 2. 곱셈과 나눗셈

유리수

분수의 의미 3학년 1학기 6. 분수 3학년 2학기 4. 분수
동분모 분수의 덧셈과 뺄셈 4학년 1학기 4. 분수의 덧셈과 뺄셈 4학년 1학기 4. 분수의 덧셈과 뺄셈
이분모 분수의 덧셈과 뺄셈 5학년 1학기 3. 분수의 덧셈과 뺄셈 수직선 도입하지 않음
분수의 곱셈 5학년 1학기 4. 분수의 곱셈 수직선 도입하지 않음
분수의 나눗셈 5학년 2학기 2. 분수의 나눗셈 5학년 2학기 2. 분수의 나눗셈 4차시
소수의 나눗셈 5학년 2학기 5. 소수의 나눗셈 5학년 2학기 5. 소수의 나눗셈 3차시

<표 Ⅰ-1> 자연수와 유리수 학습에서 수직선의 도입 시기

수직선과 관련된 연구들이 제한된 범위에서 수직선 이해 실태 및 활용, 초등학교 수학 교과서에서 수직선의

활용과 문제점 등에 그치고 있어서 실제 초등학생들의 수직선의 은유적 개념에 대한 이해 및 수 개념 학습과

수직선의 관계, 수직선 사용에 대한 이해가 어느 정도인지 구체적으로 살펴볼 필요가 있다. 또한 수직선에 대해

낮은 이해를 하는 학생들의 수 개념과 수와 연산의 학습 구조에 대한 이해를 통하여 수 개념을 제대로 이해하

고 수 체계를 형성하는데 도움이 되는 연구도 필요하다. 그래서 본 연구에서는 초등학생의 수직선에 대한 이해

를 분석하고 수직선 사용의 어려움을 밝히고자 한다.
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[그림 Ⅱ-1] 수직선 혼합3)

Ⅱ. 문헌 연구

1. 수 개념의 수직선 은유

수는 직선 위의 점이며 0은 원점이고 수의 크기는 거리이며 ‘보다 크다’는 위(수직방향의 직선에 대하여)에

있거나 오른쪽(수평방향의 직선에 대하여)에 있다는 은유는 유클리드 기하를 산술로 사상한다. 이는 기하와 산

술의 영역을 연결하는 은유이다. 흥미로운 것은 이 은유가 은유적 혼합, 은유의 바탕영역과 목표영역의 합성, 즉

수와 수직선 위의 점의 합성에 사용된다는 점이다. 수직선은 이 은유에서 바탕영역(기하)을 목표영역(산술) 위에

겹쳐 놓음으로써 형성된 개념적 혼합이다. 이 혼합은 수-점(number-point), 곧 은유적으로 점인 수이다. 이 혼합

은 기하와 산술을 결합하여 목표영역인 산술에 대한 새로운 추론을 가져다준다(Lakoff & Nunez, 2000).

바탕영역
직선 위의 점

목표영역
수의 모임

선 위의 점 P
점 O
점 O의 오른쪽 점 I
점 Q의 오른쪽 점 P
점 Q는 점 P의 왼쪽에 있다
점 P는 점 Q와 같은 위치에 있다
점들은 O의 왼쪽에 있다
점 O와 점 P 사이의 거리

→
→
→
→
→
→
→
→

수 P’
0
1
수 P’는 수 Q’보다 크다
수 Q’는 수 P’보다 작다
수 P’는 수 Q’와 같다
음수
P’의 절댓값

<표 Ⅱ-1> 수는 직선 위의 점이다

우리가 초등학교에서 배우는 수직선은

이 은유에서 사용하는 바탕영역과 목표영역

의 개념이 합성(수직선 혼합, the Number

Line blend)된 것으로, 이 수직선에서는 개

체들이 수이면서 동시에 점이다([그림 Ⅱ

-1]).

수직선이 수학적으로 의미 있는 시각적 표현이며, 직관적인 사고의 활용 폭도 넓고, 수직선의 은유적 개념을

통해 수 체계에 대한 이해와 좌표평면의 구성에 큰 도움을 주기도 하지만, 잘못된 사용으로 인한 어려운 점도

고려해야 한다. Doritou(2006)는 수 개념 학습 초기에 도구로서 수직선의 잘못된 사용이 수 체계의 은유로서의

장점을 약화시킬 수도 있고 이어지는 수 체계 지식의 재구성에서 학생들에게 약점이 될 수도 있다고 하였다. 수

직선이 수 체계에 대한 좋은 은유이며 수 개념 학습에 유용한 도구이지만, 수 개념이 형성되기 전의 초등학생은

Herbst(1997)가 이야기한 수직선의 은유성과 직관적 완비성을 제대로 이해하기 어렵기 때문이라고 예상할 수 있

3) “수는 수직선 위의 점이다”라는 은유는 수직선 위의 점과 수들의 일치(대응)를 이룬다. 이 은유의 바탕 영역과 목표 영역이

모두 활성화될 때, 그 결과는 개념적인 혼합으로, 이 혼합관계에서는 서로 대응되는 요소들이 하나의 개체, 즉 수-점

(number-point)을 형성하게 된다. 그림에서 왼쪽 위는 수직선 위의 점들의 바탕영역을 나타내고, 오른쪽 위는 정렬된 수들

의 목표영역을 나타낸다. 이 두 영역의 혼합된 결과는 그 아래에 나타난다.
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다. 또한 Gray & Doritou(2008)는 수직선의 의미에 대한 설명을 하지 않고 수직선의 특성을 분명히 하지 않으면

학생은 수직선을 어려워하고 선과 점 사이에 어떤 관계가 있는지에 대한 개념적인 이해가 발달하지는 않는다고

하였다.

2. 프로이덴탈의 수 개념 지도론과 수직선

프로이덴탈(1973)은 수 개념은 단일하게 형성되는 것이 아니며 수 개념을 형성하는 데에는 다양한 방법이 존

재한다고 주장하였다. 그는 수 개념을 내용과 형태에 따라 방법론적, 발생적, 교수학적 관점에서 다양하게 살펴

보았다. 프로이덴탈의 교수학적, 현상학의 측면에서 수 개념을 다섯 가지 형태로 정리하였다(Gravemeijer, 1994).

이 연구에서는 수 개념 중에서 수직선과 관련이 깊은 개수와 셈수를 중심으로 살펴보고자 한다.

가. 수 개념

셈수는 수를 바로 세거나 거꾸로 세는 등 구두로 수를 셀 때의 수를 말하며, 결과적 세기(resultative

counting)4)과정과는 별도로 발달한다.

개수(numerosity number)는 기수나 양을 나타내는 수와 같은 의미에 등다5)(equipotent)의 개념이 연합된 개

념이다. 등다는 집합 사이에 일대일 대응이 존재함을 말하며 반드시 세지 않아도 알 수 있다. 어린 아동의 개수

개념은 셈수와 함께 발달하지 않는 경우가 있다. 즉, 셈수의 개념이 없더라도 개수의 개념을 지니고 있는 아동이

있는 경우이다. 프로이덴탈은 이러한 예로 그의 손자(Bastiaan)가 숟가락 위에 딸기 여섯 개가 놓인 형상과 식탁

에 식구들이 둘러앉은 모습을 보고 그 수가 같다고 말할 수 있는 경우와 같다고 설명하였다. 즉, 식탁에 둘러앉

은 ‘할아버지와 할머니’, ‘아버지와 어머니’, 그리고 ‘자신(Bastiaan)과 여동생’을 언급하면서 딸기의 수와 사람의

수가 같음을 설명한 경우라 볼 수 있다.

나. 수와 연산의 학습(나귀수 외, 2002에서 재인용)

앞서 제시된 수의 다양한 측면은 초등학교에서 다루어지는 수와 연산의 개념을 이해하고 비와 비례 학습을

위한 기초를 닦는다는 의미가 있다. RME(Realistic Mathematics Education)에서는 연구를 통하여 위에서 언급한

수의 측면들을 고루 접하도록 교수-학습 과정을 개발하였는데, 그 과정에서 수와 연산의 학습이 자연스러운 연

결을 이루고 있다.

수의 개념 측면에서 학습 과정을 구조화한 [그림 Ⅱ-2]에서 알 수 있듯이 수 세기 전략을 개수와 관련짓고

수 구조화하기를 결과적 세기와 주로 관련된 것으로 나타내고 있다(Gravemeijer, 1994). 그러나 세기 전략은 셈

수에서 발달하며 개수를 알아야 가능한 것이고 또 결과적 세기와 세기 전략은 발달의 전후 관계를 알 수는 없

지만 분명한 관련을 맺고 있으며 이것이 수의 구조화나 덧셈과 뺄셈 절차와 관련되므로 연관성을 분명히 나타

낼 필요가 있다. [그림 Ⅱ-2]에서 알 수 있듯이 수의 개념과 각 측면을 고려한 교수-학습은 개별적인 것이 아니

라 서로 유기적으로 관계를 맺고 있다. 초등학교 수준의 수 학습에서는 개수와 셈수, 계산수가 밀접히 관련되어

있다. 또한, 덧셈과 뺄셈에서의 계산수의 속성은 고학년에서의 연산과는 달리 계속적인 수 관계의 반성에서 발생

해야 한다. 따라서 개수와 셈수의 학습에서 관계적으로 학습해야 한다. 수와 연산의 학습 계열에서 개수의 측면

4) 결과적 세기는 사물(예: 막대, 공, 사람…)이 몇 개인지를 정하기 위하여 수를 세는 것을 말한다. 결과적 세기는 셈수와 수

발달이 통합된 과정으로, 수 개념들이 서로 관련되어 발달한다는 대표적인 예의 하나이다. 결과적 세기에서는 가산의 대상

이 수와 일대일 대응이 되고 마지막 수는 기수로 인식된다.

5) 같은 等, 많을 多로써 ‘많음이 같다’의 뜻을 표현한 것이다.
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은 일대일 대응과 수의 크기를 기본으로 한다. 수 세기(여러 가지 세기 전략, 결과적 세기)와 수 구조화하기 활

동을 주로 하며, 수 관계를 탐구하면서 수 개념과 연산 개념이 자연스럽게 연결되어야 한다. 수 세기를 하여 개

수를 아는 것은 결과적 세기와 세기 전략을 학습하는 것이며, 수의 구조화하기와 함께 덧셈과 뺄셈 학습의 기본

이 된다.

한편, 수 계열은 결과적 세기의 선결 조건으로서 뿐만 아니라 산술 과정에서도 중요하다. 다시 말하면 셈수,

즉, 수 계열의 학습은 결과적 세기, 세기 전략의 발달과 덧셈과 뺄셈 절차에서 중요하다. 프로이덴탈(1973)이 지

적하듯이, 아동은 수의 개수적 측면과는 독립적으로 수 계열을 알게 된다. 그러나 셈수의 개념만으로는 수학 학

습을 진척할 수 없다. 앞에서도 지적하였듯이 개수 개념을 같이 학습하여야 한다. 셈수 속성의 학습과 이를 수의

연산에 응용하는 대표적인 예가 수직선이다. 수직선을 이용한 학습은 수 계열, 즉, 셈수만을 강조할 우려가 있으

나 수 세기 전략에서 잇달아 세기를 하였던 다비도프의 접근법을 사용하게 되면 이를 방지할 수 있다. 즉, 수직

선에서 연산할 때 피가수와 피감수 부분을 개수로 인식하여 나타내고 가수와 감수 부분을 잇달아 세기 하거나

거꾸로 세기 하면 된다.

결론적으로 셈수는 결과적 세기의 근거이며 다양한 셈 활동 근거로서, 수 계열이 중요한 위치를 차지하는 연

산의 학습에 이용되어야 한다. 셈수의 측면은 덧셈과 뺄셈에서 앞으로(또는 뒤로) 세기의 학습과 수직선 모델로

서 중요한 역할을 한다.

[그림 Ⅱ-2] 수와 연산의 학습 구조
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번호 1차 검사 문항 2차 검사 문항 학년
(인원)

단원

1 1∼6
(171명)

2 1∼6
(171명)

3
1학년
(28명)

50까지
의 수

4 1학년
(28명)

덧셈과
뺄셈

5 2학년
(29명)

세 자
리 수

6 2학년
(29명)

곱셈

<표 Ⅲ-1> 수직선 이해와 사용 검사 문항

Ⅲ. 연구 방법

1. 연구 대상

본 연구는 수 개념 학습에서 수직선을 배우는 초등학생이 수직선에 대한 이해와 사용을 어떻게 어려워하는지

밝히고자 한다. 이를 위하여 경기도의 한 중소도시에 위치한 A초등학교 1학년에서 6학년 학생 171명을 연구 대

상으로 선정하였다.

2. 연구 절차

모든 학년에서 수와 연산 영역과 관련된 단원을 학습한 이후의 시기인 2015년 9월에 1, 2차 검사를 차례로

실시하였다. 1차 검사에서는 수직선에 주어진 위치에서 적절한 수를 대응시키는 두 문항6)을 모든 학년에 공통으

로 제시하였고, 학년별로 관련 내용을 수 트랙이나 그림으로 표현하여 문제를 해결하는 문항을 두 문항씩 제시

하였다. 2차 검사에서는 학년별로 제시된 문항을 수직선으로 표현하여 제시하였다. 또한 1차 검사에서는 오류를

보였지만 2차 검사에서는 정확하게 해결한 1∼6학년 12명과 면담을 실시하였다. 면담 방법은 면담에 참여한 12

명의 검사 실시 결과에 대한 배경적 지식, 해결 방법 등에 대한 연구자와 직접 면담을 통해 의견을 듣고 수 트

랙과 그림 표현 문제와 수직선 표현 문제의 차이가 나는 현상의 의미를 해석하고자 하였다.

수 개념 학습에서 초등학생이 수직선에 대한 이해와 사용에서 어떤 점을 어려워하는지 파악하기 위한 검사

문항은 다음과 같다.

6) Doritou, M.(2006)의 연구를 바탕으로 수직선 검사 문항을 수정하여 적용함
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7 3학년
(27명)

나눗셈

8
3학년
(27명) 분수

9 4학년
(30명)

분수의
덧셈과
뺄셈

10
4학년
(30명)

곱셈과
나눗셈

11 5학년
(30명)

약분과
통분

12 5학년
(30명)

분수의
곱셈

13
6학년
(27명)

분수의
나눗셈

14
6학년
(27명)

비 와
비율

Ⅳ. 연구 결과 및 논의

초등학생이 수직선에 대한 이해와 사용에서 어떤 점을 어려워하는지 파악하기 위해 실시한 검사 결과는 <표

Ⅳ-1>과 같다. 초등학생들의 수직선 이해에 대한 검사는 학년별로 수직선이 사용되는 내용을 묻는 문항으로 이

루어졌다. 같은 구조와 내용의 문항이지만 수 트랙이나 그림으로 표현된 것은 해결하면서 수직선으로 표현된 것

은 해결하지 못하는 학생들이 다수 관찰되었고, 본 연구에서는 이러한 현상의 의미를 해석하고자 하였다.

번호 문항 학년(인원) 단원

1차 검사
정답률

2차 검사
정답률

수식
수 트랙,
그림
표현

수직선
표현

1 화살표로 표시된 수 예상하기 1∼6(171명)
2 수직선에 자연수 표시하기 1∼6(171명)
3 37과 50 사이에 수 넣기 1학년(28명) 50까지의 수 89% 46%
4 뺄셈식 해결하고 표현하기 1학년(28명) 덧셈과 뺄셈 96% 89% 43%
5 225와 315 사이에 수 넣기 2학년(29명) 세 자리 수 79% 66%
6 곱셈식 해결하고 표현하기 2학년(29명) 곱셈 86% 76% 62%
7 나눗셈식 해결하고 표현하기 3학년(27명) 나눗셈 93% 93% 59%
8 분수의 크기만큼 표현하기 3학년(27명) 분수 70% 37%
9 분수의 뺄셈 해결하고 표현하기 4학년(30명) 분수의 덧셈과 뺄셈 65% 70% 40%
10 나머지가 있는 나눗셈 해결하고 표현하기 4학년(30명) 곱셈과 나눗셈 80% 67% 40%
11 두 분수를 표현하고 크기 비교하기 5학년(30명) 약분과 통분 97% 70% 50%
12 분수의 곱셈 해결하고 표현하기 5학년(30명) 분수의 곱셈 83% 43% 40%
13 분수의 나눗셈 해결하고 표현하기 6학년(27명) 분수의 나눗셈 85% 65% 56%
14 비를 표현하고 비율 구하기 6학년(27명) 비와 비율 93% 78% 44%

<표 Ⅳ-1> 검사 결과
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연구 결과는 <표 Ⅳ-1>의 검사 결과 중에서 수직선에 주어진 위치에서 적절한 수를 대응시키는 문항과 수

트랙이나 그림 표현은 해결하였지만, 수직선 표현은 해결하지 못한 학생들을 중심으로 분석하였다.

1. 수직선에서 수 감각의 변화

가. 화살표로 표시된 수 예상하기

이 문항은 0부터 100까지 기록된 다양한 크기의 수직선에서 화살표가 표시된 지점의 수를 예상하기 위한 문

항으로, 초등학생들이 수직선 위의 한 점에 대한 위치를 어떻게 파악하여 자연수를 예상하는지 알아보기 위한

문항이다.

[그림 Ⅳ-1] 화살표로 표시된 수 예상하기

화살표로 표시된 수 예상하기 문항에서 1학년부터 6학년 171명의 학년별 평균은 다음과 같다.

학년인원 6 35 81 92

1 28명 10.21 39.84 78.43 89.57

2 29명 9.48 36.41 79.14 89.48

3 27명 9.04 37.15 80.07 91.07

4 30명 8.10 38.23 80.12 91.43

5 30명 8.53 37.53 79.07 90.92

6 27명 6.37 35.12 81.10 91.19

<표 Ⅳ-2> 화살표로 표시된 수 예상하기

학년별 평균

[그림 Ⅳ-2] 화살표로 표시된 수 예상하기 학년별 평균

그래프 비교

학생들은 50이하의 수에서는 과대 예상을 하는 경향이 있고, 50이상의 수에서는 과소 예상하는 경향이 있다.

학생들 중에서 일부는 10단위의 수로 인식하는 경향이 있고, 대체로 학년이 높아질수록 화살표로 표시된 수를

정확하게 예상하였다. 이 문항은 <표 Ⅱ-1>에서 바탕영역인 직선 위의 점이 주어지고 목표영역인 수를 예상하

는 문항이다. 저학년 학생들에게 <표 Ⅳ-2>와 같은 경향이 많이 나타나는 것은 ‘수는 직선 위의 점’이라는 은유

를 통한 개념화가 아직 충분히 이루어지지 못하였음을 시사한다. 1학년부터 3학년까지 수와 연산의 학습을 통해

자연수 체계가 어느 정도 완성이 되고, 수직선의 은유적 개념의 이해가 깊어지는 4학년 이상의 학생들은 수 예

상하기의 정확성이 늘어남을 알 수 있다.
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나. 수직선에 자연수 표시하기

이 문항은 크기가 같은 0부터 100까지 기록된 수직선에 50을 기준으로 서로 대칭이 되는 6쌍 12개의 수를 화

살표로 표시하기 위한 문항으로, 수직선에서의 수의 크기를 어떻게 파악하고 있는지 알아보기 위한 문항이다.

[그림 Ⅳ-3] 수직선에 자연수 표시하기

수직선에 자연수 표시하기 문항에서 1학년부터 6학년 171명의 학년별 평균과 그래프 비교는 다음과 같다.

학년　인원 2 5 8 13 24 41 59 76 87 92 95 98

1 28명 4.64 9.96 16.04 24.32 32.11 45.86 55.82 60.79 70.64 76.96 79.29 83.57

2 29명 3.03 6.31 9.38 16.86 24.66 45.28 57.55 69.03 77.48 87.62 88.34 93.76

3 27명 2.78 5.74 10.04 16.15 26.30 44.59 56.48 70.78 79.41 89.04 90.26 95.11

4 30명 2.50 5.60 9.33 13.63 24.30 43.47 57.77 65.93 76.57 87.30 89.83 95.67

5 30명 2.13 5.17 8.10 13.40 24.17 43.12 57.18 72.50 81.40 90.13 91.83 96.37

6 27명 2.52 5.78 8.59 13.56 23.07 41.93 58.93 72.48 83.04 89.15 91.67 96.04

<표 Ⅳ-3> 수직선에 자연수 표시하기 학년별 평균

[그림 Ⅳ-4] 수직선에 자연수 표시하기 평균 그래프

비교

예상의 정확성은 0으로부터 멀어질수록 감소하다 증가하고, 100으로부터 가까워질수록 정확성은 증가하다 감

소되었다. 학생들은 50이하의 수에서는 과대 예상을 하는 경향이 있고, 50이상의 수에서는 과소 예상하는 경향이

있다. 절댓값 오류의 분포는 전 학년에 걸쳐 나타나고 있으며, 대체로 학년이 올라갈수록 점점 오류가 줄어든다.

높은 성취도의 학생은 낮은 성취도의 학생보다 예상하는 능력이 양호하였다. 이 문항은 [그림 Ⅳ-1]의 화살표로

표시된 수 예상하기 문항과는 반대로, 목표영역인 수가 주어지고 바탕영역인 직선 위의 점을 예상하고 표시하는

문항이다. 대체로 저학년 학생들에게 <표 Ⅳ-3>과 같은 경향이 많이 나타나는 것은 화살표로 표시된 수 예상하

기 문항과 마찬가지로 ‘수는 직선 위의 점’이라는 은유를 통한 개념화가 아직 충분히 이루어지지 못하였음을 시
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사한다. 하지만 자연수 체계가 어느 정도 완성이 되고, 수직선의 은유적 개념의 이해가 깊어지는 4학년 이상의

학생들은 수직선에 자연수 표시하기의 정확성이 늘어남을 알 수 있다.

2. 수직선의 좌표 개념

1학년의 ‘37과 50 사이에 수 넣기’와 2학년의 ‘225와 315 사이에 수 넣기’ 문항이 수 트랙으로 표현된 경우에

는 정확한 수를 말하면서도, 수직선으로 표현된 경우에는 오답을 말하는 학생들이 관찰되었다(1학년 8명, 2학년

8명).

[그림 Ⅳ-5] 37과 50 사이에 수 넣기-13 학생의 사례

[그림 Ⅳ-6] 225와 315 사이의 수 넣기-25 학생의 사례

<에피소드 1>과 같이 수직선의 좌표 개념에 대한 이해가 부족한 학생들이 많이 관찰되었다.

<에피소드 1> 225와 315 사이의 수 넣기(25 학생의 사례)

교사: 225에서 315가 표시된 수직선 문제에서 □안에 들어갈 수를 285로 썼네요. 왜 그렇게 생각하고 썼나요?

25 : 수직선에서 세어 보니 285가 들어가는 것 같았어요.

교사: 그래요. 그런데 수 트랙 문제에서 에 들어 갈 수로 275를 썼네요. 어떻게 해서 썼나요?
25 : 빈 칸에 10씩 더해서 수들을 써 보니까 에 들어갈 수가 275인지 알았어요.
교사: 그렇다면 수직선에서도 그렇게 한 칸 마다 10씩 더해서 세어보면 쉽게 찾을 수 있지 않을까요?

25 : (수직선의 칸과 칸 사이에 써야 할지, 한 칸이 구분되는 곳에 써야 할지 위치를 잡지 못하고 고민함)

<에피소드 1>의 25학생은 수 트랙 문제에서 빈 칸에 들어 갈 수를 10씩 넣어서 구하였지만, 수직선 문제에

서는 수직선의 칸과 칸 사이에 수를 넣어야 할지, 한 칸이 구분되는 곳에 수를 써야 할지 모르고 답을 구하지

못하였다. 이것은 수직선에서 수가 배열되는 위치와 방향 등과 같은 수직선 은유가 의미하는 바를 수 개념과 관

련하여 충분히 확립하지 못하고 있음을 확인하였다. 이와 관련된 오류는, 수직선에서 수가 배열되는 위치와 방향

등과 같은 수직선 은유가 의미하는 바를 수 개념과 관련하여 충분히 확립하지 못하고 있음을 보여주며, 특히 ‘좌

표’ 개념은 초등학생들에게 쉽게 형성되지 않는다는 것을 확인하게 한다. 은유를 사용한 설명은 이해에 도움이

되기도 하지만, 조절이 불충분하거나 중요한 점을 놓치게 되면 은유가 수학적 사고의 발달에서 ‘인식론적 장애’

의 근원이 될 수도 있음을 확인할 수 있다(우정호, 2013, p.354). 하지만 수 트랙에서는 위치나 좌표 개념을 생각

하지 않더라도, 빈 칸에 수를 차례로 기록하면서 수의 순서나 배열을 쉽게 파악할 수 있었다.
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3. 수직선을 측정의 도구로 사용하는 문제

1학년의 ‘뺄셈식 해결하고 표현하기’, 2학년의 ‘곱셈식 해결하고 표현하기’, 3학년의 ‘나눗셈식 해결하고 표현하

기’, 4학년의 ‘분수의 뺄셈 해결하고 표현하기’, ‘나머지가 있는 나눗셈 해결하고 표현하기’ 문항이 수식이나 그림

으로 표현된 경우에는 정확한 수를 말하면서도, 수직선으로 표현된 경우에는 오답을 말하는 학생들이 관찰되었

다(1학년 8명, 2학년 13명, 3학년 9명, 4학년 8명, 6명). 그러나 5학년의 ‘분수의 곱셈 해결하고 표현하기’, 6학년

의 ‘분수의 나눗셈 해결하고 표현하기’ 문항에서는 분수의 곱셈이나 나눗셈의 의미를 제대로 이해하지 못하기 때

문에 수직선 표현이나 그림 표현에서 모두 오답을 말하는 학생들이 많았다.

[그림 Ⅳ-7] 뺄셈식 해결하고 표현하기-14 학생의 사례

[그림 Ⅳ-8] 분수의 뻴셈 해결하고 표현하기-49 학생의 사례

[그림 Ⅳ-9] 나머지가 있는 나눗셈 해결하고 표현하기-410 학생의 사례

<에피소드 2>와 같이 측정의 도구로서 수직선에 대한 이해가 부족한 학생들이 많이 관찰되었다.

<에피소드 2> 나머지가 있는 나눗셈 해결하고 표현하기(410 학생의 사례)

교사: 나눗셈 식을 수직선에 나타내는 문제는 어떻게 해결하였나요?

410: 나눗셈 식을 해결하니까 몫이 2이고 나머지가 10이어서 수직선에 40과 15를 나타내었어요.

교사: 나눗셈 식을 모두 나타내지 않았고 나누어지는 수 40과 나누는 수 15를 나타내었네요. 그럼 나눗셈 식

에 맞게 ★를 ○로 묶는 문제에서는 어떻게 해결하였나요?

410: 40개의 ★을 15개씩 ○로 묶으니까 2묶음과 나머지 ★이 10개가 남았습니다.

교사: 수직선에 나타내는 문제와 ★를 ○로 묶는 문제에서 차이가 나네요. 왜 이렇게 차이가 났나요?

410: 제가 수직선에서 나타내는 것을 제대로 이해를 못하고 푼 것 같아요. 그냥 40과 15만 나타내었어요.

교사: 이 문항에서 어떤 점에서 어려웠던 것 같아요?

410: ★를 ○로 묶는 것은 쉽게 하였는데 수직선에는 어떻게 나타내야 하는지 잘 몰랐어요.

<에피소드 2>의 410학생의 경우 40개의 ★을 15개씩 ○로 2묶음과 나머지 ★이 10개인 것을 그림으로 잘 표

현하였지만, 수직선에는 15개씩 2묶음과 나머지 10개를 나타내지 못하였다. 4학년 B학생은 나눗셈 식을 해결하

거나 그림 표현에서는 잘 나타내지만 수직선 표현에서는 수직선 은유를 제대로 이해하지 못하고 나눗셈의 몫과
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나머지와 같은 양을 제대로 표현하지 못하고 있음을 알 수 있었다.

측정의 도구로서 수직선은 <표 Ⅲ-1>의 바탕영역인 점 O와 점 P 사이의 거리가 목표영역인 수 P’의 절댓값

과 합성된 은유적 혼합(즉, 수와 수직선 위의 점의 합성)으로 사용되고 있다. 그러나 학생들은 한 점의 ‘위치’로

이해한 수 개념으로부터 크기나 길이 등과 같은 양에 대한 측정의 도구를 연결 지을 만큼 수직선 은유를 이해

하는데 어려움을 느끼고 있음이 관찰되었다.

4. 양을 길이로 표현하는 문제

3학년의 ‘분수의 크기만큼 표현하기’, 5학년의 ‘두 분수를 표현하고 크기 비교하기’, 6학년의 ‘비를 표현하고 비

율 구하기’ 문항에서 학생들은 분수나 비를 넓이로 분할하는 것은 정확하게 표현하면서도 수직선에 양(분수나

비)을 길이로 제대로 표현하지 못하는 학생들이 관찰되었다(3학년 8명, 5학년 6명, 6학년 9명).

[그림 Ⅳ-10] 분수의 크기만큼 표현하기-38 학생의 사례

[그림 Ⅳ-11] 두 분수 표현하고 크기 비교하기-511 학생의 사례

[그림 Ⅳ-12] 비를 표현하고 비율 구하기-614 학생의 사례

<에피소드 3>과 <에피소드 4>와 같이 수직선에서 양의 길이 표현을 어려워하는 학생들이 많이 관찰되었다.

<에피소드 3> 분수의 크기만큼 표현하기(38 학생의 사례)

교사: 왼쪽 분수의 크기만큼 오른쪽 수직선 위에 왜 이렇게 나타내었어요?

38 : 자로 대략 재어보니 

이 1칸이어서 이렇게 나타냈어요.

교사: 아, 

은 1칸, 


은 2칸, 


은 3칸이니까 이렇게 표시한 거네요.

38 : 네 맞아요.

교사: 그렇다면 왼쪽 분수의 크기만큼 오른쪽 막대 그림에는 이렇게 색칠하였어요?
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38 : 

은 1을 나타내니까 전체를 색칠했고, 


은 절반을 나타내니까 이렇게 그렸고, 


은 3개로 나눈 것 중

에서 1개이므로 이렇게 그렸어요.

교사: 그럼 수직선 문제와 막대 그림 문제를 왜 이렇게 다르게 나타내었을까요?

38 : 두 문제가 서로 다른 문제인 것 같아서 다르게 생각했어요. 수직선에 나타내는 것은 자로 재어본 것을

생각해서 1칸, 2칸, 3칸으로 나타내었고, 막대 그림에서는 분수를 생각해서 나타내었어요.

<에피소드 3>의 38학생의 경우 면적에 대한 양감을 가지고 있어서 막대 그림에 분수를 나타내는 것은 쉽게

해결하지만, 수직선에 분수의 크기를 길이로 나타내는 문제에서 분모를 수직선의 길이로 생각하고 표현하였다.

이는 학생들이 수직선의 은유적 개념 이해와 나누기 및 분할에 대한 사고가 부족함을 알 수 있었다.

<에피소드 4> 비와 비율(614 학생의 사례)

교사: 비를 수직선에 어떻게 나타내었습니까?

614: 9개 중에 5개를 나타내었습니다.

교사: 0에서 1까지 몇 칸인 것 같아요?

614: (칸을 세어보며 10칸이 아님을 알고 나서 후회하듯) 9칸입니다.

교사: 왜 9칸을 10칸이라고 생각했나요?

614: 그냥 자가 10칸으로 나눠져서 깊게 생각하지 않은 것 같아요.

<에피소드 4>의 614학생의 경우 빈 막대에 비를 표현하는 문제에서는 9개 중에서 5개를 정확히 표현하였지

만, 수직선에 표현하는 문제에서는 수직선의 은유적 개념과 비례적 사고가 부족하여 수직선을 일반적인 자와 같

이 9칸을 10칸으로 생각하여 문제를 해결하였다. 많은 학생들이 수직선의 은유적 개념 이해와 길이에 대한 비교,

나누기 및 분할, 비례적 사고가 부족하여 양의 길이 표현을 어려워하지만, 막대그림에서는 길이와는 다르게 면적

에 대한 양감을 가지고 있으므로 분수나 비를 넓이로 쉽게 분할하였다. 막대 그림과는 다른 특성을 가지고 있는

수직선의 의미에 대한 개념적인 이해가 이와 같은 오류의 해결을 위해 필요한 것으로 보인다.

Ⅴ. 요약 및 결론

본 연구는 초등학생들이 수 개념과 관련하여 수직선을 어떻게 이해하고 사용하는지, 또 그 학습의 어려움은

무엇인지 파악하고자 하였다. 이를 위하여 수직선 은유가 수 개념과 어떻게 관련되는지 살펴보았고, 프로이덴탈

의 수 개념 지도론에서 수직선의 역할에 대하여 고찰하였다. 실제 초등학생들의 수직선에 대한 이해와 사용의

어려움을 파악하기 위해 실시한 검사 결과는 다음과 같다.

첫째, ‘화살표로 표시된 수 예상하기’ 문항이나 ‘수직선에 자연수 표시하기’ 문항에서 예상의 정확성은 고학년

이거나 성취도가 높은 학생일수록 점점 오류가 줄어들었다. 높은 성취도의 학생은 낮은 성취도의 학생보다 예상

하는 능력이 양호하였다. 대체로 저학년이거나 성취도가 낮은 학생들에게 <표 Ⅳ-2>와 <표 Ⅳ-3>과 같은 경향

이 많이 나타나는 것은 ‘수는 직선 위의 점’이라는 은유를 통한 개념화가 아직 충분히 이루어지지 못하였음을 시

사한다. 하지만 자연수 체계가 어느 정도 완성이 되고, 수직선의 은유적 개념의 이해가 깊어지는 4학년 이상의

학생들은 수 예상하기의 정확성이 늘어남을 알 수 있었다.

둘째, 수직선의 좌표 개념에 대한 이해가 부족한 학생들이 많이 관찰되었다. 이와 관련된 오류는, 수직선에서

수가 배열되는 위치와 방향 등과 같은 수직선 은유가 의미하는 바를 수 개념과 관련하여 충분히 확립하지 못하
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고 있음을 보여주며, 특히 ‘좌표’ 개념은 초등학생들에게 쉽게 형성되지 않는다는 것을 확인하게 한다. 은유를 사

용한 설명은 이해에 도움이 되기도 하지만, 조절이 불충분할 경우 중요한 점을 놓치게 되면 은유가 수학적 사고

의 발달에서 ‘인식론적 장애’의 근원이 될 수도 있음을 확인할 수 있다.

셋째, 측정의 도구로서 수직선에 대한 이해가 부족한 학생들이 많이 관찰되었다. 측정의 도구로서 수직선은

바탕영역인 점 O와 점 P 사이의 거리가 목표영역인 수 P’의 절댓값과 합성된 은유적 혼합(즉, 수와 수직선 위의

점의 합성)으로 사용되고 있다. 그러나 학생들은 한 점의 ‘위치’로 이해한 수 개념으로부터 크기나 길이 등과 같

은 양에 대한 측정의 도구를 연결 지을 만큼 수직선 은유를 이해하는데 어려움을 느끼고 있음이 관찰된다.

넷째, 수직선에서 양의 길이 표현을 어려워하는 학생들이 많이 관찰되었다. 이러한 학생들은 수직선을 자와

같이 생각하여 분수의 크기에 대한 위치 개념을 중심으로 생각하기 보다는 분모를 자의 눈금으로 생각하는 경

향이 있었다. 많은 학생들이 수직선의 은유적 개념 이해와 길이에 대한 비교, 나누기 및 분할, 비례적 사고가 부

족하여 양의 길이 표현을 어려워하지만, 막대그림에서는 길이와는 다르게 면적에 대한 양감을 가지고 있으므로

분수나 비를 넓이로 쉽게 분할하였다. 막대 그림과는 다른 특성을 가지고 있는 수직선의 의미에 대한 개념적인

이해가 이와 같은 오류의 해결을 위해 필요한 것으로 보인다.

초등학교 저학년 학생들이나 낮은 성취도의 학생들을 관찰한 결과로부터 알 수 있는 점은, 수 개념 학습 초

기에 교수-학습 도구로서 수직선의 사용이 정교하게 이루어지지 못할 경우 수 체계의 은유로서의 수직선의 장

점을 약화시킬 수도 있고, 학생들이 후속 학습에서 수 체계 지식을 재구성하기 힘들 수 있다는 것이다. 이는

Doritou(2006)의 주장과도 상통하는 점이 있다. 수직선의 의미에 대한 이해가 충분히 이루어지지 않고 수직선의

특성을 분명히 하지 않으면 학생들은 수는 수직선 위의 점이라는 은유에 대해 개념적인 이해가 쉽게 발달하지

않는다.

수직선은 수 체계에 대한 은유이며 수 개념 학습에 유용한 도구이다. 수직선은 바탕영역(기하)을 목표영역(산

술) 위에 겹쳐 놓음으로써 형성된 은유적 혼합이다. 이 혼합은 수-점(number-point), 곧 은유적으로 점인 수이

다. 이 혼합은 기하와 산술을 결합하여 목표영역인 산술에 대한 새로운 추론을 가져다주며, 수직선의 은유적 개

념을 사용하면 훨씬 더 복잡한 은유적 개념인 좌표평면을 구성할 수 있다.

학생들이 수 개념을 이해하고 수 체계를 바르게 형성하기 위해서는 실수 체계와 동형인 수직선을 충분히 이

해하고 학습할 필요가 있다. 수직선의 은유적 개념 이해가 깊어질 수 있는 교수-학습 자료(수 트랙, 그림, 빈 수

직선, 이중 수직선 등)를 활용한 교수-학습 방법에 관한 연구와 저학년이거나 성취도가 낮은 학생들이 수직선의

은유적 개념과 수 체계를 바르게 이해하기 위하여 수직선의 수준별 접근에 관한 추후 연구의 필요성을 제안하

고자 한다.
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The purpose of this study is to investigate how elementary school students understand and use the number line 
relating number concept and what is the main problem in the learning process. For the efficient achievement of this 
purpose, we investigated how the number line metaphor is related to the number concept and considered the role of 
the number line on Freudenthal's number concept teaching theory. The test conducted to find the degree of 
understanding and  difficulty on using the number line by actual elementary school students consisted of two questions 
; to find appropriate number corresponding to the given number on the number line and to identify contents of 
chapters about the use of number line on each grade. It was found that many students couldn't solve the problem 
represented by the number line though they could solve the problem represented by other ways such as number track 
and pictures. The only difference between the two problems was the way of representation, and they had same 
contents and structure. This study tried to figure out the meaning of this phenomenon. Also, by using various 
teaching-learning method (number track, pictures, empty number line, and double number line etc.), this study was 
aimed to provide the way to help learning 'related number concept' and to solve the difficulty on understanding the 
number line.
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