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Semi-Tensor Product 연산을 이용한 불리언 네트워크의 정적 제어

Static Control of Boolean Networks Using Semi-Tensor Product Operation
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Abstract - In this paper, we investigate static control of Boolean networks described in the framework of semi-tensor product 

(STP) operation. The control objective is to determine control input nodes and their logical values so as to stabilize the 

considered Boolean network to a desired fixed point or cycle. Using topology of Boolean networks such as incidence matrix 

and hub nodes, a set of appropriate control input nodes is selected, and based on STP operations, we assign constant control 

inputs so that the controlled network can converge to a prescribed fixed point or cycle. To validate applicability of the 

proposed scheme, we conduct a numerical study on the problem of determining control input nodes for a Boolean network 

representing hierarchical differentiation of myeloid progenitors.
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1. 서  론

1960년대에 모든 세포에는 세포 운동을 관장하는 조절 유전자

(regulatory gene)가 있고 각 조절 유전자는 마치 스위치와 같이 

활성화와 억제를 반복하면서 다른 유전자와 일종의 유전자 회로

(gene circuit)를 구성한다는 사실이 규명되었다[1]. Kauffman은 

1969년에 불리언 동작을 하는 유전자의 이러한 성질에 착안하여 

유전자 회로의 동역학을 묘사하는 체계인 불리언 네트워크

(Boolean network)를 제안하였다[2]. 불리언 네트워크는 노드

(node)와 방향성을 가진 에지(edge)로 이루어진 일종의 그래프인

데 앞서 기술했듯이 모든 상태와 입출력 변수가 논리 값 참(유전

자 활성화) 또는 거짓(유전자 억제)만을 가진다. 불리언 네트워크

의 가장 큰 장점은 모델이 직관적이고 단순하면서도 다양한 세포 

운동의 기술이 가능한 일반성을 지녔다는 점이다. Kauffman에 

의해 제안된 이후 불리언 네트워크는 주로 여러 가지 생물유기체

의 운동을 모델링하는 데 활발하게 이용되었다[3]-[5]. 

불리언 제어 네트워크(Boolean control network)는 상태와 출

력 변수 이외에도 변경 가능한 제어 입력(control input)을 가지

는 불리언 네트워크를 말한다. 인간의 개입으로 수행되는 유전자 

조작 과정에서 제어 입력은 사람이 만드는 인위적 생체 신호를 

의미한다. 하지만 세포가 유전자 조절 과정에서 자생적으로 만드

는 효소의 인입(引入)과 여러 생체 자극 등도 불리언 네트워크의 

제어 입력이 상징할 수 있는 신호들이다. 2000년대 들어 Cheng

은 semi-tensor product(STP)라 명명한 연산자를 도입하여 불리

언 제어 네트워크를 입력과 상태간의 대수적 관계로 구성하는 데 

성공하였다[6]. Cheng의 표현법은 자동 제어 분야에서 사용되는 

선형 상태 변수 방정식인 dx/dt=Ax+Bu와 개념적으로 동일하게 

해석되기 때문에 자연스럽게 제어 시스템 분야에서 주목을 받아

왔다. Cheng을 비롯한 중국 연구자들을 중심으로 STP 기반 불리

언 제어 네트워크의 제어 연구 결과들이 최근 몇 년 사이에 다

수 발표되었으며 지금도 그 추세는 늘어나고 있다. 안정화, 제어

가능성, 관측가능성 등 기본적인 제어 공학 문제에서부터 불리언 

네트워크 최적 제어(optimal control), 불리언 제어 네트워크의 

동정화(identification) 등 다양한 주제에 대한 이론적 연구 결과

들이 발표되었다[7]-[9].

본 논문에서는 STP 연산을 이용하여 주어진 불리언 네트워크

의 안정화를 이루기 위한 정적 제어(static control) 기법을 제안

한다. 본 논문에서 추구하는 연구와 기존 연구 결과[6]-[9]와의 

차이점은 크게 다음 두 가지로 요약된다. 

i) 먼저 기존 연구에서는 제어 입력 역할을 하는 노드가 불리언 

네트워크에서 미리 정의된다고 가정하였다. 하지만 불리언 네

트워크로 모델링되는 실제 생물학적 네트워크에서는 제어 입

력 변수가 미리 결정되지 않는 경우가 빈번하다. 주어진 제어 

목적이나 사용할 약물에 따라서 제어 입력으로 사용 가능한 

변수 집합이 정해지며, 이 집합 내의 원소 중 제어 입력을 고

르는 과정을 거쳐야 한다. 

ii) 기존 연구에서는 제어 입력이 불리언 네트워크의 현재 상태 

값에 따라서 결정되는 피드백 제어 기법이 주를 이루었다. 하

지만 실제 생물학적 네트워크에서 현재 상태 값은 세포 내 단

백질의 활성화 정도이며 이러한 값은 실시간으로 관측하기가 

매우 어렵다. 즉 생물학적 네트워크를 모델링하는 불리언 네

트워크에서 피드백 제어는 비현실적이다. 따라서 본 연구에서
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는 제어 입력이 시간에 상관없이 일정한 값을 유지하는 정적 

제어 기법을 사용하기로 한다.

이번 연구의 제어 목적은 최소한의 제어 입력을 사용하여 주

어진 불리언 네트워크를 원하는 표현형(phenotype)을 나타내는 

고정점(fixed point)이나 사이클(cycle)로 수렴시키는 안정화 문제

를 푸는 것이다. STP 연산의 기존 연구 결과와 네트워크 토폴로

지(topology)를 활용하여 네트워크를 안정화시키는 제어 입력을 

탐색한다. 본 논문에서는 특히 골수 전구세포의 계층분화

(hierarchical differentiation of myeloid progenitors)를 모델링

하는 실제적인 불리언 네트워크[10]에 대한 사례 연구를 실시함

으로써 제안하는 정적 제어 기법의 효용성을 검증한다.

2. 불리언 네트워크 해석

2.1. 대수적 표기법과 행렬연산

STP를 이용한 불리언 네트워크 모델을 묘사하기 위해서 아래

와 같은 기호와 연산을 사용한다.

• ℝ은 실수의 집합을 나타내며, m×n차원 실수 행렬의 집합

은 ℝm×n로 표기한다. 

• ℕ은 자연수의 집합을 나타내며, 0을 포함한 자연수의 집합

을 ℕ0:=ℕ∪{0}로 표기한다. 

• A∈ℝm×n인 행렬 A에 대하여 ai,j는 A의 i행, j열의 원소를 

나타낸다.

• ¬, ∧, ∨는 각각 부정(NOT), 논리곱(AND), 논리합(OR)을 

의미한다.

• ∆n:={δk
n|1≤k≤n}라 한다. 이 때 δk

n는 n×n 단위행렬 In의 

k번째 열로서 k번째 원소가 1인 n×1 벡터이다. 

• M∈ℝm×n인 행렬 M이 M=[δi1
n δi2

n … δim
n] 꼴이라면 M은 

논리행렬(logical matrix)이다. 또한 M=δn[i1 i2 … im]로도 표

기할 수 있다. m×n 논리행렬 집합을 ℒm×n로 나타낸다.

• A∈ℝn×n인 정방행렬 A에 대하여 tr(A)는 아래와 같이 행렬 

A의 대각성분의 합을 의미한다. 

tr A i  

n ai i

이 때 A가 논리행렬이라면 tr(A)는 A의 대각성분 중 1의 

개수를 의미한다.

• A∈ℝm×n와 B∈ℝp×q의 Kronecker 곱은 ⊗로 표기하며 다

음과 같이 정의된다. 

A⊗B 











aB ⋯ anB
⋮ ⋱ ⋮anB⋯ anmB

• Semi-tensor product(STP) ‘⋉’는 크기가 다른 두 행렬의 

곱을 계산하기 위해 두 행렬을 곱셈 가능한 최소한의 크기

로 확장시킨 후 일반 행렬 곱셈을 적용하여 계산한다.

A⋉B:=(A⊗Iα/n)(B⊗Iα/p)

α는 n과 p의 최소공배수다. 

• :={1,0}, n 
   n
×⋯×

2.2 불리언 네트워크의 대수화

불리언 네트워크에서 각 노드는 논리 0 또는 1만을 가지는 이

진(binary) 변수이며, 한 노드 변수가 다른 노드 변수의 활성화와 

억제에 불리언 대수적으로 영향을 주는 상태 천이 동작이 이루어

진다. 따라서 각 노드들의 관계는 ¬, ∧, ∨ 등의 논리 함수로 

표현 가능하다. STP 기반 불리언 네트워크는 STP 연산을 이용하

여 불리언 네트워크의 동역학을 제어 공학의 상태 천이 방정식 

형태로 표현한 모델이다. STP 기반 불리언 네트워크는 일종의 

이산 시간 동적 시스템(discrete-time dynamic system)으로, 가

상의 주기(period)에 동기화하여 모든 상태 천이와 입력 변화가 

이산적으로 이루어진다. 일반적인 불리언 네트워크는 다음과 같

은 식으로 나타낼 수 있다.











x t  f x tx t⋯ xn t
⋮xn t  fn x tx t⋯xn t

     (1)

yj t  hj x tx t⋯ xn t , j=1,⋯,p(1)

위 식에서 t는 이산 시간변수이며 t∈ℕ0이다. xi는 i번째 상태 

노드 값이고 yj는 j번째 출력이다. xi∈, yi∈이고 둘 다 논

리변수의 값을 가진다. fi:n⟶, hi:n⟶이고 각각 상태 천

이 함수와 출력함수를 가리킨다. 

식 (1)을 STP와 1~δ1
2, 0~δ2

2의 등치(equivalence)를 이용하여 

다음과 같이 나타낼 수 있다[6].

x(t+1) = Lx(t)

y(t) = Hx(t)           (2)

x(t)=⋉n
i=1xi(t), y(t)=⋉p

i=1yi(t)이고 xt∈∆
n yt∈∆

p이다. 즉 

x(t)와 y(t)는 불리언 네트워크가 시간 t에서 가지는 상태와 출력 

벡터를 말한다. 행렬 L은 천이 행렬(transition matrix)로서 L∊
ℒ

×
이다. 행렬 H는 논리 변수와 출력 사이의 관계를 나타내

는 행렬이며 H∊ℒ
×

이다. 또 식 (2)에서 사용된 행렬 사이의 

곱은 모두 STP ‘⋉’이다. 

식 (1)과 (2)를 비교해보자. 식 (1)은 불리언 네트워크의 각 노

드 사이의 상태 천이 함수를 이용하여 노드 변수의 갱신을 수행

한다. 이때 불리언 네트워크의 상태는 n개의 노드 변수의 조합으

로 n에 속한다. 반면 식 (2)는 각 노드 변수의 STP 곱인 x(t)=

⋉n
i=1xi(t)가 상태 변수로 사용된다. xt∈∆

n이므로 x(t)는 한 

개의 원소가 1이고 나머지는 모두 0인 2n×1 벡터이다. 즉 식 (2)

는 n개의 노드 변수로 구성되는 불리언 네트워크의 상태를 2n×1 

벡터로 표현하고 천이 행렬 L도  2n×2n 논리행렬로 정의함으로

써 불리언 네트워크 동역학을 자동 제어 이론에서 사용되는 상태 
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공간 방정식의 형태로 표현하는 데 성공하였다.

불리언 제어 네트워크는 상태와 출력 변수 이외에도 외부에서 

인위적으로 변경 가능한 제어 입력을 가지는 불리언 네트워크를 

말한다. 만약 q개의 외부입력 u1(t),...,uq(t)이 존재한다면 식 (1)과 

(2)는 다음과 같이 바뀐다.











x t  f x tx t⋯ xn tu t⋯ uqt
⋮xn t  fn x tx t⋯xn tu t⋯ uq t

     (3)

xt  Lutxt  Luxt      (4)

fi는 논리 함수이고 fi:n+q⟶ 이다. u(t)=⋉q
i=1ui(t)로서 STP로 

표현된 입력 벡터이다. 이때 천이 행렬 L의 차원은 L∊ℒ
n×nq

이 된다. L(u)는 특정 제어 입력 u에 대한 천이 행렬을 계산한 

것으로 L(u)∊ℒ
n×n이다. 따라서 식 (4)의 L은 2q개의 제어 입

력에 대한 2n×2n 천이 행렬을 모두 합친 행렬이라고 말할 수 있

다. 

2.3 강연결 성분과 인접행렬

STP 연산으로 표현된 불리언 네트워크 제어의 가장 큰 문제

점은 노드의 개수가 늘어날수록 천이 행렬의 크기가 지수 함수적

으로 증가한다는 것이다. 이번 논문에서는 노드가 많은 네트워크

에서도 변수들 간의 상호관계를 한눈에 파악할 수 있는 강연결 

성분(strongly connected component)과 인접행렬(incidence 

matrix)[11]을 이용하여 네트워크를 해석한다. 먼저 식 (1)의 불

리언 네트워크를 N이라 표기하자. 이 때 네트워크 그래프는 

G(N)=(,ℇ)로 표기한다. ={x1,...,xn}으로 n개의 노드 변수들의 

집합을 나타내고, ℇ⊂×는 방향성 에지(directed edge)를 뜻

한다. 만약 xi가 xj에 영향을 받는다면 (xi, xj)∈ℇ이다.

N의 강연결 성분은 N의 서브 네트워크로서, 성분 안의 모든 

노드 간에 직간접적인 경로(path)가 존재한다. 예를 들어 식 (1)

의 논리 함수 f1의 인수에 x2가 들어 있고 f2의 인수에 x3, f3의 

인수에 x1이 들어 있다고 가정하자. 그렇다면 네트워크 그래프 N

은 x1←x2←x3←x1의 경로를 가지며 따라서 {x1,x2,x3}로 구성된 

서브 네트워크는 강연결 성분이 된다. 강연결 성분은 그 자체로 

불리언 네트워크의 독립된 고정점을 결정하기 때문에[6] 정적 제

어에서 유용하게 활용될 수 있다.

N의 인접행렬 ℐ(N)은 아래와 같이 정의된다.

ℐi,j(N):= xixj ∈ℇ
 otherwise

N의 j번째 노드 변수가 i번째 노드 변수에 직접적으로 관여할 

때 인접행렬의 (i,j) 원소 ℐi,j(N)는 1을 가진다.

N의 노드 한 개에 대한 연결 성분을 빼고 인접행렬을 논해

야 하는 경우가 발생할 수 있다. 여기에 대비하여 본 논문에서

는 (n-1)×(n-1) 행렬 ℐk(N)∈{0,1}(n-1)×(n-1)을 정의한다. ℐk(N)

는 ℐ(N)로부터 k번째 행과 열을 각각 제외시킨 후 얻는 행렬

이다.

2.4 고정점과 사이클 

n개의 노드를 갖는 불리언 네트워크 N의 천이 행렬 L은 L∊
ℒ

n×n이며 이 네트워크가 가질 수 있는 상태의 수는 총 2n개라

고 하였다. 이 중 임의의 상태 x0과 2n보다 작은 자연수 k∊ℕ에 

대하여 Lkx0=x0를 만족시키는 k 중 가장 작은 값을 T라고 하자. 

이때 집합 {x0, Lx0, ..., LT-1x0}를 길이가 T인 사이클이라 한다. 

T=1이라면 x0을 고정점 또는 상태 끌개(attractor)라고 부른다. 

이는 네트워크 N이 x0에 도달한 이후에는 상태가 더 이상 변하

지 않고 고정됨을 뜻한다.

불리언 네트워크에서 사이클은 여러 개 존재할 수 있다. 길이

가 s인 사이클의 개수를 πs라고 표기하자. πs는 tr(L)와 φ(s)를 

이용해서 아래와 같이 구할 수 있다[6]. L은 네트워크 N의 천이 

행렬이고(식 (2)), φ(s)∈ℕ는 자연수 s의 진약수의 집합으로 정

의한다(예를 들어 φ(10)={1, 2, 5}이다). 










  trL

s s
trL s  k∈s

kk
  ≤ s≤n      (5)

π1은 고정점의 개수로서 tr(L)과 같다는 것은 쉽게 알 수 있

다. πs의 계산 과정을 설명하기 위해서 s=2라 놓자. L2는 네트

워크가 두 번 천이할 때의 동역학을 의미하며, tr(L2)는 L2의 천

이 행렬을 가지는 불리언 네트워크의 고정점의 개수를 의미한

다. 그런데 L2에 대한 고정점은 L에 대한 고정점도 포함한다. 

따라서 길이 2를 가지는 사이클의 개수인 π2를 구하기 위해서

는 tr(L2)에서 tr(L)을 빼준 뒤 2로 나눠주는 것이 타당하다. 마

찬가지로 일반적인 πs를 구하기 위해 tr(Ls)를 적용하는 경우에

는 s의 약수 성분에 대한 값을 고려해야 하므로 (5)와 같은 식

이 유도된다.

생물학적 세포 네트워크를 묘사하는 불리언 네트워크의 고정

점(사이클)은 세포의 표현형과 일치하므로[2], 불리언 네트워크의 

고정점을 구하는 작업과 네트워크가 원하는 고정점으로 수렴하도

록 하는 안정화 문제를 푸는 일은 매우 중요하다.

3. 불리언 네트워크에 대한 정적 제어

식 (2)로 모델링되는 불리언 네트워크에 대한 정적 제어 목적

은 n개의 상태 변수 중 제어 입력 노드 m개를(m<n) 선택한 후 

각 노드에 상수 값을 넣어줌으로써 네트워크가 원하는 고정점을 

가지도록 만드는 일이다. 즉 입력 노드의 개수 m과 각 노드에 

대한 상수 값을 모두 결정해야 한다.

STP 연산을 이용한 기존 연구 [6],[7]의 결과로 위 제어 문제

를 풀어보자. 먼저 입력 노드의 개수를 m이라 하면 가능한 입력 

노드 조합의 경우의 수는 nCm개이다. 특정 입력 노드 조합 

u∈∆
m이 결정되었다고 하면 불리언 네트워크의 상태 천이 식
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은 (4)에 의해서

xt  Luxt  Luxt

와 같이 나온다. 이때 xt∈∆
nm으로 상태 변수 개수는 n개에

서 n-m개로 감소하며, 천이 행렬 L의 차원은 2n×2n, 입력 노드 

u*에 대한 천이 행렬 L(u*)의 차원은 2n-m×2n-m이 된다. L(u*)을 

식 (5)에 대입하면 제어 입력 u*을 넣을 때 네트워크가 가질 수 

있는 모든 고정점과 사이클을 찾을 수 있다. 그런데 앞에서 기술

했듯이 입력 노드 조합의 개수는 nCm이며 m개의 특정 입력 노드 

u*가 가질 수 있는 서로 다른 상수 값은 2m개가 존재한다. 입력 

노드의 길이를 m으로 고정시킨다고 해도 가능한 천이 행렬의 

종류는 2m×nCm개로서 매우 많으며 m에 대해서 기하급수적으로 

증가하는 문제점이 생긴다. 다시 말하면 STP 연산을 이용한 불

리언 네트워크 해석 체계는 식 (5)와 같이 고정점이나 사이클을 

계산할 수 있는 유력한 방법을 제공해주지만 입력 노드가 결정

되지 않은 본 논문의 제어 문제에 직접적으로 적용되기에는 무

리가 있다. 

위와 같은 기존 연구의 한계점을 극복하기 위해서 본 논문에

서는 제어 입력 노드 개수 m을 한 개에서부터 순차적으로 증가

시키면서 찾는 기법을 제안한다. 또 강연결 성분이나 인접행렬 

같은 네트워크의 토폴로지를 이용하여 제어 입력 노드 후보의 범

위를 좁히는 방법을 사용한다. 본 논문에서 제안하는 정적 제어 

입력 노드 결정 기법을 정리하면 다음과 같다(식 (2)의 불리언 

네트워크를 계속 N으로 표기한다).

1) N을 강연결 성분으로 나눈다. 또한 각 강연결 성분에 들어가

는 입력 노드를 찾는다(이 입력 노드는 다른 강연결 성분에 

포함된 노드이다). 입력 노드의 값이 고정된다면 강연결 성분 

안에서 정의되는 고정점은 강연결 성분을 구성하는 노드 값만

으로 결정된다[6]. 따라서 전체 네트워크 N이 가지는 고정점

을 찾을 때 소요되는 계산 복잡도를 크게 감소시킬 수 있다. 

만약 N이 자체로 하나의 강연결 성분이라면 N은 가장 큰 복

잡도를 가진 네트워크이다.

2) 입력 노드가 없는 N의 강연결 성분 중 크기가 가장 큰 것을 

N*이라 하자. N*의 인접행렬 ℐ(N*)을 구한 후 허브(hub) 노

드를 찾는다.

3) 2)에서 구한 허브 노드의 값을 1 또는 0으로 고정시키고 N*

이 가지는 고정점을 찾는다. N*의 고정점이 결정되면 N*으로

부터 입력 노드를 받는 다른 강연결 성분의 외부 입력 값도 

결정된다. 따라서 다른 강연결 성분의 고정점도 찾을 수 있다.

4) 모든 강연결 성분의 고정점을 서로 합하여(concatenation) 원

하는 고정점과 일치하는지를 체크한다. 

5) 만약 원하는 고정점이 강연결 성분 고정점의 합으로부터 구해

진다면 주어진 제어 문제는 해결된다.

6) 그렇지 않다면 허브 노드 이외의 노드를 고정시켜 가면서 

3)~5)의 과정을 반복한다.

7) 제어 입력 노드가 한 개인 모든 경우에서 제어 문제가 풀리지 

않는다면 각 강연결 성분 내에서 제어 입력 노드 개수를 늘려

가면서 고정점 탐색을 계속한다.

위 방법의 핵심은 N의 강연결 성분을 찾은 후 강연결 성분 내에

서 고정점을 찾는 알고리듬 (5)를 적용시키면 N에 대한 천이 행

렬 L을 직접 이용하여 고정점을 찾는 기존 방법보다 계산 복잡

도 면에서 더 유리해진다는 사실이다. 또한 본 방법은 외부 입력

이 없는 강연결 성분의 허브 노드부터 제어 입력 노드 후보로 

설정하여 탐색하므로 가능한 한 적은 개수의 입력을 이용하여 제

어 문제를 해결할 가능성을 키운다. 본 방법은 다음 절 사례 연

구에서 실제 생물학적 네트워크에 대한 견실 안정화(robust 

stabilization) 문제에 적용될 것이다.

4. 사례 연구: 혈구전구세포의 계층분화 네트워크

4.1 모델링 및 문제 설정

불리언 네트워크 식을 이용하여 실재 생체 분자 네트워크를 

해석해보고자 한다. 그림 1은 혈구전구세포의 계층분화를 모델링

한 불리언 네트워크 N이다[10]. 혈구전구세포의 네트워크는 11

개의 유전자로 구성되며 유전자의 생물학적 정의 및 상태방정식

은 아래와 같다[10].

그림 1 혈구전구세포 계층분화 네트워크.

Fig. 1 Boolean network of hierarchical differentiation of 

myeloid progenitors.

x1(t+1) = x1(t)∧¬(x2(t)∧x3(t))∧¬x8(t)

x2(t+1) = (x2(t)∨x1(t)∨x5(t))∧¬x8(t)

x3(t+1) = x2(t)

x4(t+1) = x2(t)∧¬x5(t)

x5(t+1) = x2(t)∧¬x4(t)

x6(t+1) = x2(t)∧¬x8(t)

x7(t+1) = x7(t)∧¬(x2(t)∧x3(t)∧x6(t))

x8(t+1) = (x7(t)∨x8(t))∧¬(x2(t)∨x1(t))

x9(t+1) = x8(t)∧¬x11(t)

x10(t+1) = (x8(t)∧x9(t))∧¬x11(t)
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표 1 혈구전구세포 계층분화 네트워크의 고정점.

Table 1 Fixed points of the Boolean network of hierarchical 

differentiation of myeloid progenitors. 

S1 S2 S3 S4

x1 0 0 0 0

x2 1 1 0 0

x3 1 1 0 0

x4 1 0 0 0

x5 0 1 0 0

x6 1 1 0 0

x7 0 0 1 1

x8 0 0 1 1

x9 0 0 1 0

x10 0 0 1 0

x11 0 0 0 1

표 2 노드 녹아웃에 따른 고정점의 손실.

Table 2 Loss of fixed points according to knock-out of 

each node. 

S1 S2 S3 S4

x1 ○ ○ ○ ○

x2 × × ○ ○

x3 × × ○ ○

x4 × ○ ○ ○

x5 ○ × ○ ○

x6 △ △ ○ ○

x7 ○ ○ △ ×

x8 ○ ○ × △

x9 ○ ○ × ○

x10 ○ ○ × ○

x11 ○ ○ ○ ×

x11(t+1) = x7(t)∧¬x10(t)

x1=GATA-2, x2=GATA-1, x3=FOG-1, 

x4=EKLF, x5=Fli-1, x6=SCL, x7=C/EBPα, 

x8=PU.1, x9=cJun, x10=EgrNab, x11=Gfi-1

위와 같이 불리언 식으로 표현된 상태 방정식을 식 (2)의 형

태로 나타내어 천이 행렬 L을 구할 수 있다. 천이 행렬의 차원은 

L∊ℒ
×

이며 L을 이용하여 고정점과 사이클을 구할 수 있다. 

본 사례 연구에서는 이 네트워크가 가지는 총 6개의 고정점과 

길이가 2인 2개의 사이클 중에서 생물학적으로 의미 있는 4개의 

고정점만을 다루고자 한다. 표 1은 앞에서 언급한 4개의 고정점 

S1~S4의 상태를 나타낸다.

[10]에서 설정한 바와 같이 이번 연구에서는 돌연변이나 기타 

원인 때문에 그림 1 네트워크 N의 각 노드의 값이 0으로 고정되

는 녹아웃(knock-out) 현상이 일어날 때 손실되는 고정점을 찾

고, 정적 제어 기법을 이용하여 이를 복구 또는 보완하는 방법을 

찾는다. 표 2는 N의 분자가 하나씩 녹아웃 되었을 때 손실되는 

고정점을 정리한 것이다. xi가 녹아웃 될 때(i=1,...,11) 손실된 고

정점에 ‘×’, 손실되지 않은 고정점에 ‘○’를 표기하였다. 또한 완

전한 고정점을 가질 순 없지만 녹아웃 된 분자 xi만 0이고 나머

지 노드는 원래 고정점과 동일한 값을 가질 수 있다면 ‘근접한 

고정점’을 갖고 있다고 하고 ‘△’로 표기한다. 

N의 인접행렬 ℐ(N)을 계산하면 아래와 같다.

ℐ(N)=











          
          
          
          
          
          
          
          
          
          
          

ℐ(N)을 분석하면 N을 x1~x8로 구성된 강연결 성분 N1과 

x9~x11로 구성된 N2로 나눌 수 있다. 또 N1에 속한 노드 x7과 x8

은 N2의 입력 노드로 작용한다(그림 1 참조). N을 강연결 성분으

로 나누어 해석하면 계산 복잡도를 줄일 수 있을 뿐 아니라 다

음에 고려할 녹아웃의 결과를 쉽게 이해할 수 있다. 실재로 고정

점 S1, S2는 N1과 관련이 있고, S3, S4는 N2와 관련이 있다.

ℐ(N)은 또한 평균보다 많은 수의 링크를 갖고 있는 노드, 즉 

허브 노드를 찾는 데 도움을 준다. 링크에 방향성이 있는 불리언 

네트워크에서는 허브 노드를 제어 입력으로 쓰면 고정점의 변화

에 영향을 줄 가능성이 크므로 허브 노드를 미리 파악하는 일은 

중요하다. ℐ(N)을 보면 두 번째 열이 가장 많은 1 원소를 가지

고 있다. 이것은 x2가 N에서 허브 역할을 하는 중요한 분자라는 

사실을 의미한다.

4.2 정적 제어를 이용한 고정점 복구

생물학적 네트워크의 고정점이나 녹아웃 발생 시 네트워크가 

특정 고정점으로 수렴하지 못하는 현상 등은 모두 네트워크의 표

현형 변화를 관측함으로써 우리가 알 수 있는 정보들이다. 또한 

상태 노드를 0 또는 1로 고정시키는 정적 제어는 해당 단백질을 

비활성화(0) 또는 활성화(1)시키는 표적 약물을 지속적으로 투입

함으로써 구현 가능하다.

앞 절에서 제안한 대로 먼저 하나의 제어 입력 노드만을 설정

하여 손실된 고정점을 복구시키는 방법을 찾고 필요한 경우 입력 

노드를 추가하고자 한다. 본 사례 연구에서는 표 2에 나타낸 손

실된 고정점 중 근접한 고정점 △는 제어할 필요가 없다고 설정

한다. 또한 제어 목적은 특정 노드가 녹아웃 되었을 때 네트워크

가 가질 수 없는 완전 손실된 고정점(표 2에서 ‘×’로 표기됨)을 

원래 값과 동일한 고정점이나 근접한 고정점, 즉 녹아웃 된 노드

를 제외하고는 모든 노드가 표 1의 고정점이 가지는 원래의 값

과 일치하도록 복구시키는 제어 입력 노드를 결정하는 일이다.

(i) x1=0: 표 2에서 알 수 있듯이 x1이 녹아웃 되더라도 네트

워크는 원하는 고정점 S1~S4를 계속 가진다. 따라서 이 경우는 
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표 3 정적 제어 입력 노드.

Table 3 Static control input nodes. 

Knocked-out node 
Lost 

fixed point
control nodes

x2
S1

S2

x3=x4=x6=1

x3=x5=x6=1

x3
S1

S2

x2=1 or x4=1

x2=1 or x5=1

x4 S1 x2=1, x5=0

x5 S2 x2=1, x4=0

x7 S4 x11=1

x8 S3 x7=x9=x10=1

x9 S3 x10=1

x10 S3 x7=1, x11=0

x11 S4 x7=x9=x10=0

정적 제어가 필요하지 않다.

(ii) x2=0: 앞에서 언급했듯이 x2는 N의 허브 노드이다. x2가 

녹아웃 된다면 고정점 S1, S2가 손실되며(표 2 참조), x3~x6 4개

의 분자 또한 0으로 고정된다. 이것은 하나의 제어 입력 노드만

으로는 S1, S2를 복구 못한다는 사실을 의미한다. 따라서 고정점 

S1과 S2를 구성하는 강연결 성분 N1의 핵심 분자들인 x3~x6을 모

두 제어 입력으로 사용해야 한다.

(iii) x3=0: x2=0인 경우와 마찬가지로 x3이 녹아웃 되었을 때

도 고정점 S1, S2가 손실된다. x3을 제외한 N1의 인접행렬 ℐ
3(N1)은 다음과 같다.

ℐ3(N1)=











      
      
      
      
      
      
      

여기서 허브인 x2를 제어 입력 노드로 잡았을 때 근접한 S1, 

S2를 모두 복구할 수 있다. 또는 x4를 제어 노드로 잡으면 근접

한 S1을, x5를 제어 노드로 잡으면 근접한 S2를 각각 복구할 수 

있다. N1이 S1, S2를 복구하는 값으로 고정될 때 N1로부터 나오

는 입력 x7과 x8을 받는 또 다른 강연결 성분 N2도 S1, S2를 복

구하는 값으로 고정되므로 해의 완정성이 검증된다.

(iv) x4=0, x5=0, x6=0: x4의 경우 x3과 마찬가지로 허브 x2를 

1로 고정하면 x5도 1로 같이 고정되므로 S1을 복구하기 위해서 

x2와 x5를 동시에 고정시켜야 한다(x2=1, x5=0). x5=0은 x4의 경

우와 유사한 결과가 유도되므로 기술을 생략한다. 또 표 2에 나

와 있듯이 x6이 녹아웃 되어도 고정점 손실은 일어나지 않으므로 

x6=0인 녹아웃에 대해서는 제어 입력을 구할 필요가 없다.

(v) x7=0: x7이 녹아웃 될 경우 x11이 0으로 고정되므로 S4가 

손실된다. x11를 제어 입력 노드로 설정하고 그 값을 1로 고정시

킨다면 근접한 S4를 복구할 수 있다. 또 강연결 성분 N1도 S4가 

복구되는 값을 가지는 고정점으로 수렴한다.

(vi) x8=0, x9=0: x8=0인 경우는 x2, x9=0인 경우는 x7과 유사

한 결과가 나오므로 기술을 생략한다.

(vii) x10=0: x10의 경우 S3이 손실된다. S3과 S4는 강연결 성분 

N2와 관련이 있으므로 N2의 입력 노드인 x7과 x8 중에서 제어 

입력 노드를 잡는 것이 타당하다. x7을 제어 입력 노드로 설정하

고 1로 고정시켰을 때 x11도 1로 고정되어 네트워크 동역학에서 

제외된다. 즉 x7=1이면서 x11=0인 고정점은 발생 불가능하다. 따

라서 하나의 제어 입력 노드만으로는 S3을 복구할 수 없다는 결

론이 나온다. 한편 제어 입력 개수를 두 개로 늘인다면 정적 제

어의 해를 찾을 수 있다. x10=0인 녹아웃의 경우 x7과 x11을 동

시에 제어 입력 노드로 잡고 x7을 1로, x11을 0으로 각각 고정시

킴으로써 근접한 S3을 찾을 수 있다. 

(viii) x11=0: x10과 마찬가지로 x11=0인 경우 손실된 S4를 복

구시키기 위해 x7을 제어 입력 노드로 잡고 1로 고정시키면 x9와 

x10 또한 1로 고정된다. x7=1인 동시에 x9와 x10이 0일 수 없으

므로 하나의 제어 입력 노드로는 S4를 복구할 수 없다. x7뿐만 

아니라 x9와 x10을 제어 입력 노드로 잡는다면 손실된 근접한 S4

를 구할 수 있다. 

표 3은 (i)~(viii)에서 구한 손실된 고정점 복구를 위한 정적 

제어 입력 노드를 정리한 것이다. x2, x8, x11 노드가 각각 녹아웃 

될 때에는 세 개의 제어 입력 노드를 사용하여 원하는 고정점을 

복구한다. 하지만 실재로 세 개 이상의 분자를 동시에 제어할 수 

있는 경우는 많지 않기 때문에 x2, x8, x11 녹아웃의 경우는 고정

점 복구가 거의 불가능하다고 말할 수 있다. 

5. 결  론

본 논문에서는 STP 연산으로 표현된 불리언 네트워크를 위한 

정적 제어 기법을 제안하였다. 제안된 방법의 핵심은 제어 입력 

노드가 미결정된 불리언 네트워크가 원하는 고정점을 가지게 하

도록 하는 입력 노드와 상수 제어 값을 찾는 일이다. 본 논문에

서는 특히 불리언 네트워크의 토폴로지를 이용하여 제어 입력 노

드의 개수를 가능한 최소로 하는 방법을 제안하였으며 STP 연산

에 기반한 계산 알고리듬을 활용하여 고정점 탐색을 수행하였다. 

또 제안된 기법을 녹아웃 된 혈구전구세포 계층분화 네트워크의 

고정점 복구 제어 문제에 적용하여 그 효용성을 검증하였다.
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