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1. 서 론 

1990년대 중반에 개발된 절대절점좌표(absolute 
nodal coordinate)(1~4)는 탄성체 동역학 해석(flexible-

body dynamic analysis)에서 보(beam)에 관한 유한 
요소 해석(finite element analysis) 기법을 도입함으로
써 시작되었다. 이후 절대절점좌표는 현(string),(5~7) 
평판(plate),(8~10) 탄성 호스(flexible hose),(11) 판 스
프링(leaf spring)(12) 및 타이어(tire)(13~15) 등과 같이 
대변위(large displacement) 혹은 대변형(large defor-
mation) 해석에 활용되고 있다. 절대절점좌표는 탄
성체 임의의 점을 향하는 전역 위치 벡터(global 
position vector)가 관성 좌표계(inertial coordinate 

Key Words: Absolute Nodal Coordinate Formulation(절대절점좌표계), Non-Dimensional Analysis(무차원 해석), 
Two-Dimensional Beam(2차원 보), Linear Stiffness Matrix(선형 강성행렬) 

초록: 1990년대 중반에 개발된 절대절점좌표는 탄성체 동역학 해석에 활용되고 있다. 운동방정식을 유도
하는 과정에서 변위장을 이루는 다항식의 차수가 증가하면 필연적으로 자유도가 증가하게 되고, 이는 
해석 시간의 증가로 이어진다. 따라서 본 연구에서는 차원 운동방정식을 무차원 운동방정식으로 전환함
으로써 해석 시간을 단축시키고자 하였다. 위치 벡터를 이루는 형상 함수는 무차원으로, 절점 좌표는 길
이 차원으로 정리한 후 무차원화하는 변수를 통해 무차원 질량행렬, 무차원 선형 강성행렬 및 무차원 
보존력을 유도하였다. 무차원 운동방정식의 검증과 효율성은 정적 처짐에 대한 정해가 존재하는 외팔보 
및 단진자 예제를 통해 제시하였다. 

Abstract: Absolute nodal coordinate formulation was developed in the mid-1990s, and is used in the flexible dynamic 
analysis. In the process of deriving the equation of motion, if the order of polynomial referring to the displacement field 
increases, then the degrees of freedom increase, as well as the analysis time increases. Therefore, in this study, the 
primary objective was to reduce the analysis time by transforming the dimensional equation of motion to a non-
dimensional equation of motion. After the shape function was rearranged to be non-dimensional and the nodal 
coordinate was rearranged to be in length dimension, the non-dimensional mass matrix, stiffness matrix, and 
conservative force was derived from the non-dimensional variables. The verification and efficiency of this non-
dimensional equation of motion was performed using two examples; cantilever beam which has the exact solution 
about static deflection and flexible pendulum. 
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system)에서 바로 정의되는 비 점진적 기법(non-
incremental method)으로써 질량행렬(mass matrix)이 
상수로 표현된다.(1~4) 또한 좌표변환 행렬

(transformation matrix)이 존재하지 않기 때문에 원
심력(centrifugal force)과 코리올리력(Coriolis force)이 
존재하지 않는다.(1~4) 강성행렬(stiffness matrix)은 일
반적으로 고전 보 이론(classical beam theory)(1~4,16) 
혹은 연속체 역학 개념(continuum mechanics 
concept) (17,18)을 활용하여 유도할 수 있다. 
전역 위치 벡터는 형상 함수(shape function)와 절

점 좌표(nodal coordinate)로 표현되며, 형상 함수와 
절점 좌표의 조합은 관심 있는 변형을 고려한 다
항식으로 표현되는 변위장(displacement field)의 선
정에 의해 다양한 형태로 나타난다.(18,19) 관심있는 
변형을 확인하기 위해 변위장을 이루는 다항식의 
차수가 증가하게 되면 필연적으로 위치 벡터 구배
(position vector gradient)의 증가에 의해 자유도
(degrees of freedom)가 증가하게 되고, 이는 해석 
시간(analysis time)의 증가로 이어진다. 따라서 본 
연구에서는 절대절점좌표 차원 운동방정식

(dimensional equation of motion)을 무차원 운동방정
식(non-dimensional equation of motion)으로 전환함으
로써 해석 시간을 단축시키고자 하였으며, 차원 
운동방정식을 무차원 운동방정식으로 전환하기 위
해 시간, 길이, 그리고 힘에 관련된 무차원 변수
(non-dimensional variables)를 활용하였다. 본 연구에
서 개발된 무차원 운동방정식은 2000년 Berzeri, M. 
and Shabana, A. A.(19)에 의해 개발된 2차원 오일러-
베르누이 보(Euler-Bernoulli beam)(20)를 기반으로 한 
것이며, 본 연구는 무차원 운동방정식의 유도 과
정 및 무차원 운동방정식에 관한 효율성을 제시하
는 것이 목적이므로 선형 강성행렬(linear stiffness 
matrix)만을 활용하였다. 개발된 무차원 운동방정
식은 예제를 활용하여 차원 운동방정식과의 비교
를 통해 검증(verification)하고 효율성(efficiency)을 
제시하였다. 이를 바탕으로 본 논문의 구성은 다
음과 같다. 2장에서는 길이, 시간, 힘 차원을 무차
원화하는 변수를 통해 무차원 운동방정식을 구성
하는 무차원 질량행렬, 무차원 강성행렬 및 무차
원 보존력을 유도한다. 이를 바탕으로 3장에서는 
정적 처짐(static deflection)에 대한 정해(exact 
solution)가 존재하는 외팔보(cantilever beam) 및 탄
성 단진자(pendulum) 예제를 활용하여 차원 및 무
차원 운동방정식을 검증하고, 무차원 운동방정식
의 효율성을 제시하도록 한다. 마지막으로 Section 
4에서는 본 연구에 대한 결론을 제시한다.  

2. 2차원 보의 무차원 운동방정식 

본 연구에서 개발된 무차원 운동방정식은 2000
년 Berzeri, M. and Shabana, A. A.(19)에 의해 개발된 
2차원 오일러-베르누이 보(Euler-Bernoulli beam)(20)

를 기반으로 한 것임을 다시 한 번 언급하며, 차
원 운동방정식으로부터 무차원 운동방정식을 유도
하는 과정을 설명하도록 한다. 

Fig. 1에서 보는 바와 같이 관성 좌표계에서 정
의되는 전역 위치 벡터 rr 를 표현하기 위해 2차원 
보의 단면 변형을 고려하지 않는 변위장을 식 (1)
과 같이 정의한다. 

 

    
2 3

0 1 2 3
2 3

0 1 2 3

a a x a x a x
b b x b x b x
é ù+ + +

= ê ú+ + +ë û
rr  (1) 

 
여기서 x는 변형 전 탄성체의 임의의 점 P를 향
하는 요소 좌표이며, 경계 조건(boundary condition)
에 의해 식 (1)의 전역 위치 벡터는 식 (2)와 같이 
형상 함수와 절점 좌표의 조합으로 표현할 수 있
다. 

 

    [ ]1 2
Tr r= =r Ser r  (2) 

 
식 (2)에서 전역 위치 벡터 ( , )tx=r rr r

는 공간 및 

시간에 관한 함수이며, 이 중 형상 함수가 공간에 

 
(a) Original configuration 

 
(b) Deformed configuration 

Fig. 1 Original and deformed configuration in absolute 
nodal coordinate formulation 
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관한 함수, 절점 좌표가 시간에 관한 함수이다. 
식 (1)의 변위장을 바탕으로 식 (2)의 형상 함수

는 식 (3)과 같이 나타낼 수 있다. 
 

    [ ]1 2 3 4e es l s s l s=S I I I I  (3) 
 
여기서 el 는 요소의 길이, I 는 2 2´  항등 행렬

(identity matrix)을 의미하며, 형상 함수의 각 성분 
( ) ( 1 ~ 4)i is s ix= = 은 식 (4)와 같이 표현할 수 

있다. 
 
 2 3

1 1 3 2s x x= - + ,  2
2 2 3s x x x= - + , 

 2 3
3 3 2s x x= - ,  3 2

4s x x= -  
(4) 

 
식 (4)에서 / ex lx = 이다. 또한 식 (2)에서 절점 좌

표 er 는 식 (5)와 같으며, 식 (5)의 각 성분은 식 
(6)과 같이 나타낼 수 있다. 
 

[ ]1 2 3 4 5 6 7 8
Te e e e e e e e=er  (5) 
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e r
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4

0x
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¶
=
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ex l

e r
=

= ,  6 2
ex l

e r
=
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 1
7

ex l

re
x =

¶
=
¶
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8

ex l
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¶
=
¶

 

(6) 

 
이와 같은 관계를 바탕으로 질량행렬, 강성행렬, 
그리고 외력항에 의한 차원 운동방정식은 식 (7)
과 같이 나타낼 수 있다. 
 

    ( )L T C+ + =Me K K e F
rr r&&  (7) 

 
여기서 M 은 질량행렬, LK 은 종 강성행렬
(longitudinal stiffness matrix), TK 는 횡 강성행렬

(transverse stiffness matrix), CF
r
는 보존력(conserva-

tive force)을 의미한다. 
차원 운동방정식을 무차원화 하는 과정은 식 

(8)에 나타난 바와 같이 시간 차원을 무차원화하
는 변수 NDT 를 활용함으로써 가능하다.(21) 
 

    
*

ND ND ND
ND

At T t T L
F
ræ ö

= =ç ÷ç ÷
è ø

 (8) 

 
여기서 t는 시간, r 는 밀도, 그리고 A는 단면적

을 의미한다. NDL 는 빔의 최대 길이로 길이 차원

을 무차원화 하는데 사용되며, FND는 탄성체에 작
용하는 임의의 작용력으로 힘 단위와 관계된 항을 
무차원화 하는 역할을 한다. 또한 * 는 무차원화 
된 변수를 의미한다. 식 (8)의 시간에 대한 무차원 
변수 TND에 의해 해석 시간 대비 실제 나타나는 
물리적 시간(physical time)에서 차이가 나는데, TND

가 1보다 큰 경우 해석 시간 대비 비해 물리적 시
간이 증가하므로 효율성을 가진다는 것을 의미한
다. 특히 식 (8)에서 보는 바와 같이 TND는 LND가 
증가할수록 무차원 운동방정식의 해석 효율성이 
증가하게 된다. 
운동방정식의 무차원화를 위해 길이 차원에 관

한 무차원 변수는 식 (9)와 같이 나타낼 수 있다. 
 

    
* * *ˆ ˆ, ,ND e ND e NDx L x l L l L= = =e er r  (9) 

 
여기서 기호 ‘ $ ’은 식 (2)와 다르게 새롭게 정의
된 절점 좌표임을 의미한다. 식 (2)의 형상 함수와 
절점 좌표는 차원이 혼합되어 있다. 즉 길이에 대
한 차원과 무차원이 서로 혼재되어 있으므로 식 
(7)의 차원 운동방정식을 무차원화 하는데 있어 
다소 복잡한 과정이 요구된다. 따라서 무차원화에 
있어 형상 함수 및 절점 좌표 각각의 차원을 통일
시켜 줄 필요가 있는데, 본 연구에서는 형상 함수
의 차원은 무차원으로 결정하고 절점 좌표의 차원
은 길이 차원으로 결정하였다. 따라서 식 (2)의 전
역 위치 벡터를 식 (10)과 같이 정의하도록 한다. 
 

    
ˆˆ=r Ser r  (10) 

 
즉 식 (5)의 위치 벡터 구배에 요소의 길이 el 를 

곱하면 식 (11)과 같이 절점 좌표가 길이 차원으
로 표현된다. 
 

    [ ]1 2 3 4 5 6 7 8
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ Te e e e e e e e=er  (11) 

 
식 (11)에 나타난 절점 좌표의 각 성분들은 식 
(12)와 같이 정의할 수 있다. 
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또한 형상 함수는 식 (13)과 같이 무차원으로 정
의되며, 형상함수의 각 요소는 식 (4)와 동일하다. 
 

[ ]1 2 3 4
ˆ s s s s=S I I I I  (13) 

 
다음으로 식 (9)과 식 (10)을 바탕으로 전역 위

치 벡터에 대한 무차원 전역 위치 벡터는 식 (14)
와 같이 정의할 수 있다.  
 

* * *ˆˆ=r S er r  (14) 
 

식 (14)에서 무차원 절점 좌표 *êr 는 식 (15)와 
같이 나타낼 수 있다. 
 

* * * * * * * * *
1 2 3 4 5 6 7 8

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
T

e e e e e e e eé ù= ë ûer  (15) 
 
여기서 무차원 절점 좌표의 각 성분들은 식 (16)
과 같이 정의된다. 
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*
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¶
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¶
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*
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¶
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(16) 

 
또한 새롭게 정의되는 무차원 형상 함수는 식 

(17)과 같이 나타낼 수 있다. 
 

* * * * *
1 2 3 4

ˆ s s s sé ù= ë ûS I I I I  (18) 
 
식 (18)에서 * * ( ) ( 1 ~ 4)i is s ix= = 는 식 (4)와 동

일하나, 무차원 변수가 * */ ex lx = 로 정의된다. 

식 (15) 및 식 (18)과 같이 새롭게 정의된 절점 
좌표 및 형상 함수를 활용하여 무차원 질량행렬 

*M , 무차원 종 강성행렬 *
LK , 무차원 횡 강성행

렬 *
TK  그리고 무차원 외력항 *

CF
r
을 식 (19)와 같

이 나타낼 수 있다. 
 

2 *
* * * * *

*2

ˆ ˆ( )L T Ct
æ ö¶

+ + =ç ÷ç ÷¶è ø

eM K K e F
r rr  (19) 

 
탄성체를 표현하는 무차원 운동방정식은 상호 

구속에 의해 기계적 혹은 다물체 시스템으로 구성

되는데, 구속 방정식과 더불어 라그랑지 승수
(Lagrange multiplier)를 포함한 미분 대수 방정식
(differential algebraic equation)을 뉴막 암시적 적분
법(Newmark implicit integration)을 통해 수치 해
(numerical solution)를 얻었다.(16, 22~24) 
식 (19)로부터 2.1 절에는 무차원 질량행렬, 2.2

절에는 무차원 선형 종 강성행렬, 2.3절에는 무차
원 선형 횡 강성행렬 그리고 2.4절에는 무차원 보
존력을 유도하는 과정을 제시하였다. 
 

2.1 무차원 질량행렬 *M  
길이, 시간 및 힘 차원을 무차원화하는 변수를 

활용하여 운동 에너지(kinetic energy)를 식 (20)과 
같이 표현할 수 있다. 
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(20) 

 
식 (20)으로부터 무차원 운동에너지는 식 (21)과 

같이 나타낼 수 있다. 
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따라서 무차원 질량행렬은 식 (22)와 같이 정의

된다. 
 

( ) ( ) ( ) ( )
* 1* * *

0 0
ˆ ˆ ˆ ˆe T Tl

edx l dx= =ò òM S S S S  (22) 

 
2.2 무차원 선형 종 강성행렬 *

LK  

강성행렬은 변형에너지(strain energy)로부터 유
도하기로 한다. 변형에너지는 종 변형에너지
(longitudinal strain energy)와 횡 변형에너지
(transverse strain energy)의 선형 조합으로 식 (23)과 
같이 나타낼 수 있다.(25) 
 

2 2

0

1
2

el

L T e eU U U EA EI dxe ké ù= + = +ë ûò  (23) 

 
여기서 E 는 탄성 계수, ee 는 변형률, I 는 단

면 2차 모멘트, 그리고 ek 는 곡률(curvature)을 의

미한다. 식 (23)으로부터 종 변형에너지는 식 (24)
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와 같이 나타낼 수 있고, 식 (24)로부터 무차원 선
형 종 강성행렬을 구하기로 한다. 
 

2

0

1
2

el

L eU EA dxe= ò  (24) 

 
무차원 종 강성행렬을 유도하기 위해 먼저 종 

변형에너지를 식 (24)로부터 길이 차원을 무차원
화 하는 변수 NDL  및 힘 차원을 무차원화 하는 
변수 NDF 를 활용하여 식 (25)와 같이 나타낼 수 

있다. 
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식 (25)로부터 무차원 종 변형에너지는 식 (26)

과 같이 나타낼 수 있다. 
 

*
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L e
ND
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F

e= ò  (26) 

 
식 (25)에 나타나는 무차원 종 변형률( *

ee )을 구

하기 위해 식 (9)를 이용하여, 식 (27)과 같이 미
분 연산자를 정의해야 한다. 
 

* *

1 1 1

ND ND ex L Lx l x
¶ ¶ ¶
= =

¶ ¶¶
 (27) 

 
앞서 언급한 바와 같이 x는 변형 전 상태에 대

한 요소의 중립 축을 따르는 임의의 점이고, s를 
변형 후 상태에 대한 요소의 중립 축을 따르는 임
의의 점이라면, 미소 호 길이(infinitesimal arc 
length)는 식 (28)와 같이 나타낼 수 있다. 
 

Tds dx¢ ¢= r rr r  (28) 
 

식 (28)의 T¢ ¢r rr r 는 변형 구배(deformation 
gradient)를 의미한다.(25) 이 변형 구배로부터 코쉬-
그린 종 변형률(Cauchy-Green longitudinal strain)을 
식 (29)와 같이 정의할 수 있다.(26) 
 

( ) ( ) ( )21 1 11 1 1
2 2 2

T T T
e fe ¢ ¢ ¢ ¢= - = - = -r r e S S er r r r  (29) 

식 (29)의 종 변형률은 그 자체로 무차원이며, 
식 (27)을 식 (29)에 대입하면 무차원 종 변형률
( *

ee )을 식 (30)과 같이 나타낼 수 있다.  
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여기서 ,

ˆ ˆ
x x= ¶ ¶S S 이다. 무차원 종 변형에너지

로부터 무차원 종 탄성력을 얻기 위해 필요한 항
은 무차원 종 변형률을 무차원 절점 좌표로 편미
분하는 항이며, 이는 식 (31)과 같다. 
 

*
*

, ,*2*

1 ˆˆ ˆ
ˆ

T
T
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x x

eæ ö¶
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¶è ø
S S e

e
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식 (31)을 활용하면 무차원 종 탄성력은 무차원 

종 변형에너지를 무차원 절점 좌표에 대해 편미분
함으로써 식 (32)와 같이 나타낼 수 있다. 
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따라서 무차원 종 강성행렬은 식 (33)과 같이 

나타낼 수 있다. 
 

1* *
, ,* 0

1 ˆ ˆT
L e

NDe

EA d
Fl x xe x= òK S S  (33) 

 
식 (33)에서 무차원 종 변형률( *

ee )의 정의에 따

라 다양한 무차원 종 강성행렬을 얻을 수 있다. 
본 연구에서는 무차원 종 변형률을 식 (34)와 같
이 선형으로 가정하여 무차원 선형 종 강성행렬을 
유도한다. 
 

* *
*

*
e

e
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d l
l

e
-

=  (34) 

 
식 (34)에서 *d 는 변형 후 요소 절점 간의 거리

를 의미하며 식 (35)와 같이 나타낼 수 있다. 
 

* * * 2 * * 2
5 1 6 2( ) ( )d e e e e= - + -  (35) 

 
따라서 식 (34)에 의해 식 (33)은 식 (36)과 같이 

나타낼 수 있다. 즉 무차원 종 변형률이 상수로 
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정의됨에 따라 무차원 종 강성행렬은 식 (36)에서
와 같이 선형으로 나타낼 수 있다. 

 
1* *

, ,* 0

1 ˆ ˆT
L e

ND e

EA d
F l x xe x= òK S S  (36) 

 
2.3 무차원 선형 횡 강성행렬 *

TK  

식 (23)으로부터 횡 방향 변형에너지는 식 (37)
과 같이 나타낼 수 있고, 식 (37)로부터 무차원 선
형 횡 강성행렬을 구하기로 한다. 
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T eU EI dxk= ò  (37) 

 
무차원 횡 강성행렬을 유도하기 위해 식 (37)의 

횡 변형에너지를 길이 차원을 무차원화 하는 변수 

NDL  및 힘 차원을 무차원화 하는 변수 NDF 로부

터 식 (38)과 같이 나타낼 필요가 있다. 
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식 (38)로부터 무차원 횡 변형에너지는 식 (39)

와 같이 나타낼 수 있다. 
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프레네-세레 공식(Frenet-Serret formulas)에 의해 

나타나는 곡률 *
ek 는 무차원화를 통해 식 (40)과 

같이 나타낼 수 있다. 
 

2 *
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*2e
d
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k =
rr  (40) 

 
식 (40)을 바탕으로 무차원 변형 구배가 단위 

값으로 수렴한다는 가정하에 무차원 선형 횡 강성
행렬을 유도 한다. 
식 (28)로부터 무차원 변형 구배를 식 (41)과 같

이 표현할 수 있다. 
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무차원 변형 구배가 단위 값이라면 횡 변형에너
지에 대입될 *2

ek 은 절대절점좌표계에서 식 (42)와 

같이 나타낼 수 있다. 
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여기서 

22
,

ˆ ˆ
xx x= ¶ ¶S S 이다. 따라서 식 (42)를 무차

원 횡 변형에너지 식 (39)에 대입하면 식 (43)과 
같이 무차원 선형 횡 강성행렬을 유도할 수 있다. 

 

( )1*
, ,2 *3 0

1 ˆ ˆT
T

ND ND e

EI d
F L l xx xx x= òK S S  (43) 

 
2.4 무차원 보존력 *

CF
r

 

보존력에 해당하는 집중 하중(concentrated load)
은 분포 하중(distributed load)으로 고려하는 것이 
타당하며, 힘 차원을 무차원화 하는 변수 NDF 를 

활용하면 식 (44)와 같이 나타낼 수 있다. 
 

* e
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여기서 [ ]0 Tg= -G

r
는 중력 가속도 g 가 포함된 

벡터를 의미하며, 중력 방향이 관성 좌표계의 
2X- 축임을 의미한다. 

3. 무차원 운동방정식의 검증과 효율성 

3장에서는 개발된 무차원 운동방정식을 검증하
고 효율성을 제시하고자 한다. 본 연구에서 활용
된 PC(personal computer)의 성능은 Table 1에 나타
내었다. 또한 시간을 무차원화 하는 변수 NDT 는 

식 (8)에서 보는 바와 같이 요소 수에 의해 Table 
2와 같이 결정할 수 있다. 

 
3.1 탄성 외팔보 
원형 외팔보에 대한 물성치가 Table 3에 나타나 

있으며, Fig. 2에서 보는 바와 같이 2X- 축으로 중

력가속도가 작용하는 경우를 가정한다. Table 3의 
물성치를 바탕으로 한 외팔보 끝 단의 정점 처짐
(static deflection) d 에 대한 정해(exact solution)는 
식 (45)과 같이 계산할 수 있다. 
 

4

2.038
8
qL mm
EI

d = @ -  (45) 
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여기서 q는 분포 하중, L은 외팔보의 길이, E는 

탄성 계수 그리고 I 는 질량 관성 모멘트이다. 
먼저 개발된 무차원 운동방정식의 해와 기존의 

차원 운동방정식을 활용한 해가 정해에 수렴하는
지 여부를 판단하기 위하여 외팔보 끝 단의 동적 
처짐 평균값(mean value)이 Table 4에 나타나 있다. 
Table 4는 물리적 시간 2초까지에 대한 평균값이며, 
본 연구에서는 보의 전단 변형(shear deformation)을 
고려하지 않았기 때문에 잠김 현상(locking 
phenomenon)이 발생하지 않아 요소 수가 1개일 경
우에도 정해와 유사한 것을 확인할 수 있다. 즉 
외팔보의 변위는 순수 굽힘(pure bending)에 의해서
만 발생함을 확인할 수 있다. 
요소 수가 증가할수록 해의 정확도는 높아지므

로 Fig. 3에는 요소 수 30개에 대한 물리적 시간 
1.5~2초 동안의 끝 단의 처짐이 나타나 있다. Fig. 
3에서 보는 바와 같이 개발된 무차원 운동방정식
을 활용한 경우와 기존의 차원 운동방정식을 활용
한 경우 모두 정해에 수렴해 감을 확인할 수 있다. 
또한 차원 및 무차원 운동방정식을 활용한 해의 
주파수(frequency)가 일정함을 확인할 수 있는데, 
이는 기존의 차원 운동방정식이 무차원 운동방정

식으로 정확히 변환되었음을 의미한다. Fig. 3에서 
동적 처짐(dynamic deflection)이 정해에 수렴해 가
는 것은 수치 감쇠(numerical damping)에 의해 나타
나는 현상이며, 진폭(amplitude)의 차이가 발생하는 
것은 동일한 수치 감쇠 계수를 차원 및 무차원 운
동방정식에 부여했기 때문이다. 

Table 5와 Fig. 4에는 요소 수에 따른 차원 운동
방정식과 무차원 운동방정식의 해석 시간이 제시
되어 있다. 요소 수가 1인 경우에는 차원 운동방

Table 1 Put table caption put table caption Put table 
caption 

CPU Intel® Core™ i7-4930K 
Memory capacity 32GB 
Commercial software MATLAB R2013a-64bit 

 
Table 2 Non-dimensional parameter NDT  by the number 

of elements 

Number of elements Unit: 
[s] 1 10 20 30 

NDT  0.32 s 1.01 s 1.43 s 1.75 s 
 

Table 3 Properties and data of steel 
Density 
[kg/m3] 

Modulus of elasticity 
[N/m2] 

Diameter 
[m] 

8030 193E+09 0.02 
 

 
Fig. 2 Cantilever beam 

Table  4 Mean value of deflection by the number of 
elements 

Number of elements Unit: 
[mm] 1 10 20 30 
DIM -2.040 -2.038 -2.038 -2.038 

Non-DIM -2.043 -2.038 -2.038 -2.038 

 
Table  5 Analysis time by the number of elements in 

cantilever beam 
Number of elements Unit: 

[s] 1 10 20 30 
DIM 1.83 3.96 7.33 11.11 

Non-DIM 5.72 3.94 5.20 6.48 
 

  
Fig. 3 Static and dynamic deflection at the tip point 
 

  

Fig. 4 Analysis time by the number of elements in 
cantilever beam 
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정식이 무차원 운동방정식에 비해 유리한데, 이는 
Table 2에서 보는 바와 같이 TND에 의해 무차원 운
동방정식의 계산 횟수가 증가하기 때문이다. 10개
의 요소로 분할한 경우 해석 시간이 거의 동일한 
것을 확인할 수 있다. 선형 강성행렬을 활용할 경
우 요소 수가 충분치 않으면 변형을 정확히 표현
할 수 없고, 탄성체 해석에서 잠김 현상과 같은 
비정상적인 해석 결과가 나타날 수 있으므로 요소 
수가 증가할수록 해석에 유리한 무차원 운동방정
식이 효율적임을 알 수 있다. 

 
3.2 탄성 단진자 
3.2절에서는 회전 조인트(revolute joint)에 체결된 

탄성 단진자 예제(Fig. 5)를 통해 개발된 무차원 운
동방정식의 해석 효율성을 제시하고자 한다. 대변
형 뿐만아니라 대회전(large rotation)을 표현할 수 
있는 절대절점좌표계의 특징을 확인하기 위하여 
탄성계수를 193E+05 N/m2로 설정하였다. 
해석 효율성을 제시하기 위하여 Table 6과 Fig. 6

에는 물리적 시간 2초 동안의 해석 시간이 나타나 
있다. Table 6을 보면 1개의 요소로 해석을 진행할 
경우 발산하는 것을 확인할 수 있다. 이는 탄성 
계수를 193E+05 N/m2로 설정함에 따라 1개의 요소
로 선형 강성행렬을 구성하면 해석이 가능하지 않
음을 의미한다. 즉 선형 강성행렬을 활용하고자 
하는 경우에는 더 많은 요소로 분할해야 함을 의
미한다. Fig. 6은 Fig. 4와 유사한 경향을 보이고 있
으며, 이를 통해 단진자 예제에서 역시 10개 이상
의 요소를 활용한다면 개발된 무차원 운동방정식
을 활용하는 것이 보다 효율적임을 알 수 있다. 
Fig. 7에는 X1 및 X2축에 대한 단진자의 거동이 나
타나 있으며, 기존의 차원 운동방정식 및 개발된 
무차원 운동방정식에 의해 구한 해가 동일함을 확
인할 수 있다. 

4. 결 론 

1990년대 중반에 개발된 절대절점좌표는 탄성체 
동역학 해석에 활용되고 있다. 운동방정식을 유도
하는 과정에서 관심있는 변형을 확인하기 위해 변
위장을 이루는 다항식의 차수가 증가하게 되면 필
연적으로 자유도가 증가하게 되고, 이는 해석 시
간의 증가로 이어진다. 따라서 본 연구에서는 절
대절점좌표 차원 운동방정식을 무차원 운동방정식
으로 전환함으로써 해석 시간을 단축시키고자 하
였다. 본 연구에서 개발된 무차원 운동방정식은
2000년 Berzeri, M. and Shabana, A. A.(19)에 의해 개
발된 2차원 오일러-베르누이 보(20)를 기반으로 한 
것이며, 본 연구는 무차원 운동방정식의 유도 과
정 및 무차원 운동방정식에 관한 효율성을 제시하
는 것이 목적이므로 운동방정식은 선형 강성행렬
을 활용하여 구성하였다. 
위치 벡터를 이루는 형상 함수는 무차원으로, 

절점 좌표는 길이 차원으로 정리한 후 시간, 길이 

Table 6 Analysis time by the number of elements in 
flexible pendulum 

Number of elements Unit: 
[s] 1 10 20 30 

DIM x 4.26 7.77 11.55 
Non-DIM x 4.17 5.76 7.46 

 

 
Fig. 5  Flexible pendulum 

 

 

Fig. 6 Analysis time by the number of elements in 
flexible pendulum 

 
Fig. 7 Motion of flexible pendulum at the tip point 
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그리고 힘 차원을 무차원화하는 변수 TND, LND 및 
FND를 통해 무차원 질량행렬, 무차원 선형 강성행
렬 및 무차원 보존력을 유도하였다. 무차원 운동
방정식의 경우 시간에 대한 무차원 변수 TND에 의
해 해석 시간 대비 실제 나타나는 물리적 시간에
서 차이가 나는데, TND가 1보다 큰 경우 해석 시간 
대비 비해 물리적 시간이 증가하므로 효율성을 가
진다는 것을 예측할 수 있었다. 
개발된 무차원 운동방정식은 정적 처짐에 대한 

정해가 존재하는 외팔보 예제를 활용하여 검증하
였다. 개발된 무차원 운동방정식의 동적 처짐의 
평균값이 요소 수가 증가함에 따라 정점 처짐의 
정해에 수렴하는 것을 확인할 수 있었으며, 요소 
수가 증가함에 따라 효율성이 나타남을 확인할 수 
있었다. 앞서 언급한 바와 같이 해석 효율성은 요
소 수 증가에 의한 무차원 변수 TND의 증가에 따
른 것이다. 또한 탄성 단진자 예제를 통해 절대절
점좌표계의 대변형 및 대회전 특징을 확인하였으
며, 외팔보 예제와 마찬가지로 요소 수가 증가함
에 따라 무차원 운동방정식이 효율적임을 알 수 
있었다. 즉 선형 강성행렬을 활용할 경우 요소 수
가 충분치 않으면 변형을 정확히 표현할 수 없어 
발산할 가능성이 있었으며, 탄성체 해석에서 잠김 
현상과 같은 비정상적인 해석 결과가 나타날 수 
있으므로 요소 수가 증가할수록 해석에 유리한 무
차원 운동방정식이 효율적임을 알 수 있었다. 
본 연구에서는 선형 강성행렬을 활용하여 운동

방정식을 구성하였으나, 대변형 및 대회전을 표현
하기에는 비선형 강성행렬을 유도하는 것이 바람
직하다고 판단된다. 또한 오일러-베르누이 보에 
비해 자유도가 높은 티모셴코 보(Timoshenko 
beam)(27)의 무차원 운동방정식도 개발 가능하며, 
평판(8~10) 및 박판(shell)(28)에도 적용 가능한 해석 
기법이라 판단된다. 
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