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Abstract

In this paper, an isogeometric analysis for multipatch problem is investigated, in which two or more geometries are connected at 

the interface in a conforming or non-conforming conditions. To express higher continuity at the patch interface, two approaches such 

as Nitsche based method and master-slave method are formulated for the linear elasticity problem and discretized using the 

isogeometric approach using NURBS basis functions. A short comparison between two approaches in formulations reveals the pros 

and cons of them with the applicability in the isogeometric multipatch problem. In addition, a NURBS based stress recovery is 

adopted to express a better stress continuity through the post-processing. Numerical examples indicate the effectiveness of Nitsche 

method in the non-conforming patch, following the exact solution well. For the stress concentration problem with the conforming 

patch, introduced two methodologies show comparative results, meanwhile the NURBS based stress recovery presents an improved 

smooth stress contour in the whole domain including the patch interface.
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1. 서    론

CAD 모델은 곡면의 기하학  형상을 수치 으로 표 하는 

방법으로 20세기 후반 컴퓨터의 발 과 함께 활성화되어 자동차, 

항공, 조선을 포함한  산업분야에서 리 사용되고 있으며, 

반면 경계조건을 가지는 문제에 해서 지배 미분방정식을 

이산화(discretization)하여 수치해를 구하는 유한요소해석은 

CAD 모델과 독립 으로 개발되어 구조해석, 열 달과 같은 

문제에 해 표  해석방법으로 사용되고 있다. CAD 모델은 

정확한 경계를 표 하기 해 고차원의 기 함수를 사용하며, 

유한요소해석의 경우 1차 기 함수를 사용하여 경계와 내부

요소를 표 하는 것이 일반 이다. 

경계의 기하학  형상을 표 하는 CAD 모델과 경계조건에 

지배되는 지배방정식의 해를 구하는 유한요소해석의 공통

으로 인해 CAD 모델과 해석을 통합하는 다양한 연구들이 

수행되어 왔으며, CAD 모델의 형상을 표 하는 NURBS 

(Non-Uniform Rational B-Spline)를 활용하여 해석공간의 

기 함수를 구성하는 “아이소-지오메트릭 해석(IGA)”이 제안

되었다(Hughes et al., 2005). 아이소-지오메트릭 해석은

CAD 모델 구성과 동일한 이산화가 가능하여, 경계에서 법선 

벡터, 곡률 등의 기하 정보를 해석공간에서 직  고려할 수 있는 

장 을 가진다(Ha et al., 2012). 아이소-지오메트릭 해석 

모델의 최소 단 는 1개의 곡면을 표 하는 패치(patch)로서 

패치 단 로 갤러킨(galerkin) 정식화와 이산화를 수행하게 

된다.

일반 으로 곡선 는 곡면의 합은 CAD에서 두 개 이상의 

패치로 구성된 멀티패치(multipatch)로 이루어지며, 패치 

합면(interface)의 표  라메트릭 변수가 동일하지 않으

므로 연속성이 감소하게 된다. 이러한 멀티패치 곡선 는 

곡면의 연속성을 나타내기 해서 라메트릭 연속,  과 기하 
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연속, 의 개념을 도입할 수 있다. 라메트릭 변수로 정의된 

곡선 는 곡면이 변수에 해 단순 연속인 경우  , 변수의 

1차 미분이 연속인 경우  으로 표 할 수 있으며, 반면 기하 

연속의 경우 기하학 으로 곡선 는 곡면이 단순 연결된 경우 

, 선 는 하는 면을 공유할 경우 으로 정의할 수 있다. 

일반 으로  인 곡면은 임이 알려져 있으며, CAD 모델

에서는 곡면의 부드러운 연결을 해서   이상의 고차 기

함수를 사용하게 된다.

멀티패치 곡면을 가지는 CAD 모델에 해서 아이소-지오

메트릭 이산화를 수행할 경우 패치 간 변 에 해서 연속인 

 인 해를 얻게 된다. 그러나   이상의 연속성을 가지는 고차 

기 함수를 사용하 으므로, 멀티패치 간 변 의 1차 미분값의 

조합, 즉 응력의 차이를 최소화하여 표 할 수 있게 되며, 이러한 

멀티패치를 가지는 아이소-지오메트릭 해석에 한 여러 연구가 

수행되어 왔다. 패치 간 NURBS 곡면 조정 이 일치하는 경우

(conforming patch)와 일치하는 않는 경우(non-conforming 

patch)에 해서 패치 간 마스터-슬 이  성질(Cottrell et al., 

2007), 라그랑지 곱수(Brivadis et al., 2015), Nitsche 

방법론(Nguyen et al., 2015) 등을 용하여 멀티패치 사이

에서 해의 연속성을 표 하고 있다.

본 논문에서는 이러한 멀티패치 간 연속성을 표 하기 한 

방법론  하나인 Nitsche 방법론에 한 멀티패치 지배 방정

식의 유도와 이산화  마스터-슬 이  방법론을 소개하고, 

수치 제로 2차원 멀티패치 문제에 용하여 Nitsche 방법론

과 마스터-슬 이  성질을 이용한 방법론의 결과를 비교 검토

하려고 한다. 추가 으로 NURBS 근사에 기반한 응력 복원

(Hassni et al., 2012) 방법을 도입하여 후처리 단계에서 

멀티패치 간 응력의 차이를 최소화하여 표 하는 연구를 수행

하고자 한다.

2. 본    론

이 장에서는 NURBS 기 함수를 소개한 다음, 멀티패치 

문제에 해 Nitsche 방법론과 마스터-슬 이  방법론을 

용한 지배방정식의 개와 아이소-지오메트릭 이산화를 

수행하고자 한다. 

2.1 NURBS 기 함수

CAD 모델과 아이소 지오메트릭 해석의 해 공간 기 함

수로 사용되는 NURBS를 정의하기 해서 재귀 으로 구성된 

B-Spline을 먼  정의한다. B-Spline 곡선은 1차원 B-Spline 

에 조정 (control point) 을 곱한 형태로 표 되며, 

차의 기 함수가 주어졌을 때 아래와 같이 표 된다.






 (1)

여기서,

      ≤ ≤ 
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(3)

B-spline 곡면과 3차원의 입체는 곡선과 동일한 형태로 

아래와 같이 표 된다.











 (4)
















 (5)

B-spline 함수에 가 치(weight)를 곱하여 분수 형태로 

나타낸 기 함수를 NURBS 라고 정의하며 아래와 같이 표

한다. 











(6)

B-spline 곡선과 마찬가지로 개의 차 기 함수 와 

응되는 조정  가 주어졌을 때, NURBS 곡선은 다음과 

같이 정의된다.






 (7)

한 NURBS 곡선의 텐서 곱으로 NURBS 평면을 표 할 

수 있으며, 이 때 NURBS 평면의 라메트릭 노트벡터는 

  ⋯,   ⋯이다.











 (8)

2.2 선형 탄성 문제의 멀티패치 지배방정식

선형 탄성문제에 한 멀티패치의 정의와 경계면(interface)
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Fig. 1 Linear elasticity problem with the interface

을 가지는 문제에 해 Nitsche 방법론을 도입한 지배 방정식을 

기술하고자 한다. Fig. 1에서 경계(boundary) ≡를 

가지는 역(domain), 에 해 서로 겹치지 않는 역 , 

=1,2를 정의하고 경계에 주어지는 디리클 (dirichlet) 경

계, 
와 노이만(neumann) 경계, 

 그리고 패치 간 경계

면(interface) 를 정의하 다.

Fig. 1에서 응력 
 , 체 력 

, 변  
, 디리클  경계

조건 
, 노이만 경계조건 

을 정의하면 주어진 선형 탄성

문제의 지배방정식은 다음과 같다.


  

 on  (9a)


  

 on 
 (9b)



   on 

 (9c)


  

 on  (9d)


  

   on  (9e)

 소볼  공간(sobolev space)에 속하는 해공간

(solution space) 와 시험함수 공간(trial function space) 

를 정의하고 가상일의 원리를 용하면 약형(weak fom)으로 

표 된 지배방정식 (10a)과 부분 분을 수행한 식 (10b)를 

얻게 된다.




  (10a)




 


 (10b)

식 (10b)의 우변 첫 번째 항을 경계면에서 변 는 일치하고 

수직 벡터는 반 이며 합력이 0인 것을 이용하여 다음과 같이 

나타낼 수 있다. 




 (11)

         





∥∥

여기서, 경계면 차이에 한 표 식 ∥∙∥ ∙ ∙과, 

평균에 한 표 식 〈∙〉∙ ∙을 이용하여 

식 (11)의 우변 두 번째 항은 다음과 같이 표  가능하다.

∥ ∥∥ ∥〈〉〈〉∥∥ (12)

경계면에서 ∥∥0것을 활용하여 정리된 식 (11), (12)을 

식 (10b)에 입하면 다음과 같은 패치 간 경계의 응력 조건을 

포함하는 약형(weak form)의 지배방정식을 얻게 된다.







〈 〉∥∥ (13)







 

한 경계면에서 합성 조건 
  

과 Nitsche 방법론의 

안정화 계수(stability parameter) 와 칭성을 부여하기 

해 합성 조건 ∥∥0을 다시 고려하면 다음과 같은 

최종 형태의 분 지배방정식으로 표  가능하다.







〈 〉∥∥ (14)




∥∥〈〉 


∥ ∥∥∥
 



 




여기서, 안정화 계수 는 해의 정확도와 수치  안정성을 해서 

아래 식의 의 제곱보다 크도록 정해야 하며, 일반 으로 

  
으로 정할 수 있다(Dolbow and Harari, 2009).

∥∇∙∥

≤ ∥∥ (15)

이러한 멀티패치 Nitsche 방법론의 상세한 유도 과정은 련 

참고문헌(Sanders et al., 2011)에서 찾을 수 있다.

2.3 Nitsche 방법론 기반 아이소-지오메트릭 이산화와 

NURBS 근사기반 응력 복원

탄성 문제의 해석에 사용되는 형상 변수, 과 변 , 를 

NURBS 기  함수  와 형상 변수 벡터, 
, 변  조정  

벡터, 
로 이산화하여 나타내면 다음과 같다.
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 (16b)

이산화된 형상 변수와 변 를 멀티패치 문제의 지배방정식

에 입하면 식 (14)의 좌변 항은 아래와 같이 표 된다.




 (17a)







 







 





 







 





 











∥ ∥〈〉 (17b)









 





 

 

 



 







 





 











∥∥〈 〉 (17c)









 























 















∥∥∥ ∥ (17d)







 





 



 














 













여기서 는 탄성행렬, 는 변 -변형률 행렬이며 은 

패치간 경계면에서의 법선 벡터를 나타낸다. 의 이산화 형태

의식을 지배방정식에 입하여 정리하면 다음과 같은 최종 인 

이산화된 행렬 방정식을 얻게 된다.



  




 




 




  (18)

여기서, 행렬 
  

  



 
 는 각각 식 (17a), (17b), 

(17c), (17d)의 기 함수로부터 정의된 행렬을 나타낸다. 

우변의 하  벡터는 일반 인 아이소-지오메트릭 이산화와 

동일하며 다음과 같이 정의된다.












 (19)

식 (18)로부터 변 에 한 조정 의 해 를 얻게 되며 

응력은 응력과 변 의 계식 에서 계산되게 된다. 

일반 으로 응력값은 가우스 분 (gauss quadrature point)

에서 가장 정확한 것으로 알려져 있으며 NURBS 기반의 응력 

복원 곡면을 다음과 같이 정의할 수 있다.

 


  (20)

여기서, 는 복원 응력 곡면을 표 하는 조정 으로서 식 

(20)와 각 가우스 분 에서 얻어진 응력의 차이를 최소화하는 

식 (21)에서 결정 가능하다.



 





  (21)

2.4 마스터-슬 이  방법론을 이용한 멀티패치 아이소

-지오메트릭 이산화

아이소-지오메트릭 해석에서 멀티패치 사이의 연결을 처음

으로 다룬 마스터-슬 이  방법론(Cottrell et al., 2007)을 

간단하게 설명하고자 한다. 패치 1과 패치 2에서의 변  조정  

을 내부 변  조정  
과 경계 변  조정  

로 분리하여 

표 하면 식 (22)와 같다.

 












,  













 (22)

세분화(refinement)  경계면에서 패치간 동일한 변  

조정 을 용하므로 
  

이며 h-세분화를 한 Oslo 알고

리즘을 용하여 세분화된 패치 2의 변  조정  
를 표 하면 

다음과 같다.


 



 
 
















 (23)

기존 선형탄성 문제를 기술하는 식 (10)에서 이산화를 수행

할 경우 멀티패치 문제에 해서 식 (24)로 표  가능하며 식 

(23)을 입하면 식 (25)로 표 된다. 식 (25)로 사용하여 

이산화된 멀티패치의 해를 구하는 것을 마스터-슬 이  방법

이라고 하며, 기에 멀티패치 사이의 변  조건을 표 하는 


  

 식이 필요하므로 이러한 조건을 만족하는 순응 경계면
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Fig. 2 2-dimensional multipatch beam

(conforming interface)에 해 용할 수 있다.
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(25)

앞서 설명한 Nitsche 방법론 기반의 멀티패치 아이소-지오

메트릭 해석과 마스터-슬 이  방법론 기반의 해석법을 경계

면의 조건, 강성 행렬의 칭성  구  난이도 측면에서 간단

하게 비교하 다.

Nitsche based method Master-slave method

Non-conforming interface Conforming interface

Symmetric stiffness matrix Non-symmetric stiffness matrix

Complicated implementation Simple implementation

Table 1 Comparison of multipatch isogeometric analysis

2.5 수치 제 결과  고찰

Nitsche 방법론에 기반한 멀티패치 문제의 아이소-지오메

트릭 해석의 정확성을 검증하기 해서 정해(exact solution)

를 가지는 2차원 멀티패치 평면 빔 문제에 해서 아이소-지오

메트릭 해석을 수행하고자 한다. Fig. 2에 나타낸 것처럼 원

에서 고정되고 하  를 받는 빔에 해서, 길이 방향 가운데 

면을 분리하여 2개의 패치로 구성하 으며 패치간 곡면 조정

이 일치하지 않는 비순응(non-conforming) 문제로 패치를 

구성하 다. 수치 제에서 3차의 NURBS 기 함수를 사용

하 고 탄성계수 3×107, 푸아송 비  0.3, 길이  48, 

높이 6, 두께  1로 가정하 다. 아이소-지오메트릭 해

석의 표  격자 세분화(refinement) 방법인 h-세분화를 용

하여 Coarse 격자, Fine 격자 두 가지 경우를 해석하 고, 

Coase 격자의 경우 패치 1의 자유도(degree of freedom)은 

266, 패치 2의 자유도는 50 이며, Fine 격자의 경우 패치 

1의 자유도는 585, 패치 2의 자유도는 50 이다.

두 경우의 해석에서 얻어진 ,  응력을 Fig. 3과 Fig. 

4에 나타내었다. 

Fig. 3 Stress contour of beam(coarse mesh)

Fig. 4 Stress contour of beam(fine mesh)

Fig. 2의 수치 제에서 응력에 한 정해는 다음 식 (26)와 

같이 주어진다.    지 에서 응력을 계산하여 아래의 그림 

Fig. 5, Fig. 6에서 수치해석 결과와 정해를 비교하 다. 




 
 

 (26)

경계조건의 향을 받게 되는  0 근처를 제외하고는 수직

응력과 단응력이 정해와 잘 일치하는 경향을 확인할 수 있으며, 

특히 패치간 경계면의 향을 확인하기 해서 패치의 경계인 

 24에서 단응력을 계산하여 Fig. 7에 비교하 고 정해와 

일치하는 것을 확인 가능하다. 

Fig. 5 Stress comparison between exact solution and 

isogeometric analysis(coarse mesh)
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Fig. 6 Stress comparison between exact solution and 

isogeometric analysis(fine mesh)

Fig. 7 Stress comparison between exact solution and 

isogeometric analysis at the interface(fine mesh)

멀티패치 아이소-지오메트릭 Nitsche 방법론을 검증하기 

한 두 번째 수치 제로 Fig. 8의 인장하  를 받는 평 의 

구멍에서의 응력집  문제를 다루기로 한다.

xTxT

θ

r
R

Fig. 8 Hole stress concentration in plate

의 수치 제에서 응력에 한 정해는 다음 식 (27)과 같

이 주어진다.



 
  

 
 


   

(27a)



 
  

 
   (27b)

문제에서 체 크기 8×8, 구멍의 반지름 1, 두께 1인 문제

에 해서 탄성계수 3×107, 푸아송 비  0.3로 가정하

다. 칭 경계조건을 활용하여 1/4 문제에 해석을 수행하고 

2차의 NURBS 기 함수를 사용하 으며, 패치 1에서 원주방향 

자유도는 20, 패치 2에서 원주방향 자유도는 36 이다. 경계면의 

향을 확인하기 해서 반지름 2, 1.5, 1.25인 면을 패치 간의 

경계면으로 정의하 고 각 경우에 해서 Nitsche 방법론과 

마스터-슬 이  방법론을 사용하여 아이소-지오메트릭 해석을 

수행한 후 수직응력의 값을 Fig. 9, Fig. 10, Fig. 11에 

나타내었다. 

Nitsche method Master-slave method

Fig. 9 Multipatch with the interface at R=2 and stress 

contour comparison

Nitsche method Master-slave method

Fig. 10 Multipatch with the interface at R=1.5 and stress 

contour comparison

Nitsche method Master-slave method

Fig. 11 Multipatch with the interface at R=1.25 and 

stress contour comparison

두 가지 방법론 모두 정 해를 잘 묘사하는 것을 확인할 수 

있으며, 멀티패치에서 두 가지 방법론의 차이를 명확하게 학

하기 해서 경계면에서 다음 식과 같이 패치 간 응력차이를 

정의하 다.

∆ 



  
(24)

패치간 경계면에서 극좌표계의 방향각을 따라 마스터-슬
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Fig. 12 Relative stress difference at the interface(R=2)

Fig. 13 Relative stress difference at the interface(R=1.5)

Fig. 14 Relative stress difference at the interface(R=1.25)

Fig. 15 Stress contour of multipatch analysis

이  방법, Nitsche 방법 그리고 Nitsche 방법에 2.3 에서 

설명한 NURBS 곡면 기반의 응력 복원법을 용하여 응력값을 

계산하고 식 (24)에 정의된 응력차이를 통해 상 인 오차를 

비교하 다. 

Fig. 12, Fig. 13, Fig. 14에서 경계면을 따라 즉 아래면을 

 0°으로 정의하고 시계방향을 따라  90°까지 증가하면서 

응력의 상  오차의 크기를 나타내었다.  0° 근처에서는 

정해로 주어지는 분모의 응력값이 작아서 오차가 큰 것으로 

보이나 체 으로는 경계면이 R=2인 경우 2%, R=1.5인 

경우 5%, R=1.25인 경우 13% 이내의 패치간 응력 오차를 

가지는 것을 확인 할 수 있다. 경계면의 반지름이 작아질 때 응력 

오차가 커지는 이유는 구멍 주 의 응력의 변화가 큰 부분이 

Coarse 격자로 포함되는 이유인 것으로 단된다.

Nitsche 방법론의 결과와 마스터-슬 이  방법론의 결과를 

비교하면 경계면을 따라 거의 동일한 응력 오차값을 가지는 것을 

확인할 수 있으며, NURBS 곡면 기반의 응력 복원법을 용

하여 응력을 계산하 을 경우, 빨간 선으로 표기한 결과에서 

패치간 경계면에서 응력차이가 하게 어드는 것을 확인

할 수 있다. 마지막으로 주어진 문제의 3차원 응력분포를 Fig. 

15에 도시하여 세가지 방법론을 사용한 멀티패치 해석 결과를 

비교하 고, NURBS 곡면 기반의 응력 복원법을 용할 경우 

패치 내부  경계면에서 연속 인 응력 모사가 가능한 것을 

알 수 있다.

3. 결    론

본 논문에서는 멀티패치를 가지는 아이소-지오메트릭 해석 

문제에 해서 경계면의 응력차를 최소화 하는 방법으로 Nitsche 

방법론과 조정 의 마스터-슬 이  계를 이용한 방법론을 

구 하고 그 결과를 비교하는 연구를 수행하 다. 마스터-

슬 이  계를 이용한 방법론은 상 으로 간단하게 구  

가능하나 순응 경계면에서만 용가능한 단 을 가지나, Nitsche 

방법론을 도입할 경우 비순응 경계면에서 용 가능하고 칭의 

강성행렬을 얻게 되는 장 을 가진다. 

수치 제를 통해서 정해를 가지는 문제에 한 Nitsche 

방법론 기반의 멀티패치 아이소-지오메트릭 해석을 수행하여 

경계면에서 확한 결과가 나오는 것을 확인하 으며, 응력 

집 을 가지는 문제에 해서 Nitsche 방법론의 결과와 마스터

-슬 이  계를 이용한 방법이 유사한 결과를 가지는 것을 

알 수 있었다. 특히 후처리 과정에서 NURBS 곡면 기반의 응력 
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요  지

본 논문에서는 2개 이상의 기하형상이 순응 는 비순응 경계면에서 합된 멀티패치 문제에 한 아이소-지오메트릭 해

석에 해서 연구하 다. 패치 경계면에서 응력의 연속성을 표 하는 방법으로 Nitsche 방법론과 마스터-슬 이  방법에 

기반한 방법론에 해서 지배방정식을 유도하고 아이소-지오메트릭 이산화를 수행하 다. 멀티패치 문제에 해서 두 방법

론의 차이 을 간단하게 비교하 으며, 후처리 과정에서 사용되는 NURBS 곡면 기반의 응력 복원법에 해서 기술하 다. 

수치 제에서 비순응 경계면을 가지는 멀티패치 빔 문제를 통해 Nitshce 방법론을 검증하 으며, 응력집 을 가지는 문제에

서 소개된 두 방법론이 유사한 결과를 보이는 것을 확인하 다. 소개된 NURBS 곡면 기반의 응력 복원법을 후처리에서 도

입할 경우 멀티패치 문제의 경계면에서 개선된 연속 인 응력을 보임을 알 수 있다. 

핵심용어 : 아이소-지오메트릭 해석, 멀티패치, Nitsche 방법론, 응력의 연속  표

복원법을 용할 경우 패치 내부  경계면에서 연속 인 응력 

모사가 가능한 것을 알 수 있다.

본 연구의 결과는 여러 물체가 합된 비순응 경계면을 가지는 

멀티패치 아이소-지오메트릭 해석에 직  용 가능하며, 해석의 

후처리 과정으로 본 연구에서 검토한 NURBS 곡면 기반의 응력 

복원법을 사용할 수 있다.
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