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확률진폭 스 치에 의한 양자게이트의 함수 임베딩과 
투사측정

박동
*

Function Embedding and Projective Measurement of Quantum Gate 
by Probability Amplitude Switch

Dong-Young Park*

요 약

본 논문은 양자게이트의 모든 제어 동작 에서 양자들의 확률진폭, 확률, 평균 기댓값  정상상태 단 행

렬의 행렬요소 등을 수학  투사로 측정할 수 있는 새로운 함수 임베딩 방법을 제안하 다. 본 논문의 함수 

임베딩 방법은 디랙 기호와 크로네커델타 기호를 사용해 각 제어 동작 에 한 확률진폭의 직교 정규화조건

을 2진 스칼라 연산자에 임베딩 한 것이다. 이와 같은 함수 임베딩 방법은 양자게이트 함수를 단일양자들의 

텐서 곱으로 표 하는 유니터리 변환에서 유니터리 게이트의 산술 멱함수 제어에 매우 효과  수단임을 밝혔

다. Ternary 2-qutrit cNOT 게이트에 본 논문이 제안한 함수 임베딩 방법을 용했을 때의 진화연산과 투사

측정 결과를 제시하고, 기존의 방법들과 비교 검토하 다.

ABSTRACT

In this paper, we propose a new function embedding method that can measure mathematical projections of probability amplitude, probability, 

average expectation and matrix elements of stationary-state unit matrix at all control operation points of quantum gates. The function embedding 

method in this paper is to embed orthogonal normalization condition of probability amplitude for each control operating point into a binary scalar 

operator by using Dirac symbol and Kronecker delta symbol. Such a function embedding method is a very effective means of controlling the 

arithmetic power function of a unitary gate in a unitary transformation which expresses a quantum gate function as a tensor product of a single 

quantum. We present the results of evolutionary operation and projective measurement when we apply the proposed function embedding method 

to the ternary 2-qutrit cNOT gate and compare it with the existing methods.
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Ⅰ. 서 론

양자라 일컫는 자나 자는 측정 까지는 동

성의 첩 상태로 존재하지만, 일단 측정을 하게 되면 

동성의 첩 상태는 입자성을 띄는 고유상태 벡터 

의 한 가지로 붕괴하게 된다. 양자에 한 측정은 
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물리  측정과 힐버트 공간이라는 가상의 복소수 벡

터 공간에서 첩과 얽힘 상태에 있는 양자에 한 

수학  측정인 투사측정(projective measurement)이 

있다. 본 논문은 후자 방법에 의한 양자 시스템의 수

학  모델링을 다룬다. 양자 역학의 게이트 연산은 고

역학과 다르게 양자게이트에 입력되는 상태벡터 신

호에 따라 양자게이트가 진화하여 변하는 진화연산

(evolutionary operation)이다. 양자컴퓨 의 기본 연산

은 부정(NOT)과 항등(identity) 연산이다. 부정 연산

자인 단일 exclusive-OR 게이트는 제어입력을 한 개 

부가하면 유니터리 연산(unitary operation)이 가능한 

cNOT(controlled-NOT) 게이트로 그리고 두 개 부가

하면 Toffoli 게이트로 확장될 수 있다. 한 양자논

리 회로의 정보가역성(information reversibility) 보

을 해서는 얽힘을 방지하고 복소공액(complex 

conjugate)과 에르미트(Hermit) 성질을 이용한 항등 

연산이 되도록 설계돼야 한다[1]. 

양자논리함수의 실  방법에는 함수 임베딩( 

embedding) 실  방법[1-7]과 직  실 [8-10] 방

법이 있다. 가장 많이 사용되는 함수 임베딩 방법은 

행렬 임베딩 방법[1-2]이지만 최근에 산술 멱함수에 

의한 유니터리 게이트 제어방법[3-7]이 발표되었다. 

본 논문은 1개 표 입력 상태벡터에 한 ×차원 

유니터리 연산을 n개 제어입력 상태벡터로 제어하는 

다치논리 양자게이트의 함수 임베딩 방법을 연구하

다. 이와 련하여 본 논문이 참조한 연구 방법은 

   ×  차원 행렬연산 방법[1-2]와 ×차원 유니

터리 행렬의 산술 멱함수(arithmetic power function) 

연산 방법[3-7]이다.    ×  차원 행렬연산 방법은 

치수 r과 양자 수 n의 증가에 따른 행렬 크기가 지수 

함수 으로 증가하므로 직  해석에 제한 이다. 

한 표 출력을 구하기 해서는 체 행렬연산을 수

행해야만 하고, 게이트 내부의 제어 동작 에 한 제

어함수 정보가 제공되지 않는다. 산술 멱함수 연산 방

법은 행렬 크기가 r과 n의 확장에 독립 인 ×차원 

행렬이며, 표 출력만을 추출하여 구할 수 있고, 임베

딩 함수에 게이트 내부의 제어함수 정보가 포함되어 

있어 게이트에 한 직  분석에 유용하다. 본 논문

은 ×차원 행렬의 산술 멱함수 연산 방법을 함수 

임베딩의 기본 틀로 사용하며, 각 측정 에서 양자게

이트의 진화연산 결과들에 해 직교 정규화조건을 

만족하는 양자역학  2진 스 치를 디랙(Dirac) 기호

와 크로네커델타(Kronecker delta) 기호를 사용한 수

학  임베딩에 의해 투사측정 라미터들을 직 으

로 구할 수 있는 함수임베딩 방법을 제안한다. 본 논

문의 구성은 Ⅱ장에서 양자컴퓨 을 한 디랙 연산

의 기본 성질들을 논하고, Ⅲ장에서 산술 멱함수 제어

법에 용이 가능한 새로운 양자역학  2진 스 치를 

개발하 다. Ⅳ장은 본 논문이 제안한 양자역학  2진 

스 치를 ternary cNOT에 임베딩 한 후 진화연산과 

투사측정 결과를 비교 고찰하 다. Ⅴ장은 본 논문의 

결론이다.

Ⅱ. 양자컴퓨 을 한 디랙 연산

양자컴퓨  연산에 사용되는 디랙 기호는 라켓

(braket, < >)에서 유래된 라(bra, <|)와 켓(ket, |>)

이다. 양자역학의 모든 물리량들은 행렬로 나타낼 수 

있는데 그 행렬 연산에 디랙 기호를 추가함으로써 단

순 행렬연산을 넘어 양자역학  물리 작용에 한 의

미 부여가 가능해졌다. 라와 켓 기호를 히 조합

하면 양자컴퓨 에 필요한 다양한 스칼라와 벡터 연

산자가 생성된다. 

성질 1. 는 열벡터로서 ‘켓 사이’라 읽는다. 

열벡터는 고유상태 벡터(eigenstate  vector)들의 첩 

상태에 있다.

      ⋯  

 ⋯ 


(1)

성질 2. 에 치공액(transpose and conjugate)

 †을 취하면 행벡터인 ‘ 라 사이’ 가 된

다. 이때   †  는   

이면 는 에르미트

이다. 

  †  ⋯   (2)

성질 3. 디랙 기호를 라켓 순으로 합친 연산은 

내 의 스칼라 연산이고, 켓 라 순으로 합친 연산은 

외 의 벡터 연산이다. 
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⋮





 

 
 ⋯



(3)

내  연산은 식(4)과 같이 동함수가 입자로 발견

될 정규화조건에 사용된다. 

  . (4)

식(5)의 외  연산은 수학  측정을 한 투사기

(projector)로 사용된다. 즉 는 상의 직교

투사를 통해 특정 행렬요소만 정규화 조건을 만족하

는 입자 상태로 만들 수 있는 벡터 행렬 연산자이다.

 







⋮








 ⋯ 

 












 

 ⋯ 



 

 ⋯ 


⋮ ⋮ ⋯ ⋮


 

⋯ 




(5)

성질 4.  와  가 일반  편 상태

(polarization state)를 나타낼 때 에서 을 발견할 

확률진폭(probability amplitude) →과 확률 

→의 디랙 기호는 각각 식(6)  식(7)로 표

된다. 

→ , (6)

→  →     . (7)

성질 5.  은  에 한 투사 측정이다.

투사란 물리  측정에 응하는 수학  연산으로서 

테스트 후의 양자 시스템은 상태 에 있으므로 수

학  에서 에 직교 투사를 행한다. 

  

 
   

(8)

 은 상태벡터  에 한 확률진폭 의  

작용을 나타내며, 이 벡터 연산 결과가 행렬 의 

 열 고유벡터이다. 이것은 동 첩상태인 행렬  

가   상의  열 고유벡터로의 진화연산이기 

때문에 일반  정규화가 아니다. 

성질 6.  에 한 일반  정규화는 (평균)기

댓값(average expectation value)이라 부르는 

  이다.

→      ∗ 
    

  

(9)

 에 한 일반  정규화는  이므로 

 에 한 일반  정규화는  에 한 

의 투사인   이다.   는 테스

트 후의 양자상태 에서 을 발견할 확률이므로 

에 한 의 기댓값이다.

성질 7.   와 는 각각 정규화와 비

정규화 투사 측정 시의 확률진폭이므로 정규화에 의

한 투사 측정 후의 상태를 ′ 라 하면 식(10)에서 




는 상태 ′ 에서 상태  을 발견할 

확률진폭이다. 

′  
 




  

(10)

다  상태벡터의 투사측정은 텐서 곱 연산을 이용

해 측정 상 상태벡터에 해서는 을 용해 투

사측정을 실시하고, 측정 상이 아닌 상태벡터에 해

서는 항등연산을 실행한다. 일반 으로 정규화에 의해 

수행되는 상태벡터의 투사측정을 양자역학에서는 역

설 으로 ‘상태벡터 는 동패킷(wave-packet) 붕

괴'로 해석한다.
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Ⅲ. 스 치 함수의 양자역학  임베딩

임계 동작  을 갖는 ternary   게이트는 

그림 1과 같다.

그림 1.   게이트

Fig. 1   gate

식(11)과 같이 각선 행렬이 아닌  ×  차원 

  행렬은 부분행렬 과 을 이용하여 

×차원 각선 행렬로 변환할 수 있다.

 











        
        
        
        
        
        
        
        
        













  

  

   

  

(11)

,where  










  
  
  

,   










  
  
  

.

  행렬이 각선 행렬이 되면 식(12)과 같이 

단일입자 양자상태들의 텐서 곱에 의한 유니터리 변

환이 가능하다. 

  











        
        
        
        
        
        
        
        
        

 

  ⊗











  

  

   

  

(12)

식(13)은 산술 멱함수 제어법[4-7]에서 산술 멱함

수로 리터럴스 치 을 사용한 방법[6,7]이다.

 

  ⊗  

  ⊗
  

  ≡


   
    

 
       

(13)

그림 2는 그림 1에 식(13)의 리터럴스 치를 임베

딩한 실 도이다.

그림 2. 리터럴스 치에 의한 산술 멱함수 제어
Fig. 2 Arithmetic power function control by literal 

switch

그림 2의 제어선 상에 제어연산자 을 추가하면 

제어함수는 그림 3과 같이      

의 진화연산을 수행할 수 있다.
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그림 3. 제어 연산자를 갖는 리터럴스 치 임베딩
Fig. 3 Embedding Literal Switches with Control 

Operators

양자게이트 내부의 모든 제어 동작 에 해 리터

럴스 치 임베딩이 가능하다. 이때 리터럴스 치의 2

진 값은 양자역학  물리량이 아니다. 본 논문은 리터

럴스 치를 양자역학  확률진폭 라미터로 변환함

으로써 식(9)의 일반  투사측정에 의한 확률 측정이 

가능하도록 확장하고자 한다. 그림 3에서 제어입력 상

태벡터  의 제어함수 가   일 

때 동작 임계값이   인 제어 동작  에서 

가 발견될 확률진폭은 식(6)에 의해 

      이다.  에 한 

식(4)의 정규화 조건 만족 여부는 와 이 직교 

계일 경우에 정리 1을 만족하는 2진 스칼라 연산이

다.

정리 1. 제어  d에서 상태벡터  이 발견될 

확률진폭  에 한 정규화 조건은  

이고, 기댓값은  이다. 

(증명) 확률진폭인  에    조건을 

용하면        과 같이 정규화 

조건을 만족하므로  은 동작 임계  d에서 상

태벡터  이 발견될 직교 정규화조건이다. 동작 

임계  d에서  에 한 투사측정은  

이며,  의 일반  정규화가 기댓값은 

    
  

   
   
  

(14)

식(14)에서  일 때 기댓값은 1이므로 동작  

d에서 상태벡터  은 100% 발견된다(증명 끝).

투사 측정 후의 상태 값은 식(15)과 같다. 

′   
 

 


 

  
   

(15)

식(16)은 동작 임계값이 인 제어 에서 의 

진화연산이 발견될 확률진폭의 정규화조건을 투사한 

양자역학  2진 스 치로서 이를 확률진폭스 치라 

명칭한다.

      (16)

식(16)의 단일 확률진폭스 치는 AND 논리에 의

한 다  확률진폭스 치로 
  



∧  과 같이 확

장될 수 있다. 식(17)은 과 ′이 각각 행과 열인 크

로네커 델타 
 ′에 정리 1의 정규화조건을 용한 양

자역학  2진 스 치로서 이를 크로네커델타 스 치

라 명칭한다. 

          
(17)

크로네커델타 스 치는 확률진폭스 치와 동일한 

정규화조건 감지 기능을 갖는 2진 스 치이지만 확률

진폭스 치보다 표 이 간결하고 
  



∧  과 같이 

AND 논리로의 확장이 용이하다. ∀일 때 

  



∧ 
  은 각선 행렬이므로 시간 독립 인 

정상상태를 나타낼 수 있다. 

그림 4와 식(18)은 양자역학  2진 스 치들로 임

베딩한 ternary   게이트이다.
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그림 4. 제어 연산자가 있는 ternary   게이트의 

양자역학  2진 스 치 임베딩
Fig. 4 Quantum mechanical binary switch embedding 
of the ternary   gate with control operator

    ⊗
  

     ≡   
  

        

(18)

Ⅳ. 투사 측정  비교 고찰

본 장에서는 양자역학  2진 스 치를 2-qutrit 

ternary   게이트의 산술 멱함수 임베딩에 용 

하고,     인 경우에 그림 5의 

 ∼  진화연산과 두 지 에서의 투사측정을 

실시하 다.

그림 5. 2-qutrit ternary   게이트의 투사 측정

Fig. 5 Projective measurement of the 2-qutrit ternary 
  gate

식(19-21)에서  과  가 2-qutrit 상태벡터 

텐서 곱 연산일 때 1-qutrit 상태벡터  는  

에 한    의 진화연산이다. 

    ⊗  











⊗











  (19)

       




  
  
  




























  (20)

    ⊗  











⊗











  (21)

다  상태벡터  는 제어선 상의  을 항등

연산으로 통과시키고, 표 선 상의 상태벡터  에 

해서는 식(22)과 같이 양자역학  2진 스 치를 멱

함수로 갖는 식(18)의 진화연산을 실행한다.

일 때      진화연산으로 발생

한 쓰 기 qutrit  는  에서의 정보가역성 유

지를 해 식(23)의  에서  †을 항등 성질

을 만족하는  †의 진화연산을 실행한다.

       ⊗ 

  ⊗
   

  ⊗ 













⊗










  
  
  


























⊗











  ⊗ 

  

(22)

       




  
  
  






























 

(23)

최종 출력  에서  은 최 의 입력 상태벡

터와 항등이며, 표  상태벡터  는    진

화연산에 의해  










  
  
  

가 











 로 진화한 

연산 결과를 보여 다. 

       

  ⊗
 

  ⊗    

(24)
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다음으로 그림 5의    제어선과    표 선 

상의 투사측정에 본 논문 방법과 Moraga[2] 방법을 

용하고자 한다. 먼  본 논문 방법에서는 각선 행

렬 상의 모든 상태벡터들이 직교조건을 만족하면 

 ∈이므로 확률진폭, 확률, 그리고 평균 

기댓값의 스칼라 연산 결과가 동일하다. 따라서 제어

선 상의 측정 에서 2를 발견하기 한 확률 기댓값

은 확률진폭스 치로부터        과 같

이 직  구할 수 있다. Moraga[2] 방법은 다 상태벡

터    상의 제어선 측정이므로 식(25)의   연산

자를 사용하며, 의 선행 연산이 요구된다.    

 ⊗     (25)

식(26)의 Moraga[2] 투사측정 결과는 2가 100% 발

견됨을 나타낸다.

  

   

 

(26)

식(27)은 제어 동작 이 아닌  의 표 선 상에

서 2를 발견하기 한 본 논문의 투사측정이다. 

    
        

  
         

(27)

Moraga[2] 방법으로 표 선 상의 을 구하려면 

식(28)의 
′연산자를 식(29) 투사측정에 용한다.


′ ⊗     (28)

  
′  

   

 

(29)

의   게이트에 한 투사측정에서 본 논문 

방법은 유니터리 게이트의 산술 멱함수로 임베딩된 

측정 의 확률진폭이 확률진폭스 치에 임베딩 되어 

있어 확률과 평균 기댓값을 추가 연산 없이 직  구

할 수 있었다. 반면에 Moraga[2]의 행렬연산 방법은 

확률의 투사측정에 , , 의 3단계 연산이 수

반되었다. AND 논리로 확장된 양자게이트의 투사측

정에서 본 논문 방법의 확장은 확률진폭스 치의 단

순 AND 곱 연산이며, 이때 유니터리 행렬은 제어입

력 상태벡터들에 독립 인 ×  차원이다. 반면에 

Moraga[2] 방법은 제어입력 상태벡터 수가 일 때 

다  상태벡터 연산자 에 한 항등연산자의 텐서 

곱도 증가하여  ×   차원의 3단계 행렬 연산

이 요구된다. 그밖에 본 논문 방법은 표 출력의 단독 

연산이 가능하지만, Moraga[2] 방법은 표 출력을 구

하기 해  ×   차원의 체 행렬연산이 요구

된다.

Ⅵ. 결  론

본 논문은 양자게이트의 임의 측정 에서 확률진

폭, 확률, 평균 기댓값  정상상태 단 행렬의 행렬

요소 등의 수학  투사가 용이한 새로운 함수 임베딩 

방법을 제안하 다. 본 논문에서는 측정 에 한 정

규화조건을 디랙 기호와 크로네커델타 기호로 표 한 

확률진폭스 치와 크로네커델타 스 치와 같은 양자

역학  2진 스 치들을 유니터리 게이트의 산술 멱함

수로 사용함으로써 측정 에 한 확률진폭, 확률, 

평균 기댓값 등의 투사측정이 단일 스칼라 연산으로 

가능함을 보 다. 아울러 제안한 양자역학  2진 스

치들은 각선 행렬의 행렬요소 정보를 포함하므로 

정상상태 양자의 정보를 제공할 수 있는 부수  이

도 기 된다. 본 논문이 제안한 양자역학  2진 스

치들은 AND 논리에 의해 다  상태벡터로 확장이 

용이하며, 함수 표 상의 층 문제와 지수 함수와의 

혼동 문제가 발생하지 않는다. 따라서 본 논문이 제안

한 양자역학  2진 스 치들에 의한 함수 임베딩 방

법은 첩상태 양자의 측정, 양자게이트의 설계, 모델

링, 고장 탐지  직  해석 등 물리  측정이 어려

운 상황에서의 다양한 투사 측정에 활용될 수 있을 

것으로 사료된다.
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