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거리함수와 속력함수의 관계에서 거리함수의 상수항에 대한

학생들의 인식과 표현
1)

이동근(문정고)

Ⅰ. 서론

미적분 학습에서 미적분 개념에 대한 이해보다는 기

계적인 계산에 치우친 학습이 이루어지고 있다는 문제가

제기되고 있다(권오남, 박재희, 조경희, 박정숙, 박지현,

2015; 이현주, 류중현, 조완영, 2015; 정연준, 이경화,

2009a; 최영주, 홍진곤, 2014). 이는 학생들이 미적분 관

련 문제를 해결하는 과정에서, 계산을 통하여 문제가 요

구하는 값을 구할 수는 있지만 정작 자신이 제시한 답의

의미나 문제가 내포하고 있는 의미에 대하여는 고민하고

있지 못하다는 점을 지적한 것으로 볼 수 있다. 한대희

(1999)는 미적분학의 기본정리에 대한 학생들의 인식을

언급하면서, 정리를 이용한 계산에 능숙하기 이전에 ‘정

리’ 자체에 대하여 의미 있게 이해하는 것이 중요하다고

지적하였다.

이에 대하여 민숙․최성원(2016)은 교수자 중심의 일

방향성 강의가 학생들로 하여금 시험을 대비한 단편적

지식의 획득이나 지엽적 공식의 암기에 치우치도록 만든

다고 하였다. 또한 이러한 문제를 탈피하기 위해서는 학

습자 자신이 주체가 되는 교육 경험의 제공이 필요하다

고 주장하였다. 이러한 맥락에서 볼 때, 학습할 개념에

대하여 학생들 스스로가 고민할 수 있는 기회를 제공하

는 것은 중요하다고 볼 수 있으며, 이는 ‘학습자가 주체

가 되는 경험을 제공하는 것’에도 도움이 될 것으로 보

인다.

학생들이 미적분 학습에서 스스로 고민할 수 있도록
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기회를 제공하기 위해서는 ‘학생들이 가지고 있는 그들

만의 독특한 미적분 개념에 대한 이해방식’에 대한 연구

가 선행되어야한다. 이때 연구자는 학생들이 어떠한 생

각을 하고 있는지 정확하게 알 수 없다. 이러한 이유에

서 연구자와 연구대상 학생들이 지속적인 관계를 맺으면

서 교수실험을 진행하고 이를 통하여 교사가 관찰한 ‘학

생들의 수학’에 대한 자료를 축적하는 것이 필요하다

(Steffe & Gale, 1995). 지속적인 교수실험을 통하여 얻

은 학생들의 미적분 개념 학습에 대한 정보는 학생들로

하여금 미적분 학습에서 고민할 수 있는 기회를 제공하

는데 도움이 될 수 있기 때문이다.

Gravemeijer & Doorman(1999)은 물체의 운동에 대한

연구에서 ‘속력과 거리 관계’의 모델링을 미적분의 출발

점으로 간주하였다. 학생들의 미적분 개념 관련 연구에

서도 속력과 거리의 관계 혹은 속력함수와 거리함수의

관계를 소재로 연구를 진행한 경우가 있다(신보미, 2009;

정연준, 이경화, 2009a; 이동근, 안상진, 김숙희, 신재홍,

2016; 이동근, 2017)1)

거리함수와 속력함수의 관계에서 ‘거리함수에서 속력

함수를 구성하는 것’은 미분과 관련지어 살펴볼 수 있고,

‘속력함수에서 거리함수를 구성하는 것’은 적분과 관련지

어 살펴볼 수 있다. 특히 속력함수에서 특정 구간에서

이동한 거리를 구한 다음 얻어진 거리 값들의 변화를 이

용하여 거리함수를 구성(이동근 외, 2016)한다고 할 때,

학생들은 속력함수의 부정적분을 구해서 정적분을 이용

하여 거리에 해당하는 값을 구할 것으로 보인다(정연준,

1) 이때 학생들을 대상으로 속력과 거리의 관계를 도입하는 연

구에서 ‘속도와 속력’ 혹은 ‘위치와 거리’에 대한 구분을 엄

밀하게 하지 않은 경우가 있는데, 이는 학생들의 개념 발달

과정에서 해당 개념들에 대한 구분이 엄격하게 필요한 상황

이 관찰되기 이전까지는 학생의 관점에서 용어를 혼용하여

사용한 것으로 보인다.
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이경화, 2009b). 이러한 과정은 적분 관련 개념 중에서

‘부정적분과 정적분의 관계’와 관련되어 있으며, 이때 적

분 상수를 고려해야할 필요가 발생한다. 그런데 정연

준․이경화(2009b)는 선행 연구들에서 학생들을 대상으

로 한 적분 개념 이해와 관련된 연구가 드물다고 지적하

였으며, 이러한 지적을 참고해보면 적분 상수 와 관련

된 학생들의 이해에 관련된 연구는 더욱 드문 편임을 알

수 있다.

적분 상수에 대한 학생들의 이해를 살펴보기 위해서

는 학생들이 처음 적분 상수에 대하여 접하게 되는 교과

서 내용을 살펴볼 필요가 있다. 이러한 필요에 따라

2009 개정 교육과정에서 적분 상수의 내용을 포함하고

있는 미적분Ⅰ 교과서 9종의 적분 상수에 대한 기술을

조사하였다. 2009 개정 교육과정에서의 총 9종의 미적분

Ⅰ 교과서에서는 함수  의 도함수 에서 부정적

분을 구할 때 하나의 함수로 정할 수 없다는 점에서,

  

와 같이 표현하고 적분 상수 의 필요성을 언급하고 있

다.

[그림 1] 미적분Ⅰ교과서에서의 부정적분(황선욱 외, 2014)

[Fig 1] Indefinite integral in Calculus I textbooks

교과서에서의 구성을 따르면 적분 상수 는 미분과

그 역과정의 계산 결과를 맞춰주기 위한 절차적인 도구

로서의 의미를 갖는다. 즉, 미분의 역과정으로서 부정적

분을 도입할 때, 미분의 역과정의 결과가 하나로 정하여

지지 않는다는 문제를 해결하기 위하여 적분 상수를 넣

어주는 것으로 볼 수 있으며, 이때 학생들은 적분 상수

의 계산적인 역할에만 주목하여 학습하게 될 가능성이

있다. 절차적인 도구로서의 적분 상수 에 대한 학습은

학생들로 하여금 그 의미에 대한 고민을 하기 보다는 미

분의 역과정에 해당하는 계산을 하고나서 맨 마지막에

기계적으로 덧붙여주는 역할밖에 하지 못한다. 따라서

적분 상수 에 역할과 관련된 다양한 적분 관련 개념적

논의가 진행되기 함들뿐만 아니라, 부정적분과 정적분을

제대로 구분하지 못하는 일이 발생하기도 한다(정연준,

이경화, 2009b; Zandieh, 1998).

그런데 이동근(2017)의 연구에서는 학생들이 물체의

운동에서 거리함수와 속력함수의 관계를 이용하여 물체

의 운동을 해석하는 장면에서 미적분 개념 학습과 관련

된 의미 있는 통찰을 제시하고 있다. 이에 따르면 학생

들이 물체의 운동을 해석하는 과정에서 적분 상수 를

단순하게 절차적인 도구로서만 생각하는 것이 아닐 수

있음을 보여준다. 이러한 가정 하에 물체의 운동과 관련

지어 적분 상수 에 대한 고민이 학생들에게서 어떻게

나타나는지 살펴보는 것은 미적분 학습에 의미 있는 시

사점을 제공하여줄 수 있다.

이러한 측면에서 본 연구에서는 미적분 관련 지식이

없는 학생들을 대상으로 거리함수와 속력함수의 관계 속

에서 물체의 운동을 해석하는 과제를 통하여 적분 상수

에 대한 학생들만의 독특한 인식과 표현에 대하여 주

목할 것이다. 이를 위하여 총 20차시의 교수실험 중 본

연구 주제와 관련된 차시(14차시)의 교수실험을 살펴볼

것이다. 특히 본 연구 주제와 관련하여 14차시의 교수실

험 자료를 그 이전 차시의 교수실험(8차시, 10차시)에서

의 반응과 함께 집중적으로 분석하여 논의하고자 한다.

지금까지의 논의에 따라 본 연구는 다음과 같은 연구 문

제를 갖는다.

첫째, 거리함수  



과 거리함수   



를 따

르는 물체의 운동에 대한 학생들의 인식과 표현은 어떠

한가?

둘째, 거리함수   



과 거리함수   



의 속

력함수를 구성하는 과정과 그 역의 과정을 구성하는 과

정에서 학생들의 거리함수와 속력함수에 대한 인식과 표

현은 어떠한가?

Ⅱ. 이론적 배경

본 연구는 학생들의 거리함수와 속력함수의 관계에

대한 인식과 표현 속에서 미분과 부정적분의 관계에 대

한 학습에서 교수학적으로 의미 있는 통찰을 얻는 것에

목적을 두고 있다. 이러한 목적에 따라 본 장에서는 부
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정적분에 대한 선행연구를 조사하여 교수실험의 필요성

을 확인할 것이다. 또한 거리함수와 속력함수라는 용어

를 도입하여 학생들의 시간, 속력, 거리의 관계에 대한

인식과 표현을 조사한 연구들을 중심으로 거리함수와 속

력함수의 관계에서 적분 상수에 대한 시사점을 얻고자

할 것이다.

1. 부정적분

학교 수학에서는 적분 학습의 시작 단계에서 부정적

분을 미분의 역으로 도입한다(정연준, 이경화, 2009a). 그

러나 Toepliz(1963)가 ‘역사적으로 적분과 미분의 관계에

대한 고민이 미적분의 핵심적인 문제였지만 해결하기가

매우 어려운 과제였다.’고 평가하였던 것을 고려하면, 지

금과 같이 ‘부정적분을 미분의 역’으로 도입하여 적분 개

념 학습을 시작하기까지 많은 고민이 있었음을 알 수 있

다. 학교 수학에서의 적분 학습의 구성 방식은 미적분

개념에 대한 역사발생 과정을 고려하여 재구성하였을 것

으로 보인다.

한대희(1999)는 Toeplitz의 ‘Calculus- A Genetic

Aproach’에서 미적분학의 기본정리의 발달 단계를 제시

한 다음, 미적분학의 기본정리가 넓이를 구하는 문제에

서부터 발달하였다는 점과 역학 연구와 관련이 깊음을

언급하였다. 또한 미적분 개념의 발달 과정에서 Barrow

가 미적분학의 기본정리를 이해하는 방식과 오늘날 우리

가 이해하는 방식에 차이가 있음을 지적하면서, 현재 고

등학교 과정에서 지도되는 내용이 어떻게 구성되어 온

것인지에 대하여 논하고 있다. 한대희(1999)의 연구가 발

표된 시기는 6차 교육과정을 따르고 있고, 본 연구가 진

행되는 시기의 연구대상 학생들은 2009 개정교육과정을

따른다. 그러나 두 교육과정에서 적분 학습에 대한 구성

은 1) 미분을 학습한 이후, 2) 미분의 역과정으로 부정적

분을 도입한 이후, 3) 구분구적법을 소개하여 정적분을

구분구적법의 일반화로 정의해서 4) 미적분학의 기본정

리를 증명(정연준, 이경화, 2009a)하는 것으로 동일한 구

성을 따르고 있다.

2009 개정 교육과정에서의 미적분Ⅰ 교과서들은 공통

적으로 함수 에 대하여  ′  일 때, 함수

를 의 부정적분이라 하고 로 나타낸

다. 교과서의 표현에 오류가 없다하더라도 학생들은 자

신들의 방법으로 교과서의 표현을 해석할 수 있음을 가

정할 때, 교과서에서 도입한 부정적분에 대하여 그들만

의 다양한 질문들을 하는 것은 자연스러운 현상으로 볼

수 있다. 그리고 이러한 학생들의 질문은 적분 상수 

와 관련이 있는 경우가 많다.

예를 들어  를 소개할 때 일부 교

과서는 ‘함수 의 한 부정적분 라고 하면, 부정

적분을 ’로 나타낼 수 있다.‘고 소개하고 있다.

[그림 2] 미적분Ⅰ교과서에서의 부정적분(황선욱 외, 2014)

[Fig 2] Indefinite integral in Calculus I textbooks

이때 일부 학생들은 이 표현에 대하여, 부정적분들을

원소로 가지는 집합을 부정적분으로 표현한 것처럼 해석

하기도 한다. 이러한 해석상의 문제는 부차적으로 교과

서에서 다루는 관계식 중

     (단, 는 상수)

에서  일 때 이해의 어려움에 대한 원인이 되기도

한다.

앞서 언급한      (단, 는 상수)

라는 표현에서  일 때 우변은 이지만, 좌변의 결과

는 적분 상수 가 된다. 즉, 좌변은 정해지지 않은 값이

되고 우변은 이라는 값으로 정해진 값이 나오는데 이

두 값이 같다는 문제가 발생할 수 있기 때문에 학생들이

혼란을 겪는 경우가 있다.

한편 Courant & Robbins(1996)은 미분의 역을 부정

적분으로 정의하는 것에 대하여 미적분 이론의 핵심을

감추는 일이라고 지적하였다. 또한 Courant(1970)은 부

정적분을  로 표현하는 것 대신 아래 끝이 상

수로 정해진 


로 도입할 필요가 있다고 하였다.

이는 부정적분을 미분의 역과정으로 도입하는 것이 아니

라 정적분을 이용하여 부정적분을 도입하려는 것으로 볼

수 있다. 더불어서 Courant(1970)은 미분의 역과정에 해
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당하는 개념으로 원시함수 를 도입할 필요가 있다

고 하였으며, 원시함수와 부정적분이 상수만큼의 차이가

발생하므로 이를   


 (단, 와 는 상

수이다.)와 같이 적분 상수를 이용하여 보정해주는 것으

로 설명하였다.

이러한 논의를 거쳐 Courant은

  






의 결론을 주장하였는데, 이는 처음에는 부정적분과 원

시함수를 구분하였으나 결과적으로는 적분 상수 의 의

미를 통하여 원시함수와 부정적분을 같은 것으로 보겠다

는 것을 뜻한다. 또한 이를 통하여 원시함수가 부정적분

으로 대체된 것에 의미를 둔 것으로 보인다(정연준, 이

경화, 2009b).

Courant(1970)의 원시함수와 부정적분 그리고 부정적

분과 정적분 사이의 관계 속에는 대수적으로 등호가 성

립할 수 있도록 해주기 위하여 주어지는 상수가 있는데

이는 적분 상수와 관련이 깊다. 정연준․이경화(2009b)

는 Courant(1970)의 주장을 소개하면서 동시에 학생들이

부정적분을 구간이 결정되지 않은 정적분으로 간주한다

는 점을 지적하면서, 미분과 적분의 관계에 대하여 간단

하고 형식적인 접근이 아니라 각각의 의미와 구조를 풍

부하게 파악하는 기회를 제공하는 것이 필요하다고 하였

다. 이때 학생들의 적분 상수에 대한 이해를 살펴보는

연구를 통하여, 미분과 적분에 대한 형식적 접근이 아닌

의미와 구조를 풍부하게 하는데 도움이 될 것으로 보인

다.

2. 시간, 속력, 거리의 관계

시간, 속력, 거리의 관계는 물체의 운동을 해석하는

활동과 미적분 학습을 연결하는데 중요한 역할을 한다.

이동근(2017)은 미적분 학습 경험이 없는 고등학교 1학

년 학생 3명에 대한 교수실험을 통하여, 학생들이 시간,

속력, 거리의 관계를 ‘거, 속, 시’로 표현되는 학생들만의

독특한 표현으로 이해하고 있음을 드러내고, 이때 학생

들이 인식하는 시간, 속력, 거리의 관계 속에서 각 변수

에 해당하는 ‘시간’, ‘속력’, ‘거리’는 학생들에게 있어서

변화의 의미를 담고 있다기보다는 하나의 정해진 값으로

인식되고 있음을 관찰하였다. 또한 이동근(2017)은 학생

들이 값으로 인식되던 시간, 속력, 거리의 관계에서 변화

를 담고 있는 양으로 인식의 변화가 생긴 이후에 다양한

물체의 운동을 해석하는 상황에서 거리함수와 속력함수

를 구성하고 미적분 관련 개념들이 학생들의 방식으로

구성되어가는 과정을 소개하였다. 이를 통하여 물체의

운동과 미적분 개념을 연결하는 학생들의 독특한 방식이

존재할 수 있음을 보여주었으며, 이는 교육과정에서 제

시되는 방식과 다를 수도 있다. 따라서 학생들이 물체의

운동을 거리함수와 속력함수의 관계 속에서 이해할 수

있는 과제 상황에서 학생들의 반응을 실험적인 관점2)에

서 관찰하는 것은 미적분 관련 연구에 유의미한 시사점

을 제시하여줄 수 있다.

운동학적 관점에서 시간의 변화에 따른 속력과 거리

의 관계에 대한 논의는 Newton 이전 시기에서도 발견되

고 있으나, 정적분과 부정적분의 관점에서의 논의는

Newton에 의하여 확립되었다(정연준, 이경화, 2009a). 이

때 주된 관심사는 속력함수의 그래프 아래의 넓이와 거

리의 관계였는데, 자유낙하 운동에서 나타난 등가속도

운동의 속력함수 그래프 아래의 넓이와 거리에 대한 이

해의 과정에서 적분 개념에 대한 이해가 발견된다고 하

였다(Toeplitz, 1963).

Boyer(1959)는 Newton 이전에도 Oresme이 14세기

중반 무렵 Merton 학파의 연구 결과를 이어받아 속도가

변하는 운동에 대한 분석을 하였다는 점을 밝히고, 이

때 Oresme이 최초로 속력함수의 그래프 아래의 넓이를

기하적인 관점에서 거리 개념으로 연결하였음을 주장하

였다. 특히 Boyer(1959)는 Oresme이 평면 도형의 넓이

로 속도라는 물리적 양을 나타낸 첫 번째 사례라고 평가

하였는데, 이는 Oresme 이전에는 거리를 일차원적인 양

에 해당하는 선분의 길이로 보던 것에서 벗어난 이차원

적인 양으로 표현한 것에 의미를 부여한 것으로 볼 수

있다.

그러나 이동근(2017)에서의 학생들의 거리함수와 속

력함수의 관계를 구성하는 과정과, Newton 혹은

Oresme이 속력이 변하는 물체의 운동에 대하여 연구한

2) 본 연구에서 ‘실험적 관점’이라고 표현한 것은 연구자의 예

상대로 학생들의 반응이 나올 것이라고 생각하고 다음 과제

를 사전에 준비하였다가 제시하는 것이 아니라, 학생들의 반

응을 중심으로 교수실험을 진행하는 것을 나타낸 표현으로

볼 수 있다.
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내용들 속에는 속력이 변하는 상황에 주목하였다는 공통

점은 있지만, 물체의 운동에서 출발점에 대한 인식에 대

한 논의는 생략되어있다. 이는 변하는 속력에 대하여 관

심을 가지고 있는 상황에서 운동을 비교하기 위해서는

출발점을 동일하게 하거나 또는 출발점이 다른 상황을

굳이 설정할 필요가 없었기 때문이었을 것으로 추정된

다. 그러나 물체의 운동에서 출발점에 대한 차이는 분명

히 물체의 운동이 다르다는 것을 뜻하며 이러한 차이점

에 대한 인식이 미적분 개념으로 어떻게 연결되는지에

대하여 학생들의 반응을 살펴보는 것은 의미 있을 것으

로 보인다.

3. 거리함수와 속력함수의 관계에 대한 연구

정연준․이경화(2009a)는 속력함수에서 그래프 아래

의 넓이와 거리의 관계에 대한 역사발생과정에 근거하여

고등학교 2학년 학생 124명을 대상으로 정적분에 대한

이해와 관련된 연구를 하였다. 신보미(2009)도 역사발생

적 관점에서의 미적분 개념 발달 과정을 조사한 다음,

고등학교 2학년 학생 108명을 대상으로 속력함수에서 거

리를 구하는 것에서 ‘구분구적에 대한 학생들의 이해 방

식’에 대하여 연구하였다. 이들 연구는 거리함수와 속력

함수를 이용하여 학생들의 미적분 개념 중 ‘미적분의 기

본정리’에 대한 이해를 살펴보는 연구로 보인다.

이동근 외(2016)은 거리함수와 속력함수의 관계에서

학생들의 미분과 적분의 관계에 대한 인식과 표현의 변

화를 조사하였다. 이동근(2017)에서도 속력함수에서 거리

함수를 구성하는 과정에서 학생들의 평균속력에 대한 변

화의 인식을 조사하였는데, 이를 통하여 학생들이 미분

과 적분의 관계를 어떻게 구성해 가는지 세밀하게 관찰

하였다. 이들 두 연구는 수학적으로 오류가 있다 하더라

도 그 내용과 표현이 학생들에게는 자연스러운 지식이라

는 것을 전제하고 그러한 인식이 변해가는 과정을 학생

들의 표현에 근거하여 전문가의 입장에서 해석한 연구로

볼 수 있다(Steffe & Gale, 1995).

이들 연구와 같이 거리함수와 속력함수의 관계를 중

심으로 학생들의 미적분 개념에 대한 이해를 조사한 연

구들을 살펴보면, 학생들이 미분과 적분의 관계 혹은 부

정적분과 정적분의 관계에서 적분 상수의 역할에 대하여

주목하지는 못한 것으로 보인다. 앞서 언급한 바와 같이

적분 상수에 대한 다양한 학생들의 질문이 있음에도 불

구하고 거리함수와 속력함수의 관계 속에서 학생들이 적

분 상수에 대하여 주목하지 못한 것이 이미 적분 상수의

역할에 대하여 주목하지 못한 연구자들의 관점에 기인한

것일 수도 있다. 따라서 본 연구에서는 실험적인 상황에

서 학생들의 반응과 구성 방식에 근거하여 교수실험을

구성할 것이며 이 과정에서 학생들의 적분 상수와 관련

된 인식과 표현에 대하여 관찰할 것이다.

Ⅲ. 연구방법

본 연구에서는 연구자가 연구대상들의 과제 수행과정

에서 나타나는 반응을 분석하여 다음 과제를 제시하는

순환적인 과정을 반복적으로 수행하는 교수실험을 진행

하고, 교수실험 결과에서 의미 있는 시사점을 찾고자 하

는 질적 사례연구에 해당한다. 사례연구는 연구대상에

대한 이해를 하고자 할 때 활용되며, 연구문제가 ‘어떻

게’로 구성되는 경우에 활용된다(Stake, 2006). 본 연구의

목적이 ‘연구자와 연구대상의 의사소통의 결과로 구성된

과제 상황에서 학생들의 인식과 표현이 어떠한지를 조

사’하는 것에 있으므로, 연구방법으로서 사례연구는 본

연구의 목적에 적합한 연구방법으로 볼 수 있다. 특히

본 연구는 질적 사례연구의 한 방법인 교수실험을 통한

연구에 해당한다. 이에 따라 교수실험, 연구대상자의 특

성과 과제 분석, 자료수집 및 분석 방법의 순으로 본 연

구의 연구방법에 대하여 기술하고자 한다.

1. 교수실험

교수실험에서 중요한 것은 ‘과제에 대한 학생의 답’이

아니라 ‘과제에 대하여 해당 내용에 대한 학습 경험이

없는 학생들을 대상으로 그들이 개별적으로 접근해가는

그들만의 방식에 대하여 관찰하는 것’이다. 교수실험 과

정은 고정되고 미리 예견된 계획에 의하여 진행된다기보

다는 연구자가 실험 참여 학생과의 대화나 행동 방식에

의하여 단계적으로 개발되며, 매 차시 실험 종료 이후

연구자들 사이의 논의를 통하여 모두 동의하는 과정 이

후 다음 실험이 진행되게 된다. 즉, 교수실험은 피 실험

자의 반응과 연구자들 간의 일치된 합의 과정에 따른 다

음 과제의 투입이 반복적으로 이루어지면서 진행된다
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(Glasersfeld, 1995). 즉, 교수실험에서 연구자는 학습자가

특정 수학개념을 어떻게 구성해가는 지에 대하여 추론할

수 있도록 상황을 제시하고 관찰하면서 다음 과제를 준

비하는 과정을 반복하게 되며, 구성적 관점에서 학습 관

련 연구의 연구방법으로 적절하다(이동근, 신재홍, 2017).

Hackenberg(2005)는 수학 학습을 ‘자신의 현재 조작

방식에 의해 초래 된 혼란에 반응하여 자신의 조작 방식

에 대한 수정 또는 재구성을 하는 과정’으로 설명하면서,

비록 오류를 경험할 수도 있지만 교사는 학생들이 이러

한 수학 학습을 경험할 수 있도록 학생의 표현과 수행

과정을 해석하는 과정을 경험할 필요가 있다고 하였다.

또한 Steffe & Gale(1995)은 교사가 학생의 표현과 수행

과정을 해석하는 과정에 대한 경험에 근거하여 학생의

개념적 구조에 대한 모델을 수립하려는 노력을 해야 한

다고 하였다. 수학 학습 모델은 교사가 학생들의 학습을

이끌어 내고 유지하는 법을 배울 수 있는 방법을 설명하

는 것으로서, 수학 학습 모델은 반드시 학생과 교사의

학습과 연관되어있다(Steffe & Wiegel, 1996). 그러나 교

사가 학생을 관찰하여 수학 학습 모델을 수립하는 것은

교사가 바라본 학생에 대한 수학 학습 모델이므로 학생

스스로가 생각하는 학습 방식 혹은 이해 방식과 일치한

다고 볼 수 없다.

이를 설명하기 위하여 Steffe & Tzur(1994)는 1차적

지식과 2차적 지식을 이용하였다. 1차적 지식은 학생들

은 자신의 경험적 현실을 질서, 이해, 설명 및 관리하여

예측과 통제의 의미뿐만 아니라 운영 방식에 대해 질문

하고, 평가하고, 정당화 할 수 있는 능력을 얻도록 학습

하게 되는 과정에서의 지식이며, 수학 학습에서는 학생

의 수학(students’ mathematics)이라고 한다(Steffe &

Tzur, 1994; Steffe & Wiegel, 1996). 2차적 지식은 ‘교사

와 학생’의 상호 작용과정에서 교사가 학생들의 활동 경

험을 설명하기 위하여 ‘학생들의 1차적 지식과 학습’에

대한 선행연구들을 포함한 다양한 자료들을 바탕으로 학

생들의 수학 학습 방식을 이해하는 지식을 뜻한다(Steffe

& Thompson, 2000). 교수실험에 의한 실험적 연구결과

의 축적은 교사의 학생의 학습에 대한 2차적 지식의 축

적을 뜻 하며, 학습 모델이 제시되는데 기초자료가 될

수 있다. 지속적인 2차적 지식의 축적에 의하여 제시된

학습 모델은 후속 연구들을 통하여 부분적 혹은 전면적

으로 개선될 수 있다. 또한 이러한 학습 모델의 설정 및

개선 작업은 학습자를 위한 교육과정을 제시하는데 도움

을 줄 수 있다(이동근, 2017).

본 연구에서 교수실험 진행을 위한 초기 과제는 연구

자들의 사전 협의를 통하여 구성하였으며, 이후 과제는

교수실험 진행에 대한 분석과정을 거쳐서 매 차시 이후

연구자들의 협의를 거쳐 구성되었다. 교수실험 진행은

연구자와 학생들 간의 의사소통을 중심으로 진행하되 교

수실험을 직접적으로 진행하는 연구자의 판단 하에 학생

의 표현을 정리하여 다른 학생들에게 말해줄 필요가 있

거나 다음 단계로 넘어갈 수 있는 발문이 필요한 경우에

연구자가 개입하여 진행하였다. 또한 매 차시 종료 이후

연구자들은 이전 차시에서 보인 학생들의 사고와 행동의

의미를 공동으로 분석하고 상호 합의에 근거하여 다음

교수실험을 설계하였다. 연구자 1명(교직경력 15년차)은

교수실험 진행을 담당하였으며, 교수실험의 완성도를 높

이고 진행자가 실수하는 부분에 대한 보완과 방향성을

제시하기 위하여 3명의 다른 연구자들이 관찰자로 참여

하였다.3) 본 연구에서 교수 실험은 총 20차시(차시 당

70분 내외)로 구성되었고, 교수실험은 이중 연구 주제와

관련 있는 14차시의 교수실험 자료를 집중적으로 분석하

였다. 참여 고등학생 세 명을 대상으로 1학년 1학기 중

간고사 이후인 2016년 5월 중순부터 시작하여 2017년 2

월 말경까지 약 8개월간 정규수업 시간 이외에 따로 시

간을 정하여 진행하였다. 교수실험이 진행된 장소는 학

생들의 활동을 캠코더로 저장할 수 있고 녹음이 용이한

별도의 공간에서 진행하였다.

교수실험의 개괄적인 흐름은 <부록>에 별도로 제시

하였다. 총 20차시의 교수실험은 물체의 운동에서 시간,

속력, 거리의 관계를 어떻게 구성하고, 그 과정에서 연속

적인 변화에 대한 학생들의 인식과 표현을 살펴보려는

목적 하에, 다양한 형태의 함수적 상황을 과제 구성하여

실험을 진행하였다. 이때 13차시까지의 교수실험에서는

속력함수에서 시작하여 거리함수를 구성하는 과정을 살

펴보았다면, 본 연구에서 중점적으로 다룬 14차시 교수

실험에서는 거리함수에서 속력함수를 구성하는 학생들의

방식과 이어서 다시 속력함수에서 거리함수를 구성하는

3) 여기서 교수 실험을 진행한 수학교사는 제 1저자를

의미한다.
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번호 내용

과제

1-1

거리함수 



에서 2초에서 4초까

지의 이동거리를 구하여라.

과제

1-2

거리함수   



에서   에서의

함숫값의 의미를 말하여라.

과제

2

거리함수   



에서 0초에서 4초

까지, 2초에서 4초까지, 3초에서 4초까

지의 평균속력을 구하고, 4초에서 4초

까지에 해당하는 값도 구하여라.

과정에 대한 논의를 담고 있다. 본 연구에서는 교수실험

에 참여한 세 명의 학생들이 전체 교수실험 중 일부 차

시(8차시, 10차시, 14차시)의 실험 자료를 분석하여,

1) 거리함수   



과 거리함수   



로 표현되

는 물체의 운동에 대한 학생들의 인식과 표현을 살펴보

고

2) 거리함수   



과 거리함수   



의 속력함

수를 구성하는 과정과 그 역의 과정을 구성하는 과정에

서 학생들의 거리함수와 속력함수에 대한 인식과 표현을

살펴보았다.

2. 연구대상자의 특성과 과제 분석

본 연구에 참여한 세 명의 학생들은 서울 소재 일반

계 고등학교 1학년 학생으로서 학생A는 전국연합모의고

사 수학영역에서 1등급이었고, 학생B는 2등급, 학생C는

4등급4)이었다. 세 명의 학생들은 교수실험을 진행한 연

구자의 학급 학생들로서, 연구자의 판단에 평소 수업에

서 학생들 중에서 자신의 의견에 대하여 잘 설명할 수

있고 지필고사 수학 영역 등급이 서로 상이한 학생들이

다. 이러한 의도적인 표본선정은 질적 연구에서 연구자

들이 많은 정보를 획득할 수 있다는 장점이 있다

(Merriam, 1997).

약 8개월간에 걸쳐서 20차시의 교수실험을 진행하면

서 중간에 선행학습의 정도를 파악하기 위하여 면담을

실시하였는데, 세 명의 학생 모두 교수실험 초기(2016년

5월)에는 고등학교 1학년 1학기 내용 중 기말고사 범위

에 해당하는 고차방정식(삼차방정식, 사차방정식)과 도형

의 방정식 일부에 대한 사전 학습 경험이 있었고, 실험

이 진행되면서 여름방학 전후의 시기에는 고등학교 1학

년 수학Ⅰ 과목과 수학Ⅱ 과목에 대한 학습이 일부 교육

과정 범위 보다 앞서 이루어진 것으로 확인되었다. 그러

나 교사가 학생들에게 미분 관련 학습 용어(평균변화율,

순간변화율, 연속, 미분계수, 접선, 도함수)를 들어보았는

지 확인하는 물음에 대하여 학생들은 들어본 적이 없다

고 답하였으며, 이러한 면담 과정을 근거로 미루어볼 때,

4) 학생A, 학생B, 학생C는 연구에 참여한 세 명의 학

생을 지칭하는 가명이다.

총 20차시 교수실험 종료 시점까지 학생들이 미적분 학

습 관련 지식은 없는 것으로 판단되었다. 특히, 2017년 1

월 초에 실시된 14차시 교수실험 과정에서는 학생들이

극한 개념의 일부가 표현되기는 하였으나, 미분과 적분

개념은 학습하지 않았던 것으로 확인되었다.

분석에 활용한 수업 과제에 대한 분석은 [표 1]과 같

이 14차시의 교수실험 중 3개의 과제에 대하여 정리하였

다.

[표 1] 14차시 교수실험에서의 주요 과제

[Table 1] Major tasks in the 14th teaching experiment

3. 자료수집 및 분석 방법

본 연구는 전체 교수실험 중 논의와 관련된 자료를

집중적으로 분석한 것으로서, 비디오카메라 1대로 실험

대상 학생 세 명에 대한 수학적 활동을 촬영하였으며,

추가적으로 학생들의 표정 변화를 관찰할 수 있는 비디

오카메라 1대로 수업을 촬영하였다. 이 외에도 별도로

녹음된 오디오자료 전사과정을 통하여 분석 작업을 진행

하였다.

또한 교수실험 과정에서 학생들이 작성한 활동지와

연구자들이 작성한 현장노트 및 다음 교수실험 과제를

구성하기 위한 연구자간의 회의일지를 수합하여 교수실

험 과정 중 일어나는 교수학적 결정 과정과 변화의 양상

을 살펴보고, 이러한 자료들을 기초로 교수실험 중 발생

했던 수정과 재구성의 이유를 ‘Ⅳ. 결과분석 및 논의’ 부

분에 함께 기술하였다.
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Ⅳ. 결과분석 및 논의

1. 거리함수에서의 함숫값에 대한 이해와 표현의 변

화과정

연구대상인 세 명의 학생들은 거리함수 



의

  에서의 함숫값의 의미를 ‘초에서 초까지 이동한

거리’ 혹은 ‘초까지 이동한 거리’라는 표현을 혼용하여

사용하였다. 이러한 학생들의 표현이 거리함수에서 함숫

값에 대한 인식의 차이에 의한 것인지는 확인할 기회가

없었기 때문에, 연구자는 학생들의 반응에 근거하여 거

리함수에서의 함숫값의 의미를 보다 다양한 물체의 운동

과 관련된 상황을 제시하면서 학생들의 표현의 과정을

살펴볼 필요가 있다고 생각하였다. 연구자가 이러한 고

민을 하게 된 것은 사전에 학생들에게서 연속적인 변화

를 인식할 때 시간에 해당하는 구간을 초에서 초, 

초에서 초, 초에서 초, …와 같이 구간들 사이가 서

로 겹치는 부분이 없으면서 이어지도록 구분하여 관찰하

는 경우와 초에서 초, 초에서 초, 초에서 초, …

와 같이 시작점을 초로 고정하여 구간을 살펴보는 방

식이 관찰되었었기 때문이다. 연구자는 이러한 표현 상

의 차이에서 연구대상들이 출발점에 대한 인식 차이가

있을 수 있다고 판단하였다.

이에 따라 연구자들은 학생들에게 거리함수   



의 초에서 초까지의 이동거리를 구하는 [과제1-1]을

제시하였다. [과제1-1]은 거리함수   



에 대하여 구

간 에서의 이동거리를 묻는 상황으로서, 물체의 운

동을 관찰하는 입장에서는 자연스러운 질문으로 볼 수

있다.

과제

1-1

거리함수   



에서 2초에서 4초

까지의 이동거리를 구하여라.

연구자들은 [과제1-1]을 제시할 때 [과제1-2]도 동시

에 제시하였다. [과제1-2]는 [과제1-1]에서 제시된 거리

함수 



에서 상수항이 추가된 거리함수   



에

대하여,   에서의 함숫값의 의미를 묻는 과제이다.

과제

1-2

거리함수   



에서   에서

의 함숫값의 의미를 말하여라.

[과제1-2]는 [과제1-1]을 수행한 학생들이 거리함수

  



에서의 함숫값에 대한 이해를 바탕으로 [과제

1-2]에서 제시된 함수에서 함숫값을 어떻게 인식하고 표

현하는지 살펴보기 위하여 준비한 과제이다.

세 명의 학생들은 [과제1-1]에서 거리함수   



에

서 2초에서 4초까지의 이동거리를, 거리함수   



의

에다가   를 대입한 


에서   를 대입한




을

뺀 






 으로 구하였다.
또한 [과제1-2]에서는 세 명의 학생 모두 거리함수

  



에서   에서의 함숫값을   를 대입한




로 제시하였다. 그러나 함숫값의 의미에 대한 해석에

서 학생B가 다른 두 학생(학생A와 학생C)의 해석방식과

차이를 보여주었다.

학생A와 학생C는 거리함수   



에서   에서

의 함숫값의 의미를 “초에서 초까지 이동한 거리”라

고 표현한 것과 달리, 학생B는 “이것(거리함수

  



)은 시작을 (거리가)3인데서 부터 출발한 거

아니에요?”라고 연구자에게 반문하였다.

학생B의 질문 이후, 학생A와 학생C에게서 이전과 다

른 표현의 변화가 관찰되었다. 학생A는 학생B의 의견에

동의하면서 “초가 되었을 때 있는 지점. 사실 출발점은

따로 있는 건데.”라고 표현하면서 출발점에 대한 의미를

고민하고 있음을 드러내었다. 반면에 학생C는 “저는 여

기 출발점에서 을 간 다음에 또 간 것으로 생각했어

요.”라고 말하였다. 이는 학생C가 출발점을 원점으로 보

고 있음을 드러내준다. 이상을 정리해보면, 학생A와 학

생B는 거리함수   



과 거리함수   



에서 물
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체의 운동으로 두 함수식을 비교하여 해석하였을 때 출

발점이 다른 두 물체의 운동으로 해석한 반면, 학생C는

출발점을 동일하게 원점으로 보고 있으면서 동시에 거리

함수가 



인 물체의 운동이 거리함수가   



의 물체의 운동보다 만큼 처음에 더 가서 시작하는 것

으로 해석하는 차이가 있음을 알 수 있다.

이때 연구자는 학생C가 원점에서 출발해서 3만큼 더

가는 것을 이동한 거리로 이해하고 있는 것인지 아니면

다른 두 학생들처럼 출발점을 다르게 보고 있는 것인지

명확하게 확인하기 위하여 이를 확인할 수 있는 추가 질

문을 하였다. 연구자는 학생들에게 “(거리함수   





의   에서의 함숫값) 

에 대해서 초에서 초까지

거리라고 했잖아요?”라고 물어보았다. 연구자의 질문에 대

하여 학생C는 “그거 맞지 않아요?”라고 반문한 다음, “그

거 여기 출발점에서 을 간 다음에 초까지 거리



을

간 거니까...”라고 의견을 제시하였다.

즉, 학생C는 거리함수   



에 대하여 초까지

이동한 거리를 


  

 으로 인식하고 있었다. 그러
나 학생A는 [대화1]에서와 같이 “이동거리는 얘(거리함

수   



)나 얘(거리함수   



)나 차이가 없는

데... 


으로...”라고 표현하면서 학생C와 의견이 다르다

는 것을 표현하였고, 학생B도 이동거리가 두 거리함수

모두 


으로 같다고 표현하면서 학생C의 견해와 자신의

생각이 다르다는 것을 나타내었다. 즉, 학생A와 학생B는

‘학생C가 초까지 이동한 거리를 


로 표현한 것’과 달

리, 초까지 이동한 거리를 


로 표현하였다.

[대화1] 거리함수   



의 출발점에 대한 교사와

학생들의 대화

교사 : 그렇게(초에서 2초까지 이동한 거리가 


이

라고) 이야기한 거 아니에요?

학생B : 이거  빼 줘야하는 거 아니에요? 이건 시작

부터 인데서 출발한 거 아니에요?

학생A : 초가 되었을 때 있는 지점. 사실 출발점은

따로 있는 건데.

학생C : 저는 여기 출발점에서 을 간 다음에 또 간

것으로 생각했어요.

교사 : 어쨌든 


에 대해서 초에서 초까지 거리라

고 했잖아요?

학생C : 그거 맞지 않아요. 그거 여기 출발점에서 

을 간 다음에 초까지 거리 


을 간 거니까...

교사 : 초에서 초까지 이동한 거리가 


이 맞아

요?

학생A : 이동거리는 얘   



나 얘  



나
차이가 없는데...

교사 : 값은 얼마인데?

학생A : 

이요.

교사 : 학생B는?

학생B : 

이요.

학생C : 

아니에요?

다른 학생들과 의견이 다르다는 것을 확인한 이후에

도 학생C는 한 동안 거리함수   



에서   에서

의 함숫값의 의미에 대하여 원점에서 출발하여 총 



만큼 이동한 것이라고 주장하였다. 이에 연구자는 다른

학생들의 반응을 정리하여 학생C에게 전달하여주었고,

학생C는 처음에는 연구자가 정리해준 이야기를 전달 받

고 나서도 자신의 견해가 옳은 것 같다는 반응을 보였으

나, 이후 혼자 생각을 하는 시간을 거친 다음 자신의 생

각이 바뀌었다는 표현을 하였다. [대화2]는 연구자가 다

른 학생들(학생A와 학생B)의 의견을 정리하여 학생C에
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게 전달해주고 이에 대한 학생C의 반응을 기록한 대화

이다.

[대화2] 거리함수 



에서   에서의 함숫값

에 대한 교사와 학생C의 대화

학생C : 그 함숫값의 의미가 거리함수니까... 거리가

이동한 총 거리니까 초에서 초까지 


아

니에요?

교사 : 응 나는 이해가 가... 함숫값은 


이 나와요.

이건 맞아. 이건 다 동의해. 근데... 예전에

너희가



을 초에서 초까지 이동한 거리

라고 했단 말이야. 그럼 여기서도 


을 초

에서 초까지 이동한 거리라고 봐야해. 그런

데 얘네 둘은 


은 맞는데 초에서 초까

지 이동한 거리를 


으로 보고 있는 건 아

닌 것 같아.

학생C : 

맞는 거 아니에요?

교사 : 음... 그런데 다른 학생들은 처음 시작할 때 

초에서 이미 원점이 아니라고 본거야. 처음

에 시작할 때 출발점이 미터 앞에서 시작

했다는 거야. 그러니까 초에서 초까지 이

동한 거리가 


에서 을 뺀 거라고 보는

거지.

학생C : ... ... 듣고 보니까 그게 맞는 것 같아요.

이 과정에서 연구자는 거리함수에서 함숫값에 대한

학생들의 인식의 변화과정을 확인할 수 있었다. 처음에

학생들은 거리함수 에서 함숫값 에 대하여 “

초에서 초까지의 거리”라고 표현하고 해당 시간까지

이동한 총 거리(누적된 거리) 개념으로 이해하였다. 즉,

학생들은 ‘초에서 초까지의 총 이동한 거리’를 로

이해하였으며, 이는 출발점에 대한 인식이 없는 상태에

서의 누적거리로 이해를 하였던 방식으로 볼 수 있다.

그러나 [과제1-2]를 통하여 학생들은 ‘0초에서 2초까지의

총 이동한 거리’를 가 아니라 로 인식하

는 변화가 있었다. 특히 에 해당하는 초에서의 함

숫값의 의미에 대하여 학생들이 출발점으로 인식하는 것

이 관찰되었다.

2. 거리함수   



에서 ‘초에서 초까지의 속력’

에 대한 학생들의 이해와 표현

본 연구는 총 20차시의 교수실험 자료 중에서 연구주

제와 관련된 14차시 교수실험을 집중적으로 분석한 연구

이다. 그런데 학생들은 이전 10차시 교수실험에서 거리

함수   



에서 초에서 초까지의 속력을 이라고

표현한 다음 이를 이용하여 초에서의 순간속력을 으

로 보고 속력함수를   으로 구성하였다. 10차시 교

수실험에서 학생들이 거리함수에서 속력함수를 구성하는

과정을 좀 더 자세히 소개하면, 학생들은 거리함수

  



에서 초에서 초까지에 해당하는 평균속력을

구하는 식을










으로 적은다음, 분모에 있는 인수

()를 약분하여


 












 




의 식을 구

하였다.

이후 학생들은 이 식에  를 대입하여 결과적으로



  

이 된다고 하였으며, 이 과정에서 거리

함수   



에서 속력함수를   으로 구할 수 있다

고 하였다.

연구자는 이전 10차시 교수실험에서 학생들이 거리함

수   



에서 초에서 초까지의 속력을 으로 구성

하였던 점을 고려하여, [과제1-1]과 [과제1-2]에서 상수

항만큼의 차이가 있는 거리함수   



과 거리함수

  



에 대한 순간마다의 물체의 운동을 비교하는
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과제를 제시하기로 하였다. 이는 거리함수 



과 거

리함수   



에 대하여 출발점이 다른 운동이라고

인식한 학생들을 대상으로 출발점이 아닌 매 순간마다의

운동에 대하여 비교하는 과제를 제시한 것으로 볼 수 있

다. 이러한 목적에 따라 연구자는 학생들에게 거리함수

  



에서 초에서 초까지의 속력을 구하는 [과제

2]를 제시하고 학생들의 반응을 관찰하기로 하였다.

과제

2

거리함수   



에서 0초에서 4초까

지, 2초에서 4초까지, 3초에서 4초까지의

평균속력을 구하고, 4초에서 4초까지에 해

당하는 값도 구하여라.

학생B는 10차시 교수실험에서의 반응과 동일한 방식

으로 [과제2]를 해석하였다. 학생B는 거리의 차에 해당

하는




 


을 정리하여 







를 적은 다

음 해당 결과를 시간의 차에 해당하는 로 나누어

주는 방식으로 평균속력을 구하는 식을 구성하였다. 그

다음에는  를 대입하여 속력함수를   이라고 하

였다. 이는 거리함수   



의 구간 에서의 평

균속력을






 



로 구성한 다음, 이 식을



 

로 정리한 것으로 보인다. 이후  를 대

입하여 최종적으로 의 결과를 얻었으며, 학생B는 이

결과를 초에서 초까지의 평균속력이라고 표현하였다.

학생B는 ‘초에서 초까지’라는 표현은 결국 초를

뜻하므로 이 결과는 거리함수   



의 속력함수에

서 초에서의 순간속력이라고 하였다. 따라서 학생B는



 

에서  를 대입하여 얻은 결과 을 이용

하여 거리함수   



의 속력함수를   이라고

제시하였다. 학생B의 구성과정과 결과물은 10차시 교수

실험에서 거리함수   



에서 속력함수   을 구성

하는 것과 동일한 논리에 의한 결과임을 알 수 있다.

반면 학생A와 학생C는 [과제2]에 대한 학생B의 설명

중 분모에 있는 인수 로 나누어주는 것에 문제를

제기하였으나, 결과물 자체에 대하여는 학생B가 ‘맞는

것 같다.’라는 표현을 사용하였다.

3. 거리함수   



과 거리함수   



을 따르는

물체의 운동에 대한 이해와 표현

학생들은 거리함수   



과 거리함수   



로

표현되는 물체의 운동을 해석했을 때 거리함수   



을 따르는 물체의 출발점을 원점이라 하면, 거리함수

  



을 따르는 물체는 원점보다 만큼 앞선 곳에

서 출발을 하는 것으로 이해하였다.

그러나 각 거리함수의 속력함수를 구하는 것에 대하

여는 의견 차이가 관찰되었다. 학생B는 거리함수

  



과 거리함수   



의 속력함수가   으로

동일하다고 보았지만, 학생A와 학생C는 학생B의 방식으

로는 분모에 해당하는 인수 를 약분할 수 없다고

지적하였다. 그러나 학생A와 학생C도 학생B가 구성한

결과물(거리함수   



의 속력함수가   이라는

것)에는 크게 문제점을 지적하지는 않았다. 오히려 두

학생은 학생B의 결과 자체에는 맞을 수도 있다고 표현

하였다.

연구자는 학생B가 속력함수를 구성하였다는 점에 주

목하고, 학생들에게 해당 거리함수를 따르는 물체의 운

동을 해석하는 과제를 제시하였다. 이를 통하여 연구자

는 학생들에게 ‘거리함수   



과 거리함수   





를 따르는 운동에 대한 해석’과 ‘학생B가 구성한 속력함

수   을 따르는 운동을 해석한 결과’를 비교하는 활

동을 제시하고자 하였다. 동시에 연구자는 학생들이 상

수항만큼 차이가 있는 물체의 운동에 대하여 어떠한 의

미를 구성하는지 관찰하고자하였다.
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연구자는 “물체의 운동 관점에서 해석하면 어떻게 되

요? 실제 이런 결과(학생B가 구한 것과 같이 서로 다른

거리함수 



과   



의 속력함수가   으로

같았던 결과)가 나올까요?”라고 물었다. 연구자의 물음

에 대하여 학생C는 “먼저 을 간 거에서 움직임이 같은

거니까 평균... 음... 속력이 같은 것이에요.”라고 답을 하

였다. 학생C의 표현은 출발점이 만큼 앞에서 출발하는

차이점이 있기는 하지만 움직임은 동일하다는 것을 표현

한 것으로 보였으나, 움직임이 동일하다는 것의 의미가

명확하게 표현되지는 않았었다. 특히 ‘같다.’고 표현한 것

이 평균속력을 언급한 것인지 순간속력을 언급한 것 인

지가 명확하지 않았다. 이에 대하여 연구자는 학생C에게

무엇이 동일하다는 것인지를 명확하게 표현해줄 것을 요

구하였고, 학생C는 “초에서 초까지의 속력... 평균속력

이요.”라고 다시 표현하였다.

이어서 연구자는 학생들에게서 상수항만큼의 차이가

있는 서로 다른 거리함수에서 물체의 운동을 해석할 때

“움직임이 동일하다.” 혹은 “속력이 같다.”와 같은 표현

을 사용하는 것을 관찰함에 따라, 학생들이 거리함수를

따르는 물체의 운동에 대한 변화를 어떻게 설명하는지

좀 더 확인하고자 하였다. 이에 따라 연구자는 학생들에

게   



의 그래프와   



의 그래프를 그리도록

한 다음, 그래프에서 드러나는 물체 운동의 변화를 설명

해보라고 하였다. 이때 [대화3]과 같이 거리함수를 이용

하여 물체의 운동을 해석하는 과정에서 학생들의 방식에

대한 차이가 관찰되었다.

  



의 그래프에서의 변화에 대하여, 학생C는 “이

점에서의 기울기들이 점점 커지고 있어요. 점에서의 기

울기가 순간 속력이니까...”라고 표현하였고, 학생A는

“초마다 가는 거리가 늘어나고 있어요.”라고 표현을 하

였으며, 학생B는 학생A와 의견이 같다고 답하였다.

[대화3]   



의 그래프와   



의 그래프에서

물체의 운동에 대한 학생들과 교사의 대화

교사 : 이걸 가지고 물체의 운동을 설명해보세요.

학생C : 가속도...

교사 : 용어들을 더 명확하게 표현해줘요.

학생C : 이 점에서의 기울기들이 점점 커지고 있어요.

점에서의 기울기가 순간속력이니까...

교사 : 점에서의 기울기가 순간속력이에요?

학생C : 전 그렇게 보여요. 근데 그게 점점 빨라지니

까 가속도가 붙는 거에요.

교사 : 학생A는?

학생A : 거리함수니까 초마다 가는 거리가 늘어나고

있어요.

교사 : 그걸 그래프로 표현해볼래요?

학생A : 값이 이동거리잖아요. 그러니까 여기 구간

에서 가 늘어난 양이 그... 여기서 보면 이동

한 거리가



이고 


이니까 여기가 


이잖아

요. 여기가 늘어났잖아요. 그러니까 점점 이동

한 거리가 점점 늘어나서 빨라진다고 봐요.

학생B : 초마다 늘어나는 거리가 점점 늘어나니까...

교사 : 학생A랑 같아요?

학생B : 네

교사 : 초마다 늘어나는 건 어떻게 알아요?

학생B : 똑같은 1초인데 거리가 점점 늘어나요.

연구자는 거리함수   



의 그래프에서 물체의 운

동을 해석하는 학생들의 방식에서의 차이를 확인한 다

음, 그러한 방법으로 거리함수   



에도 적용이 가

능한지를 물어보았고, 학생들은 가능하다고 답을 하였다.

이어서 학생들은 운동학적 관점에서 거리함수   



과

거리함수   



의 변화가 동일한 것으로 해석하였

으며, 이를 바탕으로 학생A와 학생C는 이전에 학생B가

표현하였던 것처럼 거리함수   



과 거리함수

  



의 속력함수가   으로 같게 나온다고 하

였다. 특히, 거리함수   



에서 상수항에 해당하는

‘’은 속력함수를 구할 때 의미가 없는 것이냐는 교사의

질문에 대하여, 학생B는 “만약에 이 부분이 또 다른 이
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것도 상수가 아니라 문자식이었다면 이야기가 다르겠지

만, 그렇지 않다면...”이라고 답하였다. 이는 학생B가 거

리함수에서 상수만큼의 차이는 속력함수를 가지고 물체

의 운동을 해석할 때 영향을 주지 않는다고 표현한 것으

로 보인다.

4. 거리함수 



과 거리함수   



의 속력함

수   과의 관계에 대한 이해와 표현

학생B는 거리함수   



과 거리함수   



의

속력함수가   로 동일하다는 것을 구성하였고, 세

명의 학생들은 거리함수   



과 거리함수   





를 따르는 물체의 운동의 변화가 서로 동일하다는 것을

확인하는 것을 통하여 학생B가 구성한 방식에서 상수항

만큼 차이가 나는 거리함수들의 속력함수가 동일하다는

것에 동의하였다.

특히 이 과정에서 학생B는 “여기   



에서 

에다 뭘 넣든 결국에는 속력함수를 만들 때 사라지니

까... 있어야 될 것 같아요.”라고 답하였다. 이러한 표현

이 무슨 뜻인지 더 자세히 설명해달라는 교사의 요구에

대하여 학생B는 “속력함수가 이거   라면 거리함수

는 뒤에 뭘 붙여야 될 것 같아요.”라고 표현을 하였다.

연구자는 학생B의 표현에 대하여, 거리함수에서 상수

는 속력함수를 구할 때 사라진다는 점을 인식하고, 이

를 역으로 생각하면 속력함수   에서 거리함수를 생

각할 경우에는   



가 되어야할 것 같다는 표현을

한 것으로 해석하였다. 다른 두 학생(학생A와 학생C)도

결과적으로 학생B의 견해에 동의하였던 것으로 봐서 학

생B의 주장이 설득력 있게 전달된 것으로 보였다. 다만

학생A는 학생B의 해석에 전반적으로 동의하지만 거리함

수에서 속력함수를 찾아낼 때 굳이 상수를 붙여야할 필

요가 없다고 의견을 제시하면서, “어차피 몇 미터 앞에

서 출발했다는 것을 써 줘야할 필요가 있나요? 동일하게

움직이는데...”라고 말하였다.

연구자는 학생A의 표현에서 물체의 운동에서 ‘같다.’

라는 표현에 대한 이해가 학생마다 다를 수 있음을 확인

하였다. 즉, 학생A에게 있어 물체의 운동에서 ‘같다.’라고

표현한 것의 의미는 ‘물체가 이동한 거리나 순간에서의

속력이 같으면 동일한 운동으로 보는 것’으로 볼 수 있

고, 학생B와 학생C의 경우는 순간순간의 속력뿐만 아니

라 출발점까지 동일한 경우를 동일한 운동으로 보고 있

다는 차이가 있는 것으로 보였다.

Ⅴ. 결론 및 제언

1. 거리함수   



과   



를 따르는 물체의

운동에 대한 학생들의 인식과 표현

학생들은 거리함수   에서   에서의 함숫값

의 의미를 처음에는 초까지 이동한 총 거리로 인식하

고 있었다. 따라서 학생들은 거리함수   



과

  



로 표현되는 물체의 운동에 대하여   를

대입하였을 때의 함숫값을 각각



과 


으로 구하였으

며, 그 의미에 대하여 거리함수   



과   



에

서 각각 물체가 초에서 초까지 이동한 거리라고 하였

다. 즉, 학생들의 논리를 따르면 


은 거리함수

  



에서 초에서 초까지 물체가 이동한 총 거

리가 되고, 


은 거리함수   



에서 초에서 초까

지 물체가 이동한 총 거리가 되어 두 거리함수에서 초

에서 초까지 이동한 총거리는 서로 다르게 된다.

그러나 이러한 학생들의 거리함수에서의 함숫값에 대

한 최초 인식은 ‘거리함수   



를 따르는 물체의

운동의 출발점’이 ‘거리함수   



를 따르는 물체의 출

발점’과 다르다는 것을 인식하면서 변하게 된다. 학생들

의 논리는 거리함수   



를 따르는 물체가 출발한 지

점을 원점이라고 하였을 때, 거리함수   



를 따르
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는 물체의 운동은 만큼 앞서 있던 지점에서 출발한 것

으로 보아야한다는 것인데, 이에 의하면 거리함수

 



에서   일 때의 합숫값 


에서   일

때의 함숫값 을 빼주었을 때의 값



이 2초동안 이동

거리가 된다. 이러한 관점에서는 거리함수   



과

  



를 따르는 물체의 운동들은 초까지 이동한

거리가 같게 된다.

이상의 논의와 같이, 상수항만큼의 차이가 주어진 서

로 다른 두 거리함수   



과   



에서의 함숫

값의 의미를 살펴보는 [과제1-1]과 [과제1-2]는 학생들

에게 출발점에 대한 의미를 고민하게 해준 것으로 보이

며, 이러한 고민에 따라 출발점에 대한 학생들의 인식

차이가 관찰되었다. 거리함수에서 출발점에 대한 인식은

이후 거리함수에서의 함숫값이 ‘이동한 총 거리’라는 학

생들의 인식에 변화를 가져온 것으로 보인다.

2. 거리함수   



과   



의 속력함수를 구

성하는 과정과 그 역의 과정을 구성하는 과정에서 학

생들의 거리함수와 속력함수에 대한 인식과 표현

학생들은 14차시 [과제2]에서 거리함수의 속력함수를

구성하는 과제를 통하여 거리함수   



의 속력함

수를   으로 구성하였다. 학생들이 거리함수

  



에서 속력함수   를 구성하는 방식은 이

전 10차시 교수실험에서 거리함수   



의 구간  

에서의 평균속력을 구하는 식에서 대신 를 대입하여

값을 구하는 방식과 동일하였다. 즉, 학생들은 거리의 차

에 해당하는




 


을 정리하여 







를

적은 다음 해당 결과를 시간의 차에 해당하는 로

나누어주는 방식으로 평균속력을 구하는 식을 구성하였

다. 그 다음에는  를 대입하여 속력함수를   이

라고 하였다.5)

이러한 구성과정을 거쳐 학생들은 두 거리함수

  



과   



에서 구성한 속력함수가   로

같다는 것을 일반화하였다. 즉, 거리함수   



의

형태에서 에 어떠한 값을 가지더라도 속력함수는

  으로 동일하다고 답하였다. 또한 이 과정에서 일

부 학생들(학생B와 학생C)은 역으로 속력함수   에

서 거리함수를 구성할 때는   



와 같이 상수항을

고려하여 처리해 주어야할 것 같다고 하였다.

다만, 운동이 동일하다는 것에 대하여는 학생A와 다

른 두 학생B와 학생C의 의견에 차이가 있었는데, 학생A

는 순간순간의 속력이 같으면 출발점이 달라도 동일한

운동으로 보았으며, 학생B와 학생C는 순간순간의 속력

과 출발점까지 같은 경우를 동일한 운동으로 보았다. 그

러나 상수항만큼의 차이가 있는 두 거리함수의 운동을

비교하는 활동이 학생들로 하여금 거리함수에서 속력함

수를 구성하고 이해하는데 도움을 준 것으로 보인다.

3. 교육적 함의 및 제언

본 연구는 거리함수   



과 거리함수   



를

따르는 물체의 운동에 대한 학생들의 인식과 표현을 조

사한 연구이다. 거리함수에서 속력함수를 구성하는 과정

과 또 그 역 과정에 대한 구성과정을 살펴보면서, 학생

들의 거리함수와 속력함수의 관계 속에서 상수항의 차이

에 대한 인식과 표현을 드러내었다. 이는 수학적으로 미

분과 그 역 과정에 해당하는 부정적분의 관계에 대한 시

사점을 제공하여준다.

특히 본 연구에서 운동학적 관점에서 거리함수의 상

수항에 대하여 학생들이 출발점을 인식하고 출발점에 대

한 인식 이후 상수항만큼의 차이가 나는 두 거리함수의

그래프를 그려서 학생들만의 독특한 논리로 속력함수를

구성하는 일련의 과정은, 교육과정에서 절차적으로 다루

어지는 적분 상수 개념에 더욱 풍부한 이해가 가능하게

5) 이동근(2017)에는 10차시 교수실험에서 거리함수




의 속력함수를 구성하는 과정에 대한 논의를 자

세히 기술하고 있다.
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해 줄 것으로 보인다.

한편 본 연구는 이러한 전문가들의 논의가 ‘학생들의

수학’에서는 어떻게 인식되고 표현되는지를 드러내었다

는 점에서 의미를 갖는다. 우선 전문가들의 논의의 예로

Courant(1970)의 논의를 살펴보면 다음과 같다.

Courant(1970)은 ‘정적분의 개념에서 살펴보아야하는 부

정적분 개념’과 ‘미분의 역 과정의 결과물인 원시함수’를

구분한 다음 다시 이들이 동일한 것임을 논의하였는데,

Courant(1970)은 자신의 논의를 완성시키기 위하여 두

가지 상수를 도입하였었다. 처음에는 피적분함수 의

부정적분을 정적분을 이용하여


로 나타내었다.

예를 들어 


cos  sin sin가 되는데, Courant(1970)
은 이러한 표현방식에서 ‘ sin’에 해당하는 상수항이

필요하다고 하였다. 그러나 정적분에 의하여 정의된 부

정적분이 아니라 미분의 역과정에 해당하는 원시함수

의 경우는  sin와 같은 표현도 가능하

므로, 원시함수와 부정적분을 연결할 때 또 다시 상수가

필요하다고 하였다. Courant(1970)의 관점에서는 이 상

수를 적분 상수로 표현하여  




의 관

계가 성립하는 것으로 설명하였다. Courant(1970)은 부

정적분과 정적분 그리고 원시함수 사이에 대수적 구조를

완성하는데 적분 상수를 이용하였으며, 이때 이용된 적

분 상수는 절차적인 도구 역할에 국한되는 것으로 볼 수

있는데, 2009 개정 교육과정에서의 미적분Ⅰ 교과서의

적분 상수 의 도입 역시 유사한 맥락에서 이해할 수

있다.

그런데 이러한 구성방식이 학생들에게 자연스러운 구

성방식인지에 대하여는 고민할 필요가 있다. 특히 적분

상수에 대한 학생들의 질문은 현장에서 다양한 방식으로

제기되고 있으며 이들은 적분 학습에 매우 중요한 시사

점을 던져줄 수 있다. 연구자가 학생들에게 받았던 질문

두 가지를 예시로 제시하면 다음과 같다.

1. ‘부정적분’의 띄어쓰기는 ‘부’ ‘정적분’인가요 아니면

‘부정’ ‘적분’인가요?

2.   에서 적분 상수 를 안 붙이

면 틀린 건가요?

처음 질문은 부정적분이 정적분과 관련된 개념인지

적분과 관련된 개념인지를 묻는 질문이었으며, 나중 질

문은 적분 상수가 없어도 부정적분의 정의는 충족하는

상황에서 적분 상수를 꼭 붙여야 되는지를 묻는 질문이

었다. 이들 질문이 모든 학생들에게서 일반적으로 제기

되는 질문이라고 할 수는 없지만, 학생들이 적분 개념을

구성하는데 적분 상수의 의미에 대하여 절차적인 기능

외에 다른 고민들을 할 수 있다는 사실을 보여준다.

본 연구에서는 학생들은 운동학적 관점에서 적분 상

수에 해당하는 상수항에 대하여 출발점의 의미를 부여하

였고, 운동을 설명하는 과정에서 상수항만큼 차이가 나

는 두 거리함수의 그래프를 그린 다음 그래프 위의 점들

에서 순간순간의 변화들이 동일한 것을 관찰하여 거리함

수에서의 상수항이 달라도 속력함수는 같다는 것을 구성

하였다. 이는 적분 상수에 대한 의미에 있어 전문가들과

학생들의 관심이 다를 수 있음을 보여준다. 본 연구는

제한된 인원을 대상으로 한 질적인 사례연구이므로 결과

를 일반화시키는 것에는 제한이 있지만, 상수항만큼의

차이가 나는 두 거리함수에 대하여 운동학적 관점에서

학생들의 인식과 표현을 조사한 본 연구는, ‘학생들의 수

학’을 드러냄으로서 교사들의 학생에 대한 이해를 촉진

할 수 있다.

또한 미분과 부정적분의 관계에 대한 개념을 도입할

때 계산적인 절차로서 적분 상수를 이해하는 것을 넘어

서, 학습자가 물체의 운동과 연관 지어 적분 상수의 의

미를 이해할 수 있도록 고민할 수 있도록 하였다는 점에

서 추후 미분과 적분의 관계에 대한 연구에 의미 있는

기초연구가 될 것으로 기대된다.
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A Study of Students' Perception and Expression on the Constant of

Distance Function in the Relationship between Distance Function

and Speed Function

Lee, Dong Gun6)
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E-mail : jakin7@hanmail.net

The purpose of this study is to investigate the change of students 'perception and expression about the

motion of object following distance function 



and distance function   



 according to the necessity

of research on students' perception and expression about integral constant. In this paper, we present the

recognition and the expression of the difference of the constant in the relationship between the distance function

and the speed function of the students, while examining the process of constructing the speed function and the

inverse process of the distance function. This provides implications for the relationship between the derivative

and the indefinite integral corresponding to the inverse process.

In particular, in a teaching experiment, a constructive activity was performed to analyze the motion of two

distance functions, where the student had a difference of the constant term. At this time, the students used the

expression ‘starting point’ for the constants in the distance function, and the motion was interpreted by using

the meaning. This can be seen as a unique ‘students' mathematics’ in the process of analyzing the motion of

objects. These scenes, in introducing the notion of the relation between differential and indefinite integral, it is

beyond the comprehension of the integral constant as a computational procedure, so that the learner can

understand the meaning of the integral constant in relation to the motion of the object. It is expected that it

will be a meaningful basic research on the relationship between differential and integral.

* ZDM Classification : C30

* 2000 Mathematics Subject Classification : 97C30

* Key words : distance function, speed function,

primitive function, indefinite integral, definite

integral, integral constant
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차시 교수실험에 대한 개괄적인 요약

1
소금물 농도비교 와 시간, 속력, 거리의 관계를 묻는 과제를 통하여, 학생들의 곱셈적 사고 및

비율 개념 조사

2

3

4

5 평균변화율과 순간변화율의 관계 및 연속적인 변화에 대한 학생들의 이해방식 조사

물체의 운동과 관련된 다양한 함수적 상황(거리함수   , 속력함수    , 속력함수    )에

서 시간, 거리, 속력의 관계에 대한 조사

속력함수   에서 거리함수를 구성하는 방식에 대한 조사

6

7
속력함수   

에서 학생들이 거리함수를 구성하는 방식에 대한 조사
8

9 속력함수   
의 구간에서의 의 변화에 따른 평균속력 구성에 대한 조사

10 속력함수   
의 구간에서의 의 변화에 따른 평균속력함수의 그래프 구성방식 조사

11
속력함수          의 변화에 대한 이해방식 조사

12

13
속력함수   

에서 그래프 아래의 넓이를 제시한 테이블에서 거리함수 구성과 그에 따른

거리함수에서의 함숫값과 거리에 대한 이해와 표현 조사

14 거리함수  



에서 속력함수를 구성하는 방식 조사

15
속력함수   

(     ⋯ )에서 거리함수를 구성하는 방식 조사

거리함수       
에 대한 속력함수 구성 방식 조사

16
거리함수   

의 구간 에서의 평균속력에서 인수  에 대한 처리 과정에서의

학생들의 접근 방식과 표현 조사
17

18

19
거리함수   

의 구간 에서의 평균속력을 함숫값으로 가지는 계단 형태의 평균속력함수

그래프의 구성과 표현에 대한 관찰

20 거리함수   
의 속력함수 구성 방식과 표현에 대한 조사

<부록> 전체 교수실험에 대한 개괄적인 요약6)

6) 이동근(2017)의 연구에 제시된 자료이다.


