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요  약 

차원 평면  상에 개의 점들 가 주어질 때, 범위 에 대해서, 점 로부터 거리 이내 점들의 집합 를 생

각한다.   일 때, 는 직선상의 구간이고,    일 때, 는 평면상의 원에 해당된다. 집합 들을 정점에 대

응하고, 두 집합이 교차하는 경우에 대응하는 두 정점 사이에 간선를 연결하면 교차 그래프 를 얻을 수 있다.   
일 때, 는 진구간 그래프(proper interval graph),    일 때, 는  단위 원판 그래프(unit disk graph)라고 부른다. 
본 논문에서는 범위 이 변화하면 바뀌는 교차 그래프 에 관심이 있다. 특별히 가 연결 그래프가 되는 최

소 을 찾는 문제를 다룰 것이다. 이 문제에 대해서 진구간 그래프 에 대해서 시간 알고리즘, 단위 원판 그

래프 에 대해서  log 시간 알고리즘을 제안한다. 직선상의 점들이 추가 되거나 삭제되는 동적 환경 하에

서 위 문제를 log 시간에 해결하는 알고리즘도 제안한다. 

ABSTRACT 

For  points   on the  -dimensional plane  and a fixed range , consider a set   containing points the 
distances from   of which are less than or equal to . In case  ,  is an interval on a line, it is a circle on a plane 

when  . For the vertices corresponding to the sets  , there is an edge between the vertices if the two sets 

intersect. Then this graph is called an intersection graph .  For  ,   is called a proper interval graph and for 
 , it is called an unit disk graph. In this paper, we are concerned in the intersection graph   when  changes. 
In particular, we consider the problem to find the minimum  such that  is connected. For this problem, we 

propose an   algorithm for the proper interval graph and an  log   algorithm for the unit disk graph. For the 
dynamic environment in which the points on a line are added or deleted, we give an log   algorithm for the 
problem. 
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Ⅰ. 서  론

차원 평면  상에 개의 점들  ,     ,가 

주어 질 때, 범위 에 대해서, 점 로부터 거리 이내 

점들의 집합 를 생각한다. 본 논문에서는 특별히 

  또는 2일 때에 집중한다.   일 때, 는 직선

상의 구간    이고,    일 때, 는  2차

원 평면상의 반지름 인 원 에 해당된다. 

집합 들을 정점에 대응하고, 두 집합이 교차하는 

경우에 대응하는 두 정점 사이에 간선을 연결하면 교차 

그래프(intersection graph) 를 얻을 수 있다. 여기서, 

두 집합 와 가 교차한다는 것은 ∩≠∅로 정

의한다.   일 때, 이와 같은 교차 그래프 는 진구

간 그래프(proper interval graph)라고 한다. 진구간 그래

프 에서는 직선 상의 구간     (≤ )을 정점에 

대응하고 두 구간    과    가 교차할 

때, 대응하는 두 정점 사이에 간선을 연결한다. 다음 그

림 1에서 5개의 구간에 대한 진구간 그래프가 그림 2에 

주어진다. 

Fig. 1 Five intervals on a line

Fig. 2 Proper interval graph for the five intervals

  일 때, 교차 그래프 는 단위 원판 그래프

(unit disk graph)라고 한다. 2차원 평면 상에서 동일한 

반지름 을 갖는 원 를 정점에 대응하고, 두 원 과 

가 교차할 때, 대응하는 두 정점 사이에 간선을 연결

한다. 다음 그림 3에서 5개의 원에 대한 단위 원판 그래

프가 그림 4에서 주어진다. 

Fig. 3 Five circles on a plane

Fig. 4 Unit disk graph for the five circles

집합 를 정의하는 범위 이 변화하면, 들로 생

성되는 교차 그래프도 변화할 것이다. 따라서 범위 에 

대한 교차 그래프를 로 표기할 것이다. 논문에서

는 범위 에 대한 교차 그래프 가 특별한 성질을 

만족하도록 하고 싶다. 특별히 교차 그래프 의 연

결성(connectivity)에 집중한다. 

그래프  의 임의의 두 정점  ∈  에 

대해, 와 사이에 항상 경로가 존재하면 를 연결 그

래프(connected graph)라고 한다. 또한 그래프 의 어

떤 두 정점 와 가 존재해서, 두 정점 사이에 경로가 

존재하지 않으면 를 비연결 그래프(disconnected 

graph)라고 한다. 정점 부분집합  ⊆에 대해서, 

가 비연결 그래프라면 를 정점 절단(vertex 

cut)이라고 한다. 다시 말해서, 에 속한 모든 정점들을 

에서 제거해서 얻어지는 부분 그래프는 비연결된다. 

그러면 -정점 절단(-vertex cut)은 개의 정점들을 포

함하는 정점 절단을 말한다. 그래프 가 적어도 한 쌍

의 인접하지 않는 두 정점들을 가지고 있을 때, 다시 말

해서, 가 완전 그래프(complete graph)가 아니면, 의 

정점 연결성(vertex connectivity)이란 가 포함할 수 

있는 -정점 절단의 최소 값  를 말하고 로 나타

낸다. 그리고  ≥ 이면, 그래프 는 -연결(

-connected) 이라고 한다. 
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본 논문에서는 범위 의 교차 그래프 가 주어진 

연결성을 만족시키는 범위 의 최소값을 찾는 문제를 

다룰 것이다. 특별히 1차원 상의 점들에 대한 범위 의 

진구간 그래프 가 연결 그래프가 되는 최소 범위 

을 구하는 알고리즘을 제시한다. 또한 진구간 그래프 

가 -연결되도록 하는 최소값 을 구하는 문제를 

생각한다. 그리고  2차원 상의 점들에 대한 범위 의 단

위 원판 그래프 가 연결 그래프가 되는 최소 을 

구하는 문제를 다룬다. 

마지막으로 점들이 추가 되거나 삭제되는 동적 환경

(dynamic environment)에서의 문제를 다룰 것이다. 1차

원 상의 점들이 추가되거나 삭제되는 상황에서 진구간 

그래프 이 연결 그래프가 되는 최소값 을 효율적

으로 구하는 알고리즘을 제시할 것이다. 

Ⅱ. 관련 연구

교차 그래프(intersection graph)는 집합들의 교차여

부(교집합의 존재여부)를 나타내는 그래프이다. 이 그

래프는 다양한 종류의 그래프 분류(class)를 가능하게 

한다. 구간 그래프(interval graph), 원호 그래프(circular 

arc graph), 순열 그래프(permutation graph), 사다리꼴 

그래프(trapezoid graph), 원판 그래프(disk graph), 원 

그래프(circle graph), 삼각 분할 그래프(chordal graph) 

등은 교차 그래프의 한 종류이다. 이렇게 다양한 교

차 그래프의 분류와 그 특징들은 [1-3]에서 확인할 수 

있다. 

그래프가 연결그래프인지 검사하는 문제는 그래프

에서 가장 기본적인 문제이다. 이 문제는 일반 그래프

에 대해서 깊이우선탐색(depth-first search) 또는 너비

우선탐색(breadth-first search)을 통해서 시간에 

해결할 수 있다. 여기서, 은 그래프의 정점의 개수이

다. 본 논문에서는 범위 의 값이 변화하는 경우에 교차

그래프 이 연결그래프가 되는 최소 의 값에 관심

이 있다. 

정점 연결성 문제에 대해서 일반 그래프에  대한  

 시간 알고리즘이 존재 한다 [4]. 여기서, 

는 그래프의 정점 연결성이다. 특별히 사다리꼴 그래프

의 정점 연결성을 구하는   시간 알고리즘이 제안

되었고[5], 이후에   수행 시간이  log으로 향상

되었다[6].  본 논문에서는 진구간 그래프 이 -연

결되는 최소 의 값을 찾을 것이다. 고정된 진구간 그래

프에 대해서 -연결되는 필요충분 조건이 [7]에서 제시

되었다. 

정점 또는 간선들이 추가되거나 삭제되는 동적 환경 

하에서의 그래프 문제들에 대한 많은 연구들이 있었다

[8-10].  [11]에서 그래프가 연결그래프인지 여부를 결

정하는 문제에서 동적 상황을 가정하였다. 저자들은 간

선이 추가되거나 삭제되는 경우에 log시간에 문

제를 해결하는 알고리즘을 제안하였다. [12]에서는 구

간 그래프에 대해서 동적환경에서 정점 연결성을 효율

적으로 계산하는 알고리즘이 제안되었다. 또한 구간 그

래프를 인식하는 문제에 대해서 동적환경 하에서   

시간에 답하는 알고리즘이 제안되었다[13].

Ⅲ. 1차원 문제

직선 상에 개의 점들  ,     ,가 주어 질 때, 

범위 에 대해서 에서 구간      를 생

각한다. 구간 들을 정점에 대응하고, 두 구간 와 

가 겹치는 경우에 대응하는 두 정점 사이에 간선을 

연결하면 진구간 그래프 를 얻을 수 있다.

개의 점들 을 그 좌표의 크기 순서로 정렬하자. 

그러면 진구간 그래프 가 연결 그래프가 되는 최

소값 은 다음과 같이 주어진다. 

정리 3. 1 좌표 크기 순서로 정렬된 개의 점들 에 

대해서, 인접한 두 정점 와 사이의 거리의 최대값

을 이라고 할 때, 진구간 그래프 가 연결 그

래프가 되는 최소의 은 와 같고 시간 안

에 구할 수 있다. 

증명. 각 구간 의 범위 을 라고 하자. 

임의의 인접한 두 정점 와 의 구간 와 은 

교차할 것이기 때문에 에서 이웃한 두 정점 와 

사이에는 간선이 존재한다. 따라서 임의의 두 정점 

와 ,  ≤ , 사이에는 두 정점을 연결하는 경로 

  ⋯가 존재한다. 따라서 그래프 은 

연결 그래프이다. 이제   인 에 대해서 가 
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연결 그래프라고 가정하자. 의 정의에 따라서 

  인 인접한 두 정점 와 이 존재

한다.   이기 때문에 상에서 두 정점 와 

사이에 간선이 존재하지 않는다. 또한  ≤ 인 임

의의 정점 는 ≥ 인 모든 정점 와 간선으로 

연결될 수 없다.  ≤ 인 모든 정점 들의 집합을 , 

≥ 인 모든 정점 들의 집합을 라고 하자. 정점 

∈와 ∈라고 하면, 는 연결 그래프이기 때

문에 와 를 연결하는 어떤 경로 가 존재한다. 그러

면 경로 상에는 간선으로 연결된 정점 ∈와 ∈
가 존재해야만 하는데 이것은 모순이다.  ⧠

다음으로 범위 의 진구간 그래프 가 -연결이 

되는 최소 을 구하는 문제를 생각한다. 이 문제를 아래

의 보조정리 3.2에 의해서 답을 쉽게 구할 수 있다. 직선 

상의 점 를 좌표 크기 순서로 정렬하고 점의 구간을 

라고 하자. 보조정리 3.2에 의해서 가 -연결이

기 위해서는 ≤ ≤ 인 모든  에 대해서, 

∩≠∅. 따라서 이 필요충분 조건을 만족하기 위

한 최소 을 구하면 된다. 이 조건에서 우리는 모든 점 

에 대해서 상에서 의 구간에 대응되는 정점은 

적어도 의 구간에 대응되는 정점과 간선으로 연결

되어야만 한다는 것을 알 수 있다. 그러면  와 의 

구간에 대응되는 정점들이 간선으로 연결되면 사이의 

모든 점들의 구간에 대응되는 정점과 간선으로 연결됨

에 주목한다. 따라서 최소 이라고 하면, 모든 점 에 

대해서, 와 사이의 거리의 최대값을 라고 

할 때, 이다. 

보조정리 3.2 ([7]) 좌표 크기 순서로 정렬된 점 에 

대해서, 그 구간을 라고 할 때, 가 -연결이 될 

필요충분 조건은 ≤ ≤ 인 모든  에 대해서, 

∩≠∅. 다시 말해서, 에서  와 에 대응

하는 두 정점 사이에 간선이 존재한다. 

정리 3. 3 좌표 크기 순서로 정렬된 개의 점들 에 

대해서, 두 정점 와 사이의 거리의 최대값을 

이라고 할 때, 진구간 그래프 가 -연결 그

래프가 되는 최소의 은 와 같고 시간 

안에 구할 수 있다. 

Ⅳ. 2차원 문제

이 장에서는 평면 상에 개의 점들 가 주어 질 때, 

범위 에 대해서 을 중심점으로 반지름이 인 원 

를 고려한다. 그러면 이 원들을 정점에 대응하고 원들

의 교차 여부에 따라 정점 간에 간선을 연결하면 단위 

원판 그래프 을 얻을 수 있다.  문제는 단위 원판 

그래프 이 연결그래프가 되는 최소 을 찾는 것

이다. 

우리는 단위 원판 그래프 을 대신해서 평면상

의 그래프 를 생각할 것이다. 의 정점은 주어진 점 

이고 의 간선은 점 와 를 연결하는 직선 선분이

다. 단위 원판 그래프 의 임의의 두 정점이 점 의 

원 와 점 의 원 에 대응되고 두 정점 사이에 간선

이 존재한다면, 그래프 에서 정점 와  사이에 직선 

선분을 연결한다(그림 5).

Fig. 5 An edge between two circles

단위 원판 그래프 가 연결그래프가 되는 필요

충분 조건은 그래프 가 연결그래프가 되는 것이다. 그

래프 가 연결그래프가 되면서 간선의 개수가 최소가 

되는 경우는 가 트리인 경우이다. 다시 말해서, 가 

모든 점들을 포함하는 신장트리(spanning tree)가 되는 

것이다. 이 연결그래프가 되는 최소 을 찾기 위해

서는 가 신장트리가 되는 것 중에서 간선의 길이의 최

대값이 최소가 되는 트리 를 찾는다. 이 트리 의 

간선의 최대 길이를  라고 하면, 이 연결그래프

가 되는 최소 은  와 같다. 

이제 트리 를 찾는 방법을 생각해보자. 평면 상의 
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임의의 두 점 와 사이의 거리들을 라고 하면 

개의 거리들이 생긴다. 이 거리들을 크기에 따라 

정렬한다. 정렬된 거리들을    이라고 하자. 

우리는 점들에 대해서 Union-Find 알고리즘을 적용할 

것이다. 이 알고리즘에서는 점들의 집합을 유지한다. 

거리들을 순서대로 고려해서, 거리 가 고려될 때, 이

것을 정의하는 두 점 와 가 존재한다. Find()에 의해

서 두 점이 속한 집합을 각각 찾는다. 두 집합이 다르면 

Union()에 의해서 두 집합의 합집합을 구한다. 이런 식

으로 처음으로 모든 점들이 하나의 집합에 속할 때까지 

수행하면 트리 를 찾을 수 있다. 그리고 이 

Union-Find 알고리즘은  log 시간에 수행될 수 

있다. 

정리 4. 1 평면 상에 개의 점들 이 주어 질 때, 단

위 원판 그래프 가 연결 그래프가 되는 최소의 을 

 log 시간 안에 찾을 수 있다. 

Ⅴ. 동적 환경 문제

이 장에서는 초기에 주어진 직선상의 점들이 추가

되거나 삭제되는 경우를 다룰 것이다. 이런 상황을 동

적 환경(dynamic environment)이라고 부른다.  주어진 

개의 점들 에 대해서, 새로운 점 가 추가되거나 

삭제되면 구간      가 추가되거나 삭제

되고 진구간 그래프 에 대해서는 새로운 정점과 

간선들이 추가되거나 기존에 있던 정점과 간선이 삭

제된다. 이렇게 새롭게 변화된 그래프 가 연결그

래프가 되는 최소값 도 변할 것이다. 이 때, 새로운 

최소값 을 효율적으로 찾는 방법에 대해서 생각할 

것이다. 

우리는 레드-블랙 트리(red-black tree), AVL 트리 등

과 같은 균형 이진탐색 트리(balanced binary search 

tree, BST) 를 이용할 것이다. 탐색 트리 의 임의의 

정점 는 점들을 포함하는 구간  에 관한 정보를 저

장할 것이다. 특별히 구간  의 두 끝점 , 와 구간 

 안에서 인접한 점들 사이의 거리의 최대값 을 저

장한다. 의 정점 가 두 자식 정점 , 를 가진다고 

하자.  ,    , 가 구간   안의 인접한 점들 사이

의 거리의 최대값 를 갖는다고 하면, 정점 는 구간 

 안의 인접한 점들 사이의 거리의 최대값 

 max   을 저장한다. 그러면 의 루트 

정점에는 모든 인접한 점들 사이의 거리의 최대값이 저

장된다.  또한 점들이 추가 되거나 삭제 될 때, 의 정

점이 추가되거나 삭제되면 log 시간에 정보를 업

데이트 할 수 있고 새로운 답을 찾을 수 있다. 따라서 탐

색 트리 를 이용해서 동적환경에서 진구간 그래프 

이 연결그래프가 되는 최소 을 구하는 문제는 

log 시간에 해결할 수 있다. 

정리 5. 1 점들이 추가 되거나 삭제되는 동적환경에

서 진구간 그래프 가 연결 그래프가 되는 최소의 

을 log 시간 안에 찾을 수 있다. 

Ⅵ. 결 론

본 논문에서는 범위 의 값이 변화할 때, 교차 그래

프 이 연결그래프가 되는 최소 을 계산하는 문제

를 다루었다. 그래프 이 진구간 그래프인 경우와 

단위 원판 그래프인 경우에 최소  값을 찾는 효율적인 

알고리즘을 제안하였다. 추후 연구 주제로 본 논문에서 

제안할 알고리즘보다 더 좋은 시간 복잡도를 갖는 알고

리즘에 대해서 연구할 수 있을 것이다. 또한 일차원 직

선 상에서 점들이 추가 되거나 삭제되는 동적환경 하에

서의 문제도 다루었다. 이러한 동적환경 하에서 다양한 

그래프 문제에 대해서 연구하는 것은 추후의 연구주제

가 될 것이다. 
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