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ABSTRACT

The combined rotational and translational dynamic vibration absorbers (DVA) with no dampers for 

the beam vibration control can effectively isolate the vibration within the external excitation force 

region. This paper investigates the damping efficacy for the combined rotational and translational dy-

namic vibration absorbers to impose some robustness to the DVA system for the excitation force fre-

quency variation. The beam is assumed to be subjected to a concentrated harmonic excitation force. 

The solution to the problem is found based on Galerkin method.

* 

1. 서  론

구조물의 과도한 진동을 저감하기 위한 장치로 

동흡진기에 대한 다양한 연구가 수행되어 왔다.  

Den Hartog는(1) 조화가진력을 받는 1자유도 시스템

의 진동을 억제하기 위한 동흡진기의 최적설계 변수

들을 찾는 방법을 해석적으로 제시하였다. 그러나 

이 방법은 주 진동계가 비감쇠 시스템일 때로 국한

되어 있다. Asami et al.은(2) 더 일반적인 경우인 주 

진동계가 1자유도 감쇠 시스템일 때, 동흡진기의 최

적설계 변수를 해석적으로 구하였다. Jacquot는(3) 1

자유도가 아닌 연속체 구조물인 보로 동흡진기 이론

을 확장하였다. 또한 보 형태의 동흡진기와(4,5) 2개 

이상의 동흡진기를 직렬로 연결한 방식(6) 등 기존과

는 다른 형태의 동흡진기에 있어서도 다양한 연구가 

행해졌다. Cha et al.은(7) 기존의 병진 스프링을 이

용한 병진 동흡진기와 비틀림 스프링을 이용한 회전 

동흡진기를 구조물에 함께 설치함으로써 변위와 기

울기가 0인 점들을 만드는 연구를 하였다. Cha는 

모드가정법을 사용하여 시스템의 응답을 구하였고 

Euler-Bernoulli 보 문제로 예를 들었다. Wong et 

al.은(8,9) 가진력을 받는 Euler-Bernoulli 보에 적절하

게 동조된 병진 및 회전 동흡진기를 설치함으로써 

동흡진기가 설치된 위치를 기준으로 가진력이 작용

하지 않는 부분의 진동을 차단하는 것을 보였다. 실

험에서는 띠강(steel strip)에 질량을 부착한 회전 동

흡진기를 사용하였다. 또한 Waldemar는(10) 가진력을 

받는 보의 운동에너지를 최소로 하는 병진 및 회전 

동흡진기의 최적 위치를 찾는 연구를 하였다.
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그러나 이러한 회전 동흡진기를 포함한 연구에서 

가진진동수 변화에 대한 강인성을 고려한 설계는 이

루어지지 않았다. 이 연구에서는 조화가진력을 받는 

보의 진동을 제어하기 위해 회전 동흡진기와 병진 

동흡진기를 복합적으로 사용하는 경우에 가진진동수

의 변화에 대한 강인성을 부여하기 위해 감쇠기를 

함께 설치하고 그 효과를 확인했다.

2. 이  론

2.1 운동방정식

Fig. 1은 대상으로 하는 시스템이다. 조화가진력이 

집중하중으로 보의 위치에 가해진다고 가정하였

다. 보는 Euler-Bernoulli 이론을 사용하여 모델링 

하였고 보는 균일하다고 가정하였다. 병진 및 회전 

동흡진기가  위치에 설치되었다. 시스템의 운동방

정식은 다음과 같다.
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Fig. 1 Beam model with translational and rotational 
dynamic vibration absorbers subject to a har-
monic point excitation




 
 










  

(3)

식 (1)에서     는 보의 밀도, 단면적, Young

률, 단면의 관성모멘트이고 식 (2)에서  ,  , 는 

병진 동흡진기의 질량, 점성감쇠 계수, 스프링 상수, 

식 (3)에서  ,  , 는 회전 동흡진기의 질량관성

모멘트, 점성감쇠 계수, 스프링 상수이다. 또한 

 ,  ,  는 보의 횡 변위, 병진 동흡진기

의 변위, 회전 동흡진기의 각변위이고 는 dirac 

delta 함수이다. 

2.2 보의 동적 응답

시스템의 운동방정식을 풀기 위해 보의 횡변위를 

유한급수 형태로 근사하는 Galerkin 방법을 사용하

였다.

  
  



   (4)

여기서  는 동흡진기가 설치되지 않은 보의 고

유함수(eigenfunction)이고   는 번째 모드의 일

반좌표이다. 직교성을 가지는 고유함수를 다음과 같

이 정규화를 하였다.






  









  
  



(5)

여기서 은 보의 길이이고  는 차 모드의 고유

진동수, 는 Kronecker delta 함수로서 다음과 같

이 정의된다.

   i f   
 i f ≠

(6)

식 (4)를 식 (1)에 대입한 후에 양변에  를 곱

하고 에 대해서 0에서 까지 정적분하면 식 (5)의 

성질에 의하여 식 (7)과 같이 정리된다.
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(7)

여기서   … 이고 프라임 부호(′)와 점 부호

( )는 위치와 시간에 대한 미분을 나타낸다.

식 (4)를 식 (2)와 (3)에 대입하면 다음과 같다.
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(9)

식 (7), (8), (9)를 행렬 형태로 나타내면 식 (10)과 

같다. 식 (10)에 나타나 있는 행렬의 성분은 다음과 

같다.

    : ×   단위행렬
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외력  는 의 가진진동수를 가지는 조화가진

력     로 나타낼 수 있다. 본 시스템은 가

진진동수와 같은 진동수의 단순 조화운동을 하므로 

식 (11)와 같이 표현할 수 있다.































 (11)

여기서  
 ⋯ 


 로 일반좌표 벡터 

의 진폭을 나타내는 벡터이다.

식 (11)을 식 (10)에 대입하여 정리하면 식 (12)와 

같다.

식 (12)에서 가우스 소거법을 통해 보의 일반좌표 

벡터의 진폭인 를 구할 수 있다. 이것을 식 (4)

에 대입하여 보의 동적 변위응답을 구한다.

  
  



      (13)

여기서     이며 보의 최대 변위진

폭을 나타내는 에 대한 함수이다.

3. 동흡진기 설계

3.1 강인성을 고려하지 않는 경우

가진진동수 변화에 대한 강인성을 고려하지 않는 

경우에는 동흡진기에 감쇠기를 사용하지 않는 것이 

최고의 진동억제 성능을 보인다. 보는 단순지지 경
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계조건을 가진다고 가정하면 고유함수와 고유진동수

는 다음과 같다.

   





sin
  (14)

  


 


(15)

여기서     ⋯  이다.

동흡진기가 설치된 위치인   에서 보의 변위

와 기울기가 시간에 상관없이 0이면 보의 가진력이 

작용하지 않는 부분의 진동을 차단시킬 수 있다(7).

식 (13)과 이 식을 에 대해 미분한 식에   

를 대입하면 다음과 같이 동흡진기를 설치한 위치의 

변위와 기울기가 나온다.

  

 ⋯  (16)

′    ′ 

 ′ ⋯′   (17)

식 (16)과 (17)이 시간에 상관없이 0이 되기 위해

서는 다음을 만족하여야 한다.

⋯  (18)

′ ′ ⋯′   (19)

Table 1 Material and geometrical properties of beam 
and dynamic vibration absorbers

Notation Value

Beam

  kgm

 ×  m

  m

 GPa

 × 

Translational DVA

  kg

  rads

 

Rotational DVA

  kgm

  rads

 

또한 식 (12)에서 다음의 두 식이 주어진다.

     

  
 

(20)

     

    
(21)

비감쇠 동흡진기에 대해  와  이 0이므로 식

(20), (21)은 식 (22), (23)과 같이 정리된다.

 ⋯ 
 

 
(22)

 ′ ′ ⋯′  
   

(23)

식 (18)과 (22), 식 (19)와 (23)을 연립하면 식 (24)

를 유도할 수 있다.







 






  (24)

이를 통해 감쇠기를 사용하지 않을 때, 병진 동흡

진기와 회전 동흡진기의 고유진동수를 가진진동수에 

동조시켜야 함을 알 수 있다.

동흡진기의 설계에 사용한 보와 동흡진기의 제원

은 Table 1에 나타나 있다. 여기서    와 

   은 병진 및 회전 동흡진기의 고유진동

수이며    와    은 병진 및 

Fig. 2 Vibration amplitudes along the beam with un-
damped sole translational and combined dy-
namic vibration absorbers at the excitation 
frequency(63.7 rad/s)
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회전 동흡진기의 감쇠비이다. Galerkin 방법에서 n

= 50으로 가정하였고 가진력이 작용하는 위치는 

 0.1 L, 가진진동수는 보의 1차 모드 고유진동수

의 1.2배인 63.7 rad/s로 가정하였다. 병진 및 회전 

동흡진기는  0.3 L 위치에 설치하였다.

병진 동흡진기의 질량은 보 질량의 5 %인 0.007

kg으로 하였고 회전 동흡진기의 질량관성모멘트는 

에서의 보 질량관성모멘트의 6 %인 0.0007 kgm2

으로 하였다.

Fig. 2는 단순지지 보의 위치에 따른 변위응답을 

나타낸다. 동흡진기의 고유진동수는 가진진동수에 

동조시켰다. 병진 및 회전 동흡진기를 설치한 경우

에 설치된 위치를 기준으로 가진력이 작용하지 않는 

부분의 변위응답을 거의 없애주는 것을 알 수 있다. 

반면에 병진 동흡진기 만을 설치한 경우에는 설치된 

위치에서의 보의 변위는 0이지만 기울기는 0이 아

니므로 진동차단 효과를 볼 수 없다.

또한 서로 다른 위치에 병진 동흡진기를 2개 사

용할 경우, 병진 및 회전 동흡진기를 1개씩 복합 사

용할 경우와 유사한 효과를 볼 수 있는지 확인해보

았다. Fig. 3에서 확인할 수 있듯이 0.3 L, 0.65 L 위

치에 병진 동흡진기를 각각 설치한 경우에 그 위치

에서 보의 변위는 0이지만 0.3 L≤  ≤L 범위에서 

진동차단 효과는 볼 수 없다. 특정 가진진동수에서 

가진력이 작용하지 않는 부분의 진동을 차단하기 위

해서는 병진 동흡진기만 사용하는 것 보다 병진 및 

회전 동흡진기를 복합 사용하는 것이 효과적이라는 

것을 알 수 있다.

Fig. 3 Vibration amplitudes along the beam with un-
damped two translational and combined dy-
namic vibration absorbers at the excitation 
frequency(63.7 rad/s)

주파수응답함수(frequency response function)를 

확인하기 위해 진동 크기를 식 (25)와 같이 가진력

을 받지 않는 부분(0.3 L≤  ≤L)의 제곱평균값

(mean square value)으로 정의하였다.

  

 




 
 



 (25)

여기서     이다.

Fig. 4는 에 대한  를 나타낸 그래프이다. 

가진진동수인 63.7 rad/s에서 병진 동흡진기만 설치

했을 경우의 응답보다 병진 및 회전 동흡진기를 함께 

설치했을 경우에 응답이 더 작아질 뿐만 아니라 그 

크기가 거의 0에 가까워지는 것을 확인할 수 있다. 

그러나 63.7 rad/s보다 2.1 % 작은 진동수와 11.4 % 

큰 진동수에서 보-동흡진기 시스템의 고유진동수가 

위치하게 되는데 이는 0.2 Hz, 1.2 Hz 정도 차이로써 

가진진동수의 작은 변화에도 공진이 발생할 위험이 

있다. Fig. 5는 공진점과 가까운 62.3 rad/s, 71.0 rad/s

에서 보의 위치에 따른 변위응답 크기를 나타낸 것

으로 보가 과도하게 응답하는 것을 볼 수 있다. 이

러한 위험을 막기 위해 강인성을 고려하여 동흡진기

를 설계할 필요가 있다.

3.2 강인성을 고려하는 경우

동흡진기에 적절한 감쇠비를 부여함으로써 가진

진동수 변화에 대한 강인성을 확보할 수 있다. 가진

진동수를 기준으로 예상되는 범위 내에서  의 

최댓값을 제한한다면 그 범위 내에서 공진을 막을 

Fig. 4 Mean square amplitudes of the unloaded re-
gion of the beam with undamped sole trans-
lational and combined dynamic vibration ab-
sorbers
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(a) 62.3 rad/s

(b) 71.0 rad/s

Fig. 5 Vibration amplitudes along the beam without 
and with undamped dynamic vibration absorb-
ers at the two varied excitation frequencies of 
62.3 rad/s and 71.0 rad/s

수 있을 뿐만 아니라 원치 않는 크기 이상의 응답을 

발생시키지 않을 수 있다. 이를 만족하면서 동시에 

가진진동수인   63.7 rad/s에서의  값을 최소

로 하는 병진 및 회전 동흡진기의 고유진동수와 감

쇠비를 찾는 최적화문제를 다음과 같이 정의하였다.

Find    

That minimizes

  at excitation frequency

Subject to

max≤ 

within estimated variation range

    ≥ 

최적화문제를 풀기에 앞서 병진 동흡진기나 회전 

동흡진기 중에 하나만 감쇠기를 사용하여도 충분한 

진동저감 효과와 강인성을 확보할 수 있다면 비용을 

절감할 수 있다. Fig. 6(a)는 병진 동흡진기에만 감

쇠기를 사용한 경우, Fig. 6(b)는 회전 동흡진기에만 

감쇠기를 사용한 경우에 감쇠비 변화에 따른  -

  그래프이다. 두 경우 모두 감쇠비가 증가할

수록 공진점에서의 응답이 낮아지지만 거동은 다르

다. 각각에 대해 최적화를 진행하고 병진 및 회전 

(a) Damped translational and undamped rotational 
vibration absorbers

(b) Undamped translational and damped rotational 
vibration absorbers

Fig. 6 Mean square amplitudes of the unloaded re-
gion of the beam with damped dynamic vi-
bration absorbers

동흡진기에 모두 감쇠기를 사용하는 경우에 대해서

도 최적화를 진행하여 비교하였다.

근사된 경사도(gradient)와 헤시안(Hessian) 행렬을 

이용한 순차이차계획(sequential quadratic program-

ming, SQP) 알고리듬을 이용하여 최적화를 수행하였

다. 여기서 진동수 범위는 가진진동수의 ±10 %인 

57.3≤  ≤70 rad/s로 하였고 이 범위 내에서 

의 최댓값이    이하가 되도록 설계하였다.

먼저 병진 동흡진기에만 감쇠기를 사용하는 경우

(   ), 최적화문제를 풀면 최적값은   67.1 rad/s, 

  66.0 rad/s,   0.127이고 Fig. 7(a)는 이 때의 

에 대한  를 나타낸 그래프이다. 57.3≤  ≤

70 rad/s에서의 응답 크기가  를 초과하지 않는 

것을 확인할 수 있다. 그러나 63.7 rad/s에서의 

값은 3.9× 으로 그래프 상으로 비감쇠 동흡진기
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(a) Damped translational and undamped rotational 
vibration absorbers

(b) Undamped translational and damped rotational 
vibration absorbers

(c) Damped translational and damped rotational 
vibration absorbers

Fig. 7 Mean square amplitudes of the unloaded re-
gion of the beam with optimized dynamic vi-
bration absorbers

를 설치했을 때에 비해 상당히 커진 것을 볼 수 있다.

다음으로 회전 동흡진기에만 감쇠기를 사용하는 

경우(   ), 최적화문제를 풀면 최적값은   63.4

rad/s,   70.0 rad/s,  0.155이고 Fig. 7(b)는 이 

때의 에 대한  를 나타낸 그래프이다. Fig.

7(a)의 경우와 마찬가지로 63.7 rad/s에 인접한 범위

Fig. 8 Vibration amplitudes along the beam with un-
damped and damped dynamic vibration ab-
sorbers at the excitation frequency(63.7 rad/s)

에서 응답이 잘 제어된 모습이다. 63.7 rad/s에서의 

 값은 2.9×  으로 병진 동흡진기에만 감쇠

기를 사용했을 경우에 비해 10배 이상 응답이 작은 

것을 확인할 수 있다.

병진 및 회전 동흡진기에 모두 감쇠기를 사용하

는 경우, 같은 최적화문제를 풀면 최적값은  

63.4 rad/s,   69.7 rad/s,   0.001,   0.157이

다. 병진 동흡진기의 감쇠비는 거의 0에 가까운 값

이 나오며 회전 동흡진기에만 감쇠기를 사용한 경우

와 거의 같은 최적값이 나오는 것을 알 수 있다. 

Fig. 7(c)는 이 때의 에 대한 를 나타낸 그래

프이다. Fig. 7(b)와 거의 흡사하며 63.7 rad/s에서의 

값은 1.9× 으로 조금 더 작은 응답을 보

였지만 큰 차이는 없다.

이를 통해 이 논문에서 정의한 최적화문제에 대

해서 병진 동흡진기의 감쇠는 역할을 하지 못하며, 

회전 동흡진기에만 감쇠기를 사용하여 설계하여도 

충분히 원하는 효과를 얻을 수 있는 것을 알 수 있

다. 그리고 강인성을 고려하여 동흡진기를 최적설계

한 경우, 가진진동수의 변화에도 과도하게 응답하지 

않는 것을 확인할 수 있다.

Fig. 8은 이전의 감쇠가 없는 동흡진기를 설치했

을 경우와 병진 및 회전 동흡진기 모두에 감쇠기를 

사용하여 최적설계한 경우, 63.7 rad/s에서 보의 위

치에 따른 변위응답을 비교한 그래프이다. 강인성을 

고려한 경우, 0.3 L≤  ≤L 위치에서 진동 완전 차

단 효과는 없어졌지만 동흡진기를 설치하지 않은 보

와 비교했을 때, 가진진동수에서 여전히 상당한 진

동저감 효과를 가지는 것을 알 수 있다.
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4. 결  론

이 논문에서는 보의 진동을 저감하기 위해 병진 

및 회전 동흡진기를 복합 사용하는 경우, 가진진동

수의 변화에 대한 강인성을 부여하기 위해 감쇠기를 

설치하고 최적설계를 수행하여 그 효과를 확인했다. 

먼저 비감쇠 동흡진기를 설치하는 경우에 대해 동흡

진기의 고유진동수를 이론적으로 구한 뒤, 병진 동

흡진기만 설치하는 경우와 병진 및 회전 동흡진기를 

함께 설치하는 경우의 진동제어 효과를 비교하였다. 

다음으로 동흡진기에 감쇠를 부과하여 강인성을 확

보하기 위해 목적함수와 제약조건을 설정하고, 감쇠

기를 병진 그리고 회전 동흡진기에 각각 설치하는 

경우와 함께 설치하는 경우에 대해서 최적설계를 수

행하고 그 효과를 확인하였다. 병진 동흡진기 보다 

회전 동흡진기에 감쇠를 부과하는 것이, 가진진동수

에서의 진동제어 효과를 크게 저하시키지 않으면서 

가진진동수 변화에 따른 강인성 제고에도 효과적인 

것을 확인했다.
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