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요 약 본 논문에서는 한 개의 선형 제약식 하에서 의사결정변수가 상한 값을 갖는 오목 함수 최소화 문제를

다룬다. 제시된 분지한계 해법은단체를 분할 단위로 사용하였다. 오목함수를 가장단단하게 하한추정하는 볼록덮

개함수를 단체 상에서 유일하게 구할 수있기 때문이다. 분지가 일어날 때마다후보 단체로부터 1 차원낮은 2 개의

하위 단체들이 생성된다. 이 때 후보 단체에포함되어 있던 가능해 집합은각각의 하위 단체로 분할된다. 한계 연산

절차는 선형인 볼록 덮개 함수를 목적 함수로 하는 선형계획법을 부문제로 정의하고 해를 구한다. 부문제의 최적

목적함수 값으로부터 최적 오목목적함수의 하한과 상한을 갱신하고, 원문제의 최적해를 포함하지 않는 단체들을

고려 대상에서 제외시킨다. 본 해법의 최대 장점은 하위 단체로 분할될수록 부문제들의 크기가 점점 작아진다는

데 있다. 이것은 한계 연산의 계산량이 줄어든다는 것을 의미한다. 본 연구의 결과는 배낭 제약식 유형의 제약식

하에서의 오목 함수 최소화 문제의 해법을 개발하는데 응용될 수 있을 것이다.

• 주제어 : 분지 한계, 오목 함수 최소화, 볼록 덮개, 분할, 단체

Abstract This paper presents a branch-and-bound algorithm for solving the concave minimization

problem with upper bounded variables whose single constraint is linear. The algorithm uses simplex as

partition element. Because the convex envelope which most tightly underestimates the concave function on

the simplex is uniquely determined by solving the related linear equations. Every branching process

generates two subsimplices one lower dimensional than the candidate simplex by adding 0 and upper bound

constraints. Subsequently the feasible points are partitioned into two sets. During the bounding process,

the linear programming problems defined over subsimplices are minimized to calculate the lower bound and

to update the incumbent. Consequently the simplices which do certainly not contain the global minimum

are excluded from consideration. The major advantage of the algorithm is that the subproblems are defined

on the one less dimensinal space. It means that the amount of work required for the subproblem decreases

whenever the branching occurs. Our approach can be applied to solving the concave minimization problems

under knapsack type constraints.
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1. 서론

본 연구에서는 다음의 오목함수 최소화 문제를 다루

고자 한다. n개의 집단이 목적함수 기준에 따라 주어진

용량 내에서 선택되는 상황을 나타낸다.

min 

  
 



 ≤  

  or     

   

오목함수 최소화 문제는 Tui[1]의 모형을 시작으로

0-1 정수 계획법 문제[2,3,4,5,6,7], 선형 고정비용 문제

[8,9,10,11], 전략 무기계획문제[12], 오목 함수설비배치

문제[13]를 다루는 과정에서 다양한 형태로 제시되었다.

하지만 볼록 혹은 선형인 목적함수 문제를 대상으로 하

는전통적인최적화해법으로는이러한오목함수문제의

최적해를 구할 수가 없다. 목적함수의 오목성이 일반적

인 최적화 해법의 적용을 불가능하게 만들기 때문이다.

그러므로 전통적인 최적화 기법들을 반복적으로 사용함

으로써최적점을찾아가는최적해법을제시하고자한다.

오목함수 최소화 문제에 대한 가장 일반적인 접근법

은 분지-한계 절차이다[14,15]. 목적함수의 형태와 가능

해 집합의 구조적 특이점은 많은 연구자들에게 분지-한

계 전략에 대한 착상을 제공했다.

분지 전략은 가능해 집합이 어떤 형태로 분할되느냐

에 따라 달라진다. 즉 분할 단위(partition element) 결정

이분지 전략의핵심이라고볼수있다. Tui[1]는 직원뿔

(cone)을Kalantari & Rosen[16]은평행다면체(parallelpiped)

를 분할 단위로 채택하였다. 단체(simplex)도 분할 단위

로쓰였는데Benson[17], Benson & Erenguc[18], Falk &

Hoffman[19], Horst[20,21], Cho[22], Oh[23] 등에의해서다.

이러한분지전략과함께또하나의중요한절차는한

계 연산이다. 가능해 집합 위에서 오목 목적함수를 하한

추정(underestimating)하는 볼록 함수를 구한 다음 일반

최적화 해법을 적용시키는 과정을 반복함으로써 가능해

들을 평가하는 과정이다. 따라서 하한추정 함수의 선택

이 무엇보다도 중요하다. Tui[1]는 가장 원시적 형태인

절단식(cut)을, Falk & Hoffman[12]은 부분 선형식

(piecewise linear)을, 그리고 Kalantari & Rosen[16]은 2

차식 하한 추정함수를 그들의 해법에서 사용하였다. 특

히 Benson은 단체(simplex) 상에서는 목적함수에 가장

가까이 하한추정하는 볼록함수가 일차식임을 밝히고 볼

록덮개함수(convex envelope)라 명명하였다[17].

본 연구에서의최적분지-한계해법개발과정은이산

조건완화로부터시작된다. 문제 (P)의 이산조건을부등

식으로 완화시키면 문제 (P)는 볼록유계다면체(convex

polytope) 상에서의 오목함수 최소화 문제로 변환된다.

완화된가능해집합인볼록유계다면체의정점중이하나

가 이오목함수문제의부분 최적해이고 (P)의 가능해이

다. 따라서 매 반복 회차마다 볼록유계다면체의 정점이

발견되고, 이점이 (P)의 최적인지평가되도록분지-한계

절차를 만들고자 한다. 한계 절차에서의 부문제가 선형

볼록덮개 함수를 목적함수로 하는 선형계획법이면 유계

다면체의 정점, 즉 (P)의 가능해를 얻게 된다. 이러한 볼

록덮개 함수를 결정하기 위해 볼록유계다면체를 포함하

는 단체를 도입한다. 볼록 덮개 함수가 단체상에서 유일

하게 고정된다는 사실에 착안한 것이다. 그리고 매 한계

연산마다이와같은절차가가능하도록후보단체가하위

단체로 분할이 되도록 하였다. 후보단체들은 선택된 분

지변수를양쪽의경계값으로고정시킴으로써반복적으

로 1차원낮은단체들로나누어진다. 따라서후보단체가

품고있던 (P)의 가능해들은생성된하위 단체상으로분

할된다. 실제로 새로운 부문제(subproblem)들이 만들어

지는과정에서일차방정식을풀어야하는계산상의부담

이발생한다. 그러나본연구에서의단체생성은후보단

체를 초평면에 투사시킴으로써 이루어지기 때문에 하위

부문제의 크기가 점차 줄어드는 장점이 있다.

2장에서는 분지-한계 전략이 구체화 되는 과정을 자

세하게 설명하였고 3장에서는 해법의 절차를 기술하고

수치 예제를 통해 그 타당성을 확인하였다. 마지막으로

결론과 추후 연구 방향에 대하여 언급하였다.

2. 분지-한계 전략

2.1 단체 생성(simplex generation) 

분지 전략은 가능해 집합을 분할(partition)하는 방법

을의미한다. 본 연구에서는 (P)의 가능해집합을포함하

고 있는 단체를 분할함으로써 (P)의 가능해를 분할하는

방법을 수립하였다.

해법의 이론적 토대를 명확하게 설명하고 절차를 명

료하게 표현하기 위해 다음과 같은 표기와 정의를 사용

한다.
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표기

: 후보 단체(candidate simplex) 목록 집합

∈ : 후보 단체

 : 로부터 정의된 부문제(subproblem)

: 의 최적 목적함수 값

: k번째 부문제 연산 후 갱신된

최적 목적함수 값의 상한

: 에서 하위 단체를 생성하기 위해 선택된

분지변수의 첨자


 : 의 최적해

: 에서 고정되지 않은 변수 집합

: 에서 상한값으로 고정된 변수 집합

정의 1[17]:  을 (n+1)개의 점독립인 점

(affinly independent points in   )이라 할 때 conv

의 convex hull을 n차원 단체(simplex)

라하고점를단체의정점(vertice)이라한다.

문제 (P)의이산조건을완화시켜다음과같이나타내자.

∈ 
 



 ≤   ≤  ≤    

(P)의 가능해는 의 정점이다.

해법의 시작을 위해 를 포함하는 단체를 도입하여

야 한다. 다음의 를 초기 단체로 잡을 수 있다.

 ∈ 
 



 ≤   ≥    

은 n-차원 단체이고 점독립인 정점들은 다음과 같

이 구할 수 있다.

  

 


    

이렇게 결정된 초기 단체는 하위 부문제 생성을 위해

분할이 이루어져야한다. 일반적으로 동일한해공간에서

단체를 분할하는 작업은 많은 계산을 필요로 한다. 그러

나본해법에서는후보단체를 1차원낮은초평면상에투

사시킴으로써 하위 단체를 생성한다. 이 과정에서 의

일부가 손실되지만 (P)의 정점들은 다음의 정리에 의해

정확하게 두 개의 집합으로 분할됨을 알 수 있다.

정리 1. 를 포함하는 n-차원 단체 를 고려하자.

임의의i에대하여 ∈  ,  ∈    

라면  

∩ , 


∩ 는 의 정점들의 집

합을 2개의부분집합으로분할(partition)하는단체들이다.

증명: 은 의 facet이므로 (n-1)차원 단체이다.

의 정점들은 정점


와 의 정점을

잇는선분상에놓여있다. 그러므로이점들은 n 개의점

독립인 점들이고  역시 (n-1)차원 단체이다.

정리 1.에서의   은 분지 변수 가 0과 상한값

을 만족시키는 초평면들이다. 따라서 은 다음

과 같이 구한다.

 
 

 
 


  


   


for ≠ 

 
 

 
 


  


   


for ≠ 

후보 단체를 기반으로 하는 부문제에서 아직 0 또는

상한값으로 고정되지 않은 변수 중 하나가 분지 변수로

선택되어 위의 정리에서와 같은 방법으로 새로운 하위

단체를 생성한다. 후보 단체 목록에 있는 단체

∈에 대해서는 한계 연산이 이루어져 하한값

이계산되어있는데이값들중에서최소값을갖는

것으로 확인된 단체로부터 하위 단체를 생성하게 된다.

즉, 후보 단체 선택 기준은 다음과 같다.

후보 단체 선택 기준:

다음 식을 만족시키는 단체 을 선택

 min∈ 
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선택된 후보 단체로부터 하위 단체를 생성하기 위한

분지 변수를 선택 기준은 다음과 같다.

분지 변수 선택 기준:

다음 식을 만족시키는 변수 를 선택




 

max
∈




 

위의기준은목적함수값의변화가가장큰방향을선

택하려는 의도에서 만들어졌다.

지금까지의 설명을 바탕으로 분지 해법을 요약하면

다음과 같다.

하위단체(subsimplices) 생성 절차

단계 1. 후보 단체 목록 에서 선택

단계 2. 분지 변수 선택

단계 3. 하위단체의 정점을 계산

단계 4. 생성된 2개의 단체를 에 등록

2.2 하한추정함수(underestimating function)

한계연산의목적은최적목적함수값의상.하한을갱

신하는 것이다. 매 연산이 이루어질 때마다 완화된 문제

의 정점 해가 발견되면 이점에서의 하한추정함수 값은

현부문제로부터생성되는하위부문제들의하한이된다.

또한이정점이 (P)의 가능해면최적목적함수값을수정

한다. 한계연산 절차는 단체 목록에서 분할된 가능해 집

합의 일부를 포함하고 있는 후보 단체를 선택함으로써

시작한다. 선택된단체 상에서목적함수를하한추정하는

식을구해부문제의목적함수로잡는다.한계전략은 하한

추정함수의선택에의해구현되는데분지전략에서채택

하고 있는가능해집합의 분할방법과밀접한 관계가 있

다. 즉 분할 방법에 따라 가능한 하한추정함수가 제한된

다. 본연구에서채택한분할단위인단체상에서오목목

적함수를 가장 단단하게 하한추정하는 볼록덮개 함수의

정의와 그것을 구하는 방법에 대해 알아보자.

정의 2[7]. 유계다면체(polytope) 상에서 다음의 조

건을 만족하는 함수 를 의 볼록덮개함수

(convex envelope)라 한다.

i) 는  상에서 볼록.

ii)  ≤ ∀ ∈

iii) i),ii)를 만족하는 임의의 함수 에 대하여

 ≤ ∀ ∈.

는볼록유계다면체 상에서 의선형하한

추정함수 중에서 상한이다. Falk & Hoffman은 의 정

점에서 와 일치하고 부분 선형식을 구했다[19].

Benson은 단체의정점들이확인되면다음의선형연립방

정식을 풀어 유일한 선형식 를 구했다[17].

      

for∈ ∈

의 (n+1)개의정점들을 (7)에 대입하여얻은연립방

정식의 해 를 구하면 볼록덮개함수는 다음과 같다.

   

따라서 최초의 한계연산을 위한 부문제는 다음과 같

이 정의 된다.

min

 
 



 ≤  

 ≤  ≤    

후보단체 로부터 정의된 부문제는 다음과 같이 표

현된다.

min

  
∈

 ≤ 
∈

 

 ≤  ≤  ∈

부문제 의최적해
를이용해서상.하한을수

정한다.

일반적으로 후보단체 에 대한 한계연산의 절차는

다음과 같다.

한계연산 (bounding operation) 절차
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단계 1. 단체 의 정점을 확인

단계 2. 선형연립방정식을 풀어 덮개함수 를

구하고 부문제  를 정의

단계 3. 로부터 하한값 (= 

)을계산


∈이면 (=


) 수정

3. 해법 및 수치 예제 

3.1 해법 절차

본연구에서제시하고자하는문제 (P)의 최적해법은

다음과같다. 단체목록집합이 ∅ 이면상한값을갱신한

해가 최적이다.

Iteration 0: 초기화

0-1: 초기 단체 선택

0-2: 한계연산 절차 수행

0-3: ∈ 이면  

 

아니면  

0-4; 후보 단체 목록 에 등록

Iteration k: 단체 선택 기준에 의해

후보 단체 선택

k-1: 분지변수를 선택하고 단체분할

절차를 수행

k-2:  ,을 후보 단체 목록에 등록

k-3:  ,을 이용하여 부문제를 정의하고

한계연산 절차를 수행

k-3:  ,을 구하고 를 수정

k-4: 보다 작은 하한값을 갖는 부문제를 정

의 하는데 사용된 단체들을 목록에서 제거

3.2 수치 예제 및 부문제(subproblem table)

해법의 타당성을 확인하기 위하여 다음의 예제를 풀

어보자.

min 






  ≤ 

 or  or  or  or

<Table 1>은 최적해를구할 때까지의 부문제와 한계

연산 결과를 보여준다.

4. 결론

본 논문에서는 한 개의 선형 제약식 하에서 의사결정

변수가 0 혹은 상한 값을 갖는 오목함수 최소화 문제를

다루었다. 제시된 분지·한계 해법은 후보 단체상에서 분

지변수를 0과상한값으로고정시킴으로써새로운하위

단체를생성한다. 단체가생성되면선형하한추정함수를

구해 이 함수를 목적함수로 하는 부문제를 정의하고 한

계 연산을 수행한다. 분지가 일어날 때마다 부문제 해공

간의 차원이 감소하므로 부문제의 크기가 점차 줄어 분

지·한계 연산에 필요한 계산량이 감소하는 점이본 해법

의 가장 큰 장점이라고 볼 수 있다.

<Table 1> the subproblem at the kth iteration

 subproblem convex envelope 
   branching var

0      (2,2,3,5/3) -316 0 

1    


 (2,2,0,4) -448/3 -24 

2     (0,2,3,7/3) -172 -24 

3    (0,0,3,4) -90 -24 

4   


  (0,2,3,7/3) -1319/9 -24 

5    (2,2,0,0) -32 -24 pruned

6     (2,2,0,4) -48 -24 pruned

7  


  (0,2,3,0) -137 -137 fathomed optimal

8  


  (2,2,3,0) -101 -137 fathomed pruned
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해법의 효율성은 하한추정함수가 목적함수에 근접한

정도에달려있고가능해영역을포함하는단체의크기와

밀접한 관계가 있다. 따라서 절단 제약식을 추가하여 단

체를 압축시키는 방법과 분지 변수를 선택하는 기준에

대한연구가필요하다. 본 연구의결과는다중선택오목

함수 배낭문제와같은 의사결정모형의최적 해법을 개

발하는데 응용될 수 있을 것이다.
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