
 김용대, 정구환

서울대학교

머신러닝을 위한 베이지안 방법론: 군집분석을 중심으로

요 약

본고에서는 베이지안 기계학습 방법론에 대해서 간략히 살펴

본다. 특히, 복잡한 자료들 사이의 관계를 규명하는 것이 목적

이며 비지도학습(unsupervised learning)의 한 분야인 군집분

석에서 베이지안 방법론들이 어떻게 사용되어지는지를 설명한

다. 군집의 수를 사전에 아는 경우에 사용되는 모수적 베이지안 

방법을 간단하게 설명하고, 군집의 수까지 추론 할 수 있는 비

모수 베이지안방법에 대해서 자세하게 다룬다.

Ⅰ. 서 론

통계학에는 빈도론(Frequentism)과 베이지안(Bayesian)이

라는 두 개의 큰 패러다임이 있다. 이 둘은 자료의 무작위성을 

바라보는 시각이 다르다. 빈도론은 자료를 생성하는 하나의 고

정된 확률분포가 존재한다고 생각하기 때문에 이 분포를 정확

하게 찾는 것을 궁극적인 목적이다. 반면에 베이지안은 자료를 

생성하는 확률분포가 고정된 것이 아닌 랜덤이라고 생각하여 

자료를 관측한 뒤 모수의 사후분포(posterior distribution)을 

구하고, 이를 기반으로 의사결정을 한다. 

베이지안 방법은 Markov chain Monte Carlo(MCMC, [1]) 

방법의 개발로 인하여 복잡한 구조를 갖는 모형에서 빈도론

적 방법보다 쉽게 모수를 추론할 수 있는 장점이 있어서 현

재 기계학습의 여러 분야에서 사용되어지고 있다. 특히, 자료

들 사이의 복잡한 구조를 파악하는 것이 목표인 비지도학습

(unsupervised learning)에서 유용하게 사용되어지고 있는데, 

본 논문에서는 비지도학습의 한 분야인 군집분석에서 베이지안 

방법이 어떻게 사용되어지고 있는가에 대해서 간단히 살펴보고

자 한다.

본고에서는 혼합모형을 이용한 베이지안 군집분석에 대해 다

룬다. 혼합모형이란 관측치 x의 분포가 K개의 분포의 혼합으로 

주어진 모형을 지칭한다.

 이 경우 K는 군집의 수로, 각 분포는 각 군집에서의 관측치

의 분포로 해석이 된다. 군집의 수 K가 알려진 경우에는 모수

의 수가 유한개인 모수적 베이지안 모형이 되며 쉽게 사후분포

를 구할 수 있다. 하지만 대부분의 경우 군집의 수를 알 수가 없

으며, 경우에 따라서는 모수의 수가 무한대까지도 가능하다. 이

러한 무한차원 모수의 효율적인 베이지안 추론을 위하여 비모

수 베이지안 방법이 널리 사용되고 있다. 특히, 비모수 베이지

안 방법을 사용하면 군집의 수 K에 대한 추론도 가능하여 새로

운 군집의 생성이나 기존 군집의 소멸 등에 대해서도 추론이 가

능하다는 매우 중요한 장점이 있다. 본고에서는 디리클레 과정

을 이용하여 혼합모형의 추론을 하는 비모수 베이지안 방법에 

대해서 살펴보고자 한다.

Ⅱ. 디리클레 과정 혼합모형

1. 디리클레 분포

디리클레 과정을 이해하기 위해서는 디리클레 분포를 이해하

는 것이 필수적이다. 디리클레 분포는 베타 분포를 K차원으로 

확장한 것으로 양의 상수 α1,...,αK를 모수로 갖는 디리클레 분포

는 D(α1,...,αK)로 표기하고 확률 밀도 함수는 다음과 같이 정의

된다. x1,...xk가 모두 양의 실수이고,  을 만족할 때

   

의 값을 갖고, 그 외의 경우는 0의 값을 가진다. 

2. 디리클레 과정

H가 Rp에서 정의된 분포함수이고, α가 양의 상수라 하자. Rp
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에서 정의된 랜덤확률분포 P가 Rp의 모든 가능한 유한개의 분

할 A1,...,Ak에 대해서  (P(A1),...,P(Ak))~D(αH(A1),...,α

H(Ak))조건을 만족할 때 모수가 (α,H)인 디리클레 과정을 따

른다고 하고 P~DP(α,H)로 표기한다. 즉, 어떠한 유한차원 주

변분포도 디리클레 분포가 되는 확률과정을 디리클레 과정이라

고 한다. 디리클레 과정은 [2]에 의해서 처음 제안된 이후로 비모

수 베이지안 방법에서 유용한 사전분포로 널리 사용되고 있다.

디리클레 과정을 따르는 랜덤확률분포의 중요한 성질 중 하

나는 랜덤확률분포가 이산형이라는 것이며, 이는 막대기 자

르기 과정(stick-breaking process, [3])으로 쉽게 설명할 

수 있다. π = (πk)
∞
k=1 ~ GEM(α)이고 1,2,...~H일 때,

는 DP(α,H)를 따른다는 것이 [3]에서 규명

되었다. 여기서 δ는 에서 확률이 1인 확률분포이고, GEM

은 Griffiths, Engen, McCloskey의 첫 글자들을 딴 것으로 π 

= (πk)
∞
k=1 ~ GEM(α)은 π1,π2,...~Beta(1,α)일 때 π1=π1

이고, k≥2에 대하여 를 의미한다.

3. 디리클레 과정 혼합모형

디리클레 과정 혼합모형은 비모수 베이지안 혼합모형의 한 종

류로 디리클레 과정을 혼합분포의 사전분포로 사용한 것이다. 

관측치 xi(i = 1,...,n)는 모수가 θ i인 확률분포 p(•|θ i)에서 

추출되고, θ 1,...,θ n은 디리클레 과정을 따르는 랜덤확률측도 P

에서 추출된다고 가정하는 것이다. 이를 수식으로 나타내면 다

음과 같다.

막대기 자르기 과정으로부터 가 이산분포이므

로 θ i는 1,2,... 중 오직 하나와 일치한다. θ i = ci
를 만족하

도록 ci를 정의하면 디리클레 과정 혼합 모형을 다음과 같이 표

현할 수 있다.

여기서 = (1,2,...)이고, Hπ는 자연수 k에 대해서 Hπ

({k}) = πk인 확률분포이다. 여기서 ci는 i번째 관측치의 군집

라벨이 되며, 집합 {c1,...,cn}의 원소의 수가 군집의 수가 된다.

4. 디리클레 과정 혼합모형의 추론

베이지안 방법의 주된 관심사는 사후분포인 p (θ 1 , . . . ,                 

θ n|x1,...,xn)를 구하는 것이다. 하지만 정확한 사후분포를 찾는 

것은 어렵기 때문에 사후분포를 근사하는 방법을 사용한다. 사

후분포를 근사하는 대표적인 방법으로는 깁스 샘플러(Gibbs 

sampler) 방법과 변분 베이즈(variational Bayes) 방법이 있다.

가. 깁스 샘플러

첫 번째 깁스 샘플러 방법([4]의 Algorithm 1)은 θ i를 제외한 

다른 모수 θ-i = {θ1,...,θn} \θ i와 자료 x = {x1,...,xn}가 주어졌을 때

의 조건부분포인 p(θ i|θ-i,x)에서 표본을 추출하여 θ i를 갱신하는 

것을 모든 모수에 대해서 번갈아가며 여러 번 반복하는 방법이

다. 디리클레 과정 혼합모형의 조건부분포는 다음과 같다.

충분한 반복횟수 후에 얻어진 {θ 1,...,θ n}을 p(θ 1,...,θ n|x)의 

표본으로 간주하여 p(θ 1,...,θ n|x)를 추정한다. 

이 방법은 θ i간의 상관관계가 크기 때문에 사후분포로의 수

렴이 느린 단점이 있다. θ  = (θ 1,...,θ n)는 c  = (c 1,...,c n)와 

로 결정되기 때문에 c, 에 대한 깁스 샘플러 방법([4]의 

Algorithm 2)도 가능하다.

(1)

여기서 n- i,c = # {j : j ≠ i and c j = c}이다. 를 적분하여 

제거하는 것을 통해 깁스 샘플러 방법의 수렴 속도를 향상시킬 

수 있다([4]의 Algorithm 3).

여기서 H-i,c(•)는 

를 만족하는 확률분포이다. ci들을 번갈아가며 반복적으로 추출

함으로써 c를 얻었다면 는 식 (1)을 통해 추출할 수 있다. 따

라서 c, 로부터 θ를 얻을 수 있다. 이 방법은 붕괴 깁스 샘플러

(Collapsed Gibbs sampler)라 불리고 수렴 속도가 가장 빠르다.

여러 가지 깁스 샘플러 방법 중에서 어떤 방법을 사용할 지를 

결정하기 위해서는 데이터 종류, 크기 뿐 아니라 병렬처리 가능

성 등 다양한 요소들을 고려하여야 한다.

 나. 변분 베이즈 (Variational Bayes, [5])

q(θ|v)를 v가 모수인 θ에 대한 확률분포라 할 때, 변분 베이
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즈 방법은 p(θ |x)와 q(θ |v)가 가장 가까워지도록 하는 을 찾

아서 p(θ |x)를 q(θ | )으로 근사하는 것이다. 

변분 베이즈 방법에서 p(θ |x)와 q(θ | )의 거리의 측도로는  

쿨백-라이블러 발산을 사용한다.

변분 베이즈 방법에서는 를 구하기 쉽도록 변분 분포를 선택

하는 것이 중요하다. 보통 변수간의 독립성을 가정한 분포를 변

분 분포로 사용한다.

디리클레 과정 혼합모형에서는 막대 자르기 과정을 P =

로 근사하여 π,, c에 대한 변분 분포를 다음과 같

이 정의한다.

여기서 q1은 베타 분포, q2는 H와 같은 지수족의 분포, q3는 

다항분포이다. 변분 베이즈 방법은 모수 v = (γ, τ, η)를 아래 

식들을 반복하여 추정하는 것이다.

여기서 λ = (λ1, λ2)는 H의 모수이고, Sk는 [5]를 참고하라.

변분 베이즈 방법은 계산이 빠른 이점이 있지만 실제 사후분

포는 변분분포에서 많이 벗어나기 때문에 아무리 변분 모수 v

를 잘 추정하더라도 사후분포를 정확하게 근사할 수 없다는 치

명적인 단점이 있다.

Ⅲ. 디리클레 과정 혼합모형의 응용

이 장에서는 머신러닝 분야에서 사용되는 디리클레 과정 혼합

모형의 다양한 응용에 대해 살펴본다.

1. 군집 분석(Clustering)

디리클레 과정의 불연속성에 의해 θ i의 값이 같은 자료들은 

하나의 군집을 형성한다. 따라서 군집의 개수를 미리 지정하지 

않아도 자료를 설명하는데 필요한 만큼의 군집 개수를 스스로 

찾아서 군집을 만들어 준다. <그림 1>은 디리클레 과정 혼합모

형을 이용하여 군집분석을 수행한 것의 결과를 나타낸다. 

2. 스파이크 분리(Spike sorting)

여러 뉴런에서 신호를 동시에 얻었을 때 이들을 각각의 뉴런별 

신호로 분리해 내는 문제를 스파이크 분리라 한다. [6]에서는 디

리클레 과정 혼합모형을 요인 분석(Factor analysis)에 사용하

여 스파이크 분리에 응용하였다. 사용한 모형은 다음과 같다.

여기서 xi는 하나의 신호를 나타내고, D는 신호의 차원, Ψ는 

d번째 대각원소가  인 대각행렬, H는 (μ ,Λ)에 대한 사전분

포로 μ는 NIW(normal-inverse Wishart) 분포를 따르고 Λ

는 N(0,I/v)를 따르는데 이 때 v는 G(1/2, 1/2)를 따른다. 

그림 1. 디리클레 과정 혼합모형을 이용한 군집분석

(이 그림은 Zoubin Ghahramani의 UAI 2005 tutorial 슬라이드에서 가져왔다 .)

그림 2. 디리클레 과정 혼합모형을 이용하여 분리된 스파이크 파형 (이 그림은 [6]에서 가져왔다.)
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G는 감마 분포를, IG는 역감마 분포를 의미한다.

<그림 2>는 10개의 군집에 대해서 반복횟수가 증가함에 따라 

해당 군집에 속하는 스파이크들을 그림으로 나타낸 것이다.

3. 하플로타입(Haplotype) 추정

하플로타입은 부모 중 한명으로부터 받은 유전자 서열을 나타

내고, 유전자형(genotype)은 부모로부터 각각 받은 두 하플로

타입들의 조합이다. 

[7]에서는 유전자형이 주어졌을 때 하플로타입을 추정하는 문

제에 디리클레 과정 혼합모형을 사용하였다.

4. �계층적 디리클레 과정(Hierarchical Dirichlet 

processes, [8])

계층적 디리클레 과정은 그룹화된 자료를 다루기 위해 제안되

었다. j번째 그룹의 랜덤확률측도를 Pj라 할 때 계층적 디리클

레 과정을 다음과 같이 정의한다.

P는 디리클레 과정을 따르기 때문에 이산분포이다. 따라서 P

가 기본분포인 디리클레 과정을 따르는 Pj들은 모두 P와 받침

(support)이 같다. 따라서 그룹간의 의존성을 반영한 군집분석

이 가능하다.

계층적 디리클레 과정을 사전분포로 사용하는 계층적 디리클

레 과정 혼합모형은 다양한 분야에서 응용되고 있다.

 가. 토픽모형 (Topic model, [8])

문서 자료는 단어들이 문서 속에 포함되어 있는 전형적인 그

룹화된 자료이다. 문서 자료에서 주제를 찾아내고자 하는 토픽

모형은 계층적 디리클레 과정 혼합모형이 가장 많이 사용되고 

있는 분야이다.

여기서 J는 문서의 수, nj는 j번째 문서에 있는 단어의 개수, 

xji는 j번째 문서의 i번째 단어를 의미한다.

나. 시각 장면 분석(Visual scene analysis, [10])

이미지 자료를 가지고 이미지 속의 물체들의 위치를 찾아내는 

것을 시각 장면 분석이라 한다. 이미지에 포함된 물체들의 종

류에 따라 이미지 자료를 그룹화 할 수 있다. 이미지는 여러 부

분들의 조합으로 볼 수 있고, 이러한 부분들은 많은 이미지에서 

공통으로 나타나기 때문에 계층적 디리클레 과정 혼합모형을 

통해 이미지 자료를 분석할 수 있다. 공통된 부분이라도 이미지 

자료마다 다른 위치에 나타나기 때문에 [10]에서는 이를 반영할 

수 있도록 계층적 디리클레 과정을 발전시킨 변형 디리클레 과

정(transformed Dirichlet processes)을 이용해 분석하였다. 

<그림 5>는 시각 장면 분석을 통해 네 가지 이미지를 분할

(segmentation)한 결과이다. 자동차, 빌딩, 길을 각각 빨간색, 

초록색, 파란색으로 나타내었다.

그림 3. 하플로타입과 유전자형

그림 4. 토픽모형 (이 그림은 [9]에서 가져왔다.)

그림 5. 변형 디리클레 과정을 이용한 시각 장면 분석 결과 (이 그림은 [10]에서 가져왔다.)
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Ⅳ. 결 론

본고에서는 군집분석을 위한 비모수 베이지안 방법 및 다양한 

기계학습에서의 응용을 살펴보았다. 베이지안 방법의 가장 큰 

장점은 군집의 수에 대한 추론이 가능하다는 것이며, 이는 여러 

가지 기계학습 분야에서 매우 유용하게 사용될 수 있다. 

본고에서 살펴보지 못한 주제로는 디리클레 과정을 대체할 

수 있는 다양한 비모수 사전분포들(예: Pitman-Yor process, 

[11]), 거대자료에서 효율적인 사후분포 계산을 위한 병렬알고리

즘([12]), 시간에 따라 변하는 모형에 대한 추론([13]) 등이 있다. 
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