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Ⅰ. 서 론

수학적 지식은 “이면 이다.”와 같은 조건명

제로 표현되는 경우가 많다. 예를 들어, 중학교 

수학 2의 사각형의 단원에서 평행사변형의 정의

와 성질 및 평행사변형이 되는 조건은 “이면 

이다.”의 문장구조로 기술된다. 이러한 수학 명

제는 참 또는 거짓을 구분할 수 있는 문장이나 

수식으로 정의되고, 참인 명제는 수학적 논리에 

의해 그 의미가 확실하게 해석될 것으로 간주되

는 인식론적 신념이 있다(Muis, 2004; Schoenfeld,

1988, 1989).

수학 교실에서는 “이면 이다.”로 표현된 수

학적 지식을 이해하기 위해 일반적으로 조건 

와 결론 에 주목한다. “평행사변형은 사다리꼴

이다.”는 평행사변형과 사다리꼴의 정의에 의해 

정당화되므로, 교사들은 이해가 부족한 학생들을 

위해 조건 에서 결론 에 이르는 수학적 논리

의 절차를 강조한다.

그러나 사각형의 정의로부터 정확한 결론에 

도달하는 van Hieles 3수준(관계적/비형식적 연역 

수준) 이상의 학생들 중에서도 사각형의 계층적 

분류의 아이디어에 대해서는 부정적인 신념을 

보이는 경우가 많다(Clements, Battista, 1992; De

Villiers, 1987, 1994, 2010). 이에 De Villiers(1994)

는 사각형의 계층적 분류에 대한 기능적 이해

(functional understanding)와 더불어 일상적 언어의 

적절한 해석이 중요함을 주장하였다. 평행사변형

과 사다리꼴 및 ‘이다’는 독립적으로 여러 의미

를 내포할 수 있으므로, “평행사변형은 사다리꼴

이다.”는 하나의 구조적인 체계 안에서 이해되어
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1) 본고에서는 ‘이다’가 사용된 문장(‘이다-글월’)의 문장 구조를 ‘이면(는) 이다.’의 형식에 한하여 논의하
였고, 한국어 ‘이다’와 영어의 ‘is(be)’를 같은 언어 기호로 간주하였다. 대부분 ‘is’ 또는 ‘be’를 ‘이다’로 
통일하여 사용하였으나, 의미원소로서 ‘be’의 용법을 제시한 부분에서는 본연의 의미를 전달하기 위하여 
‘be(is)’를 사용하였고, [그림 II-1]과 [그림 II-3]에서는 '이다'와 ‘동치관계’의 자연스러운 연결을 드러내기 
위하여 ‘is’를 사용하였다.
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“평행사변형은 사다리꼴이다.”에서 ‘이다’1) 에 대한 고찰
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“평행사변형은 사다리꼴이다.”에서 ‘이다’는 애매하고 그 의미가 매우 풍부한 기호이

다. 이 연구는 일상적 언어 ‘이다’가 문맥과 상황에 따라 다양하게 해석되는 의미원소임

을 밝히고 수학에서 사용되는 ‘이다’의 의미를 구분하여 논의한다. 그리고 ‘동일성’의 

관념에 주목하여, 수학적으로 ‘같음’을 나타내기 위해 사용되기도 하는 ‘이다’를 동치관

계의 개념과 Van Hieles의 기하 사고 수준 이론으로 재해석하여 살펴본다. 수학적 기호

로서 ‘이다’에 대한 분석 결과 ‘이다’는 수학적 아이디어를 의미 있게 생성하는 데 중요

한 의의가 있다고 판단된다.
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야 하는 것이다.

특히 평행사변형과 사다리꼴을 결합하는 ‘이

다’는 애매하고 그 의미가 매우 풍부한 기호이

다. 러셀은 완전히 서로 다른 관념들을 표현하기 

위해 같은 단어 ‘이다'가 사용된다고 설명하면

서, 수학에서 사용되는 ‘이다’의 의미를 네 가지

로 구분하였다(Russell, 1903, pp. 64-65). “이면 

이다.”에서 ‘주어-이름’인 조건 와 ‘술어-이름’

인 결론 는 ‘이다’에 의해 특별한 관계의 측면

에서 연결되므로, “이면 이다.”를 수학적으로 

판단하기 위해서는 주어와 술어를 종합하여 ‘이

다’의 의미를 점검해야 한다.

이에 본고에서는 ‘이다’를 수학적 지식을 표현

하는 하나의 기호로 인식하고, 다음과 같은 연구

문제에 대해 탐색하고자 한다.

첫째, 일상적 언어 ‘이다’는 문맥과 상황에 따

라 어떻게 해석될 수 있는가?

둘째, 러셀이 구분한 ‘이다’의 의미 분류에서 

“평행사변형은 사다리꼴이다.”를 해석하는 데 

혼란을 일으키는 ‘이다’는 어떤 의미의 '이다'인

가?

셋째, 수학적으로 ‘같음'을 나타내기 위해 사용

되기도 하는 ‘이다’를 동치관계의 개념으로 재

해석하면 어떤 결론에 도달할 수 있는가?

넷째, van Hieles의 기하 사고 수준 이론에 따라 

‘이다'의 언어적 이해 수준은 어떻게 구분될 수 

있는가? 또 이러한 ‘이다'의 언어적 이해 수준

의 구분은 어떤 의미가 있는가?

이러한 연구문제에 대한 논의를 통해 수학 교

수학습 과정에서 사용되는 일상적 언어 ‘이다’의 

다양한 의미를 살펴보고, 수학적 지식을 표현하

는 ‘이다'가 상황 및 맥락에 따라 적절하게 해석

되어야 함을 강조하고자 한다. 그리고 수학적으

로 ‘같음’의 개념을 나타내기도 하는 ‘이다’를 통

해 상대적으로 다양하고 유연하며 자유로운 수

학적 지식의 본질을 드러내고자 한다. 마지막으

로 ‘이다’의 언어적 이해 수준을 구분하여 수학

적 개념의 발달과정과 수학적 아이디어의 의미 

생성에 대한 시사점을 얻고자 한다.

Ⅱ. 일상적 언어 ‘이다’의

애매성과 다의성

1. 의미원소로서의 ‘이다’

유클리드는 수학이 일상적 언어(상식, common

sense), 공리 그리고 논리로 구성된다고 했다. 학

교수학은 공리적 체계가 아니고 중학교 수학에

서는 수학 명제의 논리적 구조 “이면 이다.”

를 다루지 않으므로, 중학생들은 “평행사변형은 

사다리꼴이다.”라는 문장을 일상적 언어와 암묵

적으로 내면화된 개인의 논리적 구조로 해석할 

수 있다. Clements, Battista(1992)와 De Villiers

(1987, 1994, 2010)의 연구에서도 중학생들이 여

러 가지 사각형의 포함관계를 의미 있게 학습하

려면 van Hieles 3수준의 사고능력과 함께 언어

적 의미의 정확한 해석능력이 필요함을 지적한 

바 있다.

이 절에서는 일상적 언어의 관점에서 “평행사

변형은 사다리꼴이다.”라는 수학 명제를 ‘이다(-

글월)’의 문장 구조로 분석하기 위해 먼저 ‘이다’

에 대한 「조사」로서의 의미를 파악한다.

국립국어원 표준국어대사전에 기술되어 있는 

‘이다’의 「조사」로서의 첫 번째 의미는 “(체언 

뒤에 붙어) 주어가 지시하는 대상의 속성이나 

부류를 지정하는 뜻을 나타내는 서술격 조사”이

다. 만약 ‘부류’의 의미로 “평행사변형은 사다리

꼴이다.”의 문장의 의미를 잘 이해했다면 평행사

변형과 사다리꼴의 포함관계를 이해할 수 있다.

그런데 다음과 같은 순서로 교과서에 제시되

어 있는 평행사변형과 사다리꼴의 정의 및 정리
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의 ‘이다’는 상황 또는 문맥에 따라 대상의 속성

일 수도 있고 부류일 수도 있으므로, 학생들은 

‘이다’의 의미 차이를 인지하기 어려울 수도 있다.

① 평행사변형은 두 쌍의 대변이 각각 평행한 

사각형이다.

② 사다리꼴은 한 쌍의 대변이 평행한 사각형

이다.

③ 평행사변형은 사다리꼴이다.

①과 ②에서 사용한 ‘이다’는 두 대상을 같은 

자격으로 이어 주는 접속 조사로서 주어인 대상

의 속성을 서술한다. 이는 수학적 정의이므로,

①과 ②의 ‘이다’ 기호에는 수학적 동치의 개념

이 내포되어 있다. 따라서 ‘이다(is)’는 ‘같다(is

equivalent to)’의 의미이다. 하지만 ③의 ‘이다’는 

‘같다’의 의미가 아니다. ③은 “평행사변형은 특

별한(special) 사다리꼴이다.”와 같이 해석하여 평

행사변형의 또 다른 ‘이름’이 사다리꼴이라고 생

각해야 이해하기가 더 쉽다(De Villiers, 1994).

이처럼 평행사변형과 사다리꼴의 정의를 계층

적 분류의 관점에서 제대로 이해했다고 하더라

도 일상적 언어 ‘이다’를 잘못 해석하게 되면,

“평행사변형은 사다리꼴이다.”라는 문장은 충분

히 이해되기 어려울 수 있다.

게다가 일상적 언어인 ‘이다’는 의미원소

(semantic primes/primitives)이다. 의미원소는 언어

학 이론 Natural Semantic Metalanguage(이하 

NSM) 모델에서 근간이 되는 개념으로 언어 구

조 및 문법과 함께 의미론적 핵(semantic core)을 

이루는 요소이다(Goddard, Wierzbicka, 2002,

2014). NSM의 창시자인 Wierzbicka는 모든 것들

을 정의할 수 없기 때문에 정의되지 않는 기본 

개념이 필요하다고 주장하였고, 이를 의미원소라

고 명명하였다(1992). 의미원소는 인간 사고의 

본유 언어(innate language)로서(1992, p.210), 언어 

보편적이고 선천적으로 이해되는 개념이다. 이들

은 더 간단하거나 쉬운 단어로 표현되지는 않으

며 일반적으로 대화를 통해 자연스럽게 학습되

는 특징이 있다(wikipedia).

한국어 ‘이다’에 대응하는 영어 ‘is(be)’는 NSM

이 제시한 60여개 남짓의 의미원소 중 하나이다.

의미원소로서 ‘is(be)’는 맥락 및 구문론적 틀에

서 이해 가능하므로, NSM은 ‘is(be)’를 비롯한 

의미원소들을 사용되는 맥락과 구문으로 범주화

하여 제시하고 있다. <표 II-1>은 NSM의 의미원

소 도표에서 ‘is(be)’를 발췌한 것이다. ‘is(be)’는 

누구나 알고 있다고 생각하여 설명 없이 사용하

는 기본 어휘이지만, 상황에 따라 그 의미는 매

우 달라짐을 알 수 있다.

의
 분
류

BE

(SOMEWH

ERE)

THERE

IS

BE

(SOMEONE/

SOMETHIN

G)

(SOMETHI

NG) IS

(SOMEON

E'S)2)

의
미

location

(장소,

위치)

existence

(존재)

specification

(상기, 상술)

possession/

have

(소유)

맥
락
 및
 구
문

-someone

is

somewhere

(in a

place)

-something

is

somewhere

(in a

place)

-someone

is with

someone

else

-there is

something

in this

place

-there is

someone

in this

place

-there are

two/many

kinds of

…

-this

someone is

someone like

me

-this is

something of

one kind

-this is

something

big/small

-I know who

this someone

is

-this thing

(knife,

shirt, etc.)

is mine

-this thing

is someone

else’s

-whose

(knife,

shirt, etc.)

is this?

<표 II-1> NSM이 제시한 의미원소 BE의 도표

(2015년 5월 기준)

2) 이 표현만 2014년도의 NSM 의미원소 도표의 표기이다. 2015년의 NSM 의미원소 도표에는 (BE) MINE/

SOMEONE’S로 표기되어 있다.
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평행사변형과 사다리꼴의 정의와 정리에서의 

‘is(be)’는 NSM의 의미원소 도표에서 세 번째 분

류인 specification(상기, 상술)에 속한다. 그렇지만 

평행사변형과 사다리꼴의 정의에서의 ‘is’는 “this

is something big/small”에 해당하는 상술인 반면 

“평행사변형은 사다리꼴이다.”에서의 ‘is’는 “this

is something of one kind”에 해당하는 상술이다.

만약 학생들이 평행사변형과 사다리꼴의 정의 

및 정리에서의 ‘is(be)’를 NSM의 의미원소 도표

에서 범주화한 상술의 의미로만 해석하면, “평행

사변형은 사다리꼴이다.”라는 수학적 지식을 학

생 개인의 것으로 내면화했다고 보기 어렵다.

수학교육에서 사용하는 일상적 언어 ‘이다’는 

국어사전이나 NSM에 기술되어 있는 만큼 다양

한 의미를 내포하고 있지는 않다. 그러나 일상적 

언어 ‘이다’가 상황이나 맥락에 따라 다양한 의

미로 해석이 가능한 것처럼, 수학에서의 ‘이다’

또한 한 가지 의미로만 해석되지 않는다. 따라서 

교수학습 상황에서 “평행사변형은 사다리꼴이

다.”와 같은 수학적 지식을 효과적으로 의사소통

하기 위해서는 평행사변형과 사다리꼴의 수학적 

개념과 함께 일상적 언어 ‘이다’에 대한 충분한 

이해가 필요하다. 그리고 ‘이다’는 더 간단한 단

어로 설명되기 어려운 의미원소이므로, 교사는 

의미가 다른 몇몇 ‘이다’ 문장을 함께 제시하여 

학생들이 ‘이다’의 여러 의미를 파악할 수 있도

록 도울 필요가 있다.

2. 러셀의 의미 분류에 따른 ‘이다’

동사 ‘be’3)는 여러 시대를 거쳐 첫째, 어떤 것

이 실제로 있음을 뜻하는 존재적 용법, 둘째, ‘-

처럼 보인다’와 대조되어 ‘실제로 -이다, -하다’

를 의미하는 진리적 용법, 셋째, 주어와 술어를 

연결시키는 계사적 용법으로 정착되었다(박희영,

1995, pp.15-16). 이외에도 동사 ‘be’의 폭넓은 용

법과 애매성에 대한 논의는 서양철학에서 계속

되어 왔다(강성훈, 2013). 이 장에서는 ‘이다’를 

러셀의 관점으로 살펴본다.

러셀은 수학에서 사용되는 ‘이다’ 동사를 다음과 

같은 네 가지 의미로 구분하여 정리하였다

(Russell, 1903, p. 64; 박희영, 1995, p. 17., 재인

용)4).

①존재의 ‘이다’: (∃) F 

②서술의 ‘이다’: F 

③동일성의 ‘이다’: P=Q

④유개념 함축5)의 ‘이다’: P⊂Q

중학교 수학 2의 평행사변형에 관련된 수학 

명제들은 러셀이 구분한 네 가지 의미의 '이다'

관점에서 서로 다른 관념들을 표현한다. 평행사

변형에 관련된 정의와 정리들을 러셀의 ‘이다’

관점에서 해석하면 <표 II-2>와 같다.

특히 학교수학에서 혼란을 일으키는 ‘이다’는 

러셀의 관점에 따른 ‘이다’의 의미 분류 중 ③

3) 이 글에서는 ‘be’ 동사의 세 가지 용법으로 정리하였으나 원래 이는 ‘be’ 동사에 대응하는 그리스어 
‘einai’ 동사의 용법이다(박희영, 1995, p. 15.). 현대 철학자/논리학자들은 ‘be’ 동사를 존재, 동일성, 계사,

함축의 네 가지 용법으로 구별하지만(강성훈, 2013), 서양철학에서는 ‘be’ 동사와 함께 ‘einai’ 동사에 내
재한 애매성에 대한 논의가 풍부하므로(강성훈, 2013; 박희영, 1995), ‘einai’ 동사의 용법을 기술하였다.

4) 러셀은 [The principles of mathematics]에서 ‘identity’의 개념을 설명하는 과정 중 “is는 대단히 애매하고,

다양한 의미를 혼동하지 않기 위해 엄청난 주의가 필요하다.”라고 하였다. 그리고 ‘is’를 (1) the sense in

which it asserts Being, as in “A is”; (2) the sense of identity; (3) the sense of predication, in “A is human”;

(4) the sense of “A is a-man”, which is very like identity로 구분하였다(pp.65-66).

5) 유개념(generic concept)은 종개념(specific concept)과 함께 설명되는 것으로 간단히 유(類)와 종(種)이라고
도 한다. 어떤 개념의 외연이 다른 개념의 외연보다 클 때, 전자가 유개념으로 후자가 종개념으로 불린
다. 예를 들면 동물과 함께 ‘생물’의 범위에 속하는 ‘식물’에서 ‘생물’이 유개념이고 ‘식물’은 종개념이다
(철학사전, 2009).
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‘동일성’과 ④‘유개념 함축’이다. 평행사변형의 

개념 A와 사다리꼴의 개념 B를 주어와 술어의 

자리에 놓고 ‘이다’ 기호로 결합했을 때 일상적 

언어 ‘이다’를 ③‘동일성’의 의미로 인식하는 상

황은 [그림 II-1]과 같이 나타낼 수 있고, ④‘유개

념 함축’의 의미로 인식하는 상황은 [그림 II-2]

와 같이 나타낼 수 있다. 중학교 수학 2에 제시

된 평행사변형의 성질들은 평행사변형의 정의와 

필요충분조건을 만족하므로, 평행사변형의 정의

와 성질들은 [그림 II-1]과 같이 ‘동일성’의 관념

으로 인식해도 무방하다. 하지만 “평행사변형은 

사다리꼴이다.”의 ‘이다’는 [그림 II-2]와 같은 

‘유개념 함축’의 관념으로 인식해야 한다.

[그림 II-1] 일상적 언어 ‘이다’의 

일반적 인식

[그림 II-2] “평행사변형은 

사다리꼴이다.”의 ‘이다’

6) 한국말 ‘이다’와 ‘하다’는 동의어가 아니지만 ‘Be’동사와 그리스어 ‘einai’가 ‘있음’과 ‘-임’, 그리고 ‘-함’으
로 번역될 수 있으므로 기호 ‘한다’는 주어와 술어를 연결하는 기능적 의미에서 ‘이다’와 같은 기호로 생
각할 수 있다. 일반적으로 평행사변형의 성질은 “평행사변형에서 두 대각선은 서로 다른 것을 이등분한
다.”와 같이 기술되지만, ‘이다’의 ‘서술’의 의미를 드러내기 위하여 위와 같이 표기하였다.

평행사변형과 관련된
수학 명제

러셀의 관점에 따른 해석
‘이다’의
의미 분류

“이것은 평행사변형이다.”
문장 전체를 F 로 보았을 때, ‘(=평행사변형)’가 존
재함을 의미하는 ‘이다’이다.

①

‘존재’

“두 대각선이 서로 다른 것을 이
등분하는 것은 평행사변형의 성
질이다.”

명제의 조건은 ‘평행사변형(의 정의)’이고, 명제의 결론
은 ‘두 대각선은 서로 다른 것을 이등분한다6)’는 성질
이므로 주어와 술어를 서술로 결합하는 ‘이다’이다.

②

‘서술’

“두 쌍의 대변의 길이가 각각 같
은 사각형은 평행사변형이다.”

‘두 쌍의 대변의 길이가 각각 같은 사각형’ P와 ‘두 쌍
의 대변이 각각 평행한 사각형’ Q가 수학적으로 동치이
므로 동일성을 의미하는 ‘이다’이다.

③

‘동일성’

“평행사변형은 사다리꼴이다.”

‘평행사변형’들의 집합 P는 ‘사다리꼴’들의 집합 Q에 포
함된다. 즉, 평행사변형의 개념은 종개념으로서 유개념
인 사다리꼴의 개념을 내포하고 있으므로 유개념 함축
을 의미하는 ‘이다’이다.

④

‘유개념 함축’

<표 II-2> 러셀의 관점에 따른 ‘이다’의 의미 분류
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평행사변형과 사다리꼴의 정의는 분류의 기준

에 따라 바뀔 수도 있다. 따라서 평행사변형과 

사다리꼴의 정의를 그대로 전달하고 암기하는 

교수학습은 학생들에게 수학적 지식의 유용함과 

가치를 전달하기 어렵다. 수학적 지식에 대한 부

정적인 신념은 무의미하게 암기한 문장 하나에

서도 암묵적으로 형성될 수 있다. 또한 수학적 

사고는 “평행사변형은 사다리꼴이다.”라는 지식 

그 자체를 강조할 때 발달하는 것이 아니라 상

황에 따라 유동적인 ‘이다’ 문장 구조의 논리적 

해석을 경험할 때 발달할 수 있다. ‘be' 동사의 

애매성과 풍부한 다의성이 그리스 철학의 형이

상학적 사고에 대한 논의로 승화되었던 것처럼,

수학 교수학습 상황에서도 ‘이다’ 기호에 대한 

사고 과정을 통해 수학의 본질을 경험할 수도 

있을 것이다.

Ⅲ. 수학적 언어로서의 ‘이다’

1. 동치관계에 의한 ‘이다’의 재해석

학교수학에서 ‘이다’를 ‘동일성’의 관념으로만 

인식하는 상황에 대한 원인은 기호 ‘=’에서도 찾

을 수 있다. 즉, 학생들의 일상적 언어 ‘이다’는 

학교수학에서 암묵적으로 ‘=’의 의미로 인식되기 

때문에 ‘이다’에 대한 ‘=’의 과정 개념(procept)이 

‘이다’의 개념 정의(concept definition)에 부정적인 

영향을 미치는 것이다.

등호는 초등수학에서 고등수학에 이르기까지 

가장 많이 사용되는 수학적 기호로 일상적으로 

‘같음’을 의미하는 데에도 사용된다. 초등학교 

교과서에서 기호 ‘=’는 주로 연산의 결과를 나타

낸다. ‘  ’를 “ 더하기 는 와 같습니

다.”라고 기술하지만 실제의 교수학습에서는 “삼 

더하기 이는 오”로 읽기도 한다. 학생들은 이러

한 수학 교수학습 과정으로 인해 ‘=’와 ‘이다’를 

같은 기호로 오해할 수 있다.

이러한 등호에 대한 수학적 경험들은 학생들

에게 ‘이다는 좌변의 대상과 우변의 대상이 같

을 때 연결되는 언어 기호’라는 직관을 형성할 

수 있으며, 고착화된 ‘이다’의 의미는 다시 수학 

교수학습에 영향을 준다(Baroody, Ginsburg,

1983). 많은 수학 명제의 표현에서 이러한 직관

은 아무런 문제없이 작동하지만 “평행사변형은 

사다리꼴이다.”와 같은 문장에서는 인지적 장애

가 발생할 수 있다.

그러나 수학적 기호로서 ‘=’는 집합, 방정식,

함수, 기하 등의 다양한 수학 영역에서 ‘같음’을 

뜻할 때조차도 identity, equality, equivalence 등을 

사용하여 다양한 ‘같음’에 미묘한 차이를 드러낸

다(Gattegno, 1974, p.83; Kieran, 1981, p. 317, 재

인용). 수학에서 각 개념은 수학적인 아이디어

(mathematical idea)와 더불어 수학화되기 이전의 

일상적인 의미(ordinary meaning)에 발생의 기원

을 두고 있는 경우가 많으므로(Gardiner, 1982;

도종훈, 최영기, 2003, 재인용), 합동(congruence),

닮음(similar), 동치(equivalence)에 내포되어 있는 

일상적인 의미7)는 수학적으로 ‘같음’에 어떤 차

이가 있는지를 이해하는 데 도움이 된다.

학교수학의 기하학에서 합동(congruence)의 개

념은 두 도형의 모양과 크기가 서로 같다는 뜻

으로 수학적 기호 ‘≡’를 사용하여 나타낸다. 학

교수학의 기하학에서 ‘=’는 두 도형의 넓이의 값

이 같을 때 사용된다. 그리고 학교수학에서의 닮

음(similarity)은 어떤 두 도형이 크기와 관계없이 

모양이 같을 때 사용된다. 학교수학에서의 합동 

개념 A와 닮음 개념 B를 주어와 술어의 자리에 

7) [네이버 어학사전]에서 congruence는 일치, 합치, 조화; 적합(성), 합동으로, similar(similarity)는 비슷한, 유
사한, 닮은으로, equivalent(equivalence) (가치, 의미, 중요도 등이) 동등한, (-에) 상당하는 것, 등가물로 기
술되어 있다. 참고로 ‘same’은 의미원소(semantic primes)이다.
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놓고 ‘이다' 기호로 결합했을 때의 ‘이다’는 러셀

의 관점에서 ④ ‘유개념 함축’을 의미하고, 이는 

앞의 [그림 II-2]와 같다.

하지만 합동과 닮음은 모두 동치관계(equivalence

relation)이다. 동치관계는 일상적 언어에서의 ‘똑

같음’이 아니지만 수학적 공리의 3가지 조건을 

논리적으로 확인하여 ‘같음’을 나타낼 수 있는 

수학적 개념이다. ‘서로 달라 보일 수도 있지만 

어떤 구조적인 맥락에서는 같음’이 동치관계의 

수학적 의미이다. 따라서 수학에서는 합동인 두 

도형만 동치가 아니라 닮음인 두 도형도 동치가 

될 수 있다. 이를 앞의 논의와 비교하여 설명하

기 위해 도식화하면 [그림 II-3]과 같다.

[그림 II-3] 수학적 공리 체계에서의 '이다'

수학적으로 ‘같음’에 대한 수학적 아이디어는 

다양할 수 있다. 학교수학에서 ‘같음’은 대학수

학의 ‘같음’으로 이행(transition)되는 과정에서 

‘동치관계’나 ‘구조적 같음’ 혹은 ‘동형’ 등의 형

식적인 수학적 아이디어를 포함하기 때문에(도

종훈, 최영기, 2003) 수학적으로 ‘같음’의 본질적 

의미를 이해하기 위해서는 학교수학의 수준을 

뛰어넘는 사고가 요구된다.

한편 수학적 개념으로서 ‘같음’을 사고하는 과

정은 일상적으로 ‘같음’을 표현하기 위해 언어 

기호 ‘이다’를 사용하는 과정과 미묘한 차이가 

있다. 일상적으로는 두 대상의 관계가 ‘같음’임

을 확인한 후 ‘동일성(identity)’의 관념을 나타내

는 ‘이다’를 사용하여 표현하지만, 수학에서는 

‘같음(=이다)’을 정의한 후에 두 대상의 관계가 

‘같음'임을 확인한다. 다시 말하면, ‘같음’을 표현

하는 일상적 언어 ‘이다’와 수학적 지식에서의 

‘이다’는 사고의 순서가 반대이다8). 예를 들어,

수학적으로 닮음(similarity)이 ‘같다’고 했을 때에

는 합동의 개념에서 길이를 제외하고 각만 불변

으로 다룬 것으로, 닮음의 세계에서 모든 정사각

형은 같다.

이처럼 “평행사변형은 사다리꼴이다.”의 ‘이다’

는 ‘이다’에 대한 다른 차원의 상황을 제공하는 

수학적 지식이다. “평행사변형은 사다리꼴이다.”

의 정당화 과정을 여러 번 반복하여 메시지를 

그대로 복제할 수 있다는 언어적 신념은 비활성

적 아이디어(inert ideas)9)를 동반하기 때문에 무

용하고 유해하다(whitehead, 1929). 아이디어를 의

미 있게 생성하는 ‘이다’를 수학적 기호로서 주

목할 필요가 있다.

2. van Hieles의 기하 사고 수준 이론에 

의한 ‘이다’의 재해석

van Hieles의 기하 사고 수준 이론은 학생들이 

기하학습에서 보여주는 사고의 과정을 이해하는 

데 유용한 모델이다(Battista, 2007; 나귀수, 1998).

그리고 van Hieles 이론에서 높은 수준으로의 이

행은 사고를 표현하는 언어의 발달과 관련이 있

다(우정호, 1998, p.312).

De Villiers(1994)는 van Hieles 3수준의 학생들

이 수학적 논리의 과정을 잘 따르면서도 도형들

8) 클라인(Felix Klein)의 에를랑겐 프로그램(Erlangen program)의 관점에서 수학적 지식에서의 ‘이다’의 사고
의 순서를 고찰하였다.

9) 사용되거나 검증되거나 새로운 조합으로 연결됨이 없이 단지 마음속으로 수용하게 되는 아이디어를 
whitehead(1929)가 The aims of education에서 ‘inert ideas’라고 했다.
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의 포함관계에 대해서는 피상적인 반응을 보이

는 현상에 대한 원인으로 기능적 이해(functional

understanding)의 부족을 주장한 바 있다. 학생들

이 관계적 및 논리적 이해 능력 혹은 정의하기 

능력을 갖췄다 하더라도 교과서가 선택한 사각

형의 계층적 분류의 기능적 장점들에 대한 이해

(functional understanding)가 부족하다면 사각형의 

계층적 분류에 대한 아이디어를 선호하기 어렵

다는 것이다.

분할의 관점에서 사각형을 정의하는 것은 수

학적으로 ‘틀림’이 아님에도 불구하고 교과서나 

저자들은 하나의 옳은 수학적 정의가 있다는 입

장을 취하는 것처럼 보인다. 이러한 교수학습 환

경에서 학생들 스스로 사각형의 분류에 대한 여

러 관점을 갖기에는 무리가 있을 수 있다.

그리고 “하나의 도형에 하나의 이름을 붙인

다.”는 생각으로 여러 가지 사각형을 분류한다면

(박경미, 임재훈, 1998, p.566) 분할의 관점은 포

함의 관점보다 자연스러운 전략일 수 있다. 일반

적으로 사다리꼴이라는 용어는 평행사변형이 아

닌 사다리꼴을 지칭할 때 사용되며, 평행사변형

을 사다리꼴이라고 부르지는 않는다. 미국수학회

(AMS, American Mathematics Society)는 사다리꼴

을 “‘오직’ 한 쌍의 대변이 평행한 사각형”으로 

정의하였으며(박경미, 임재훈, 1998, p.566), 유클

리드 원론에서는 정사각형(square), 직사각형

(oblong), 마름모(rhombus/rhomboid), 사다리꼴

(trapezia)을 서로소(disjoint)로 정의하였다(Euclid,

Elements, Volume 1: 154; Usiskin 외, p.19, 재인

용). 이와 같이 분류와 이에 대응하는 정의는 임

의적이고 절대적이지 않기 때문에, 여러 가지 사

각형의 수학적 정의는 계층적 분류와 분할 분류

의 관점에 따라 합리적으로 선택 가능함을 인지

해야 한다.

또한 van Hieles 1수준(시각적 인식 수준)의 학

생들은 도형을 전체의 모양으로 구별하므로

(Fujita, Jones, 2007; 나귀수, 1998), 평행사변형과 

사다리꼴을 시각적 이미지로 표상하여 분류할 

경우, 분할 분류의 관점에 따른 사각형의 정의가 

더 자연스러울 수 있다. 즉 학생들은 van Hieles

1수준에서 분할의 관점을 취하기가 더 쉽다. 암

묵적으로 분할의 관점을 유지한 상태로 3수준에 

도달한 학생들에게 “평행사변형은 사다리꼴이

다.”라는 도형들의 포함관계는 내적으로 점유되

기 어려운 문장이 된다. 하지만 포함의 관점에서 

사각형을 분류한 교사와 분할의 관점에서 사각

형을 분류한 학생은 어느 정도의 의사소통이 가

능하기 때문에, 교사는 학생들이 겪는 인지적 어

려움의 원인이 관점의 차이임을 모를 수도 있다.

그러므로 사각형의 계층적 분류에 대한 가치

나 기능에 대한 충분한 논의는 중요하다. 그리고 

“평행사변형은 사다리꼴이다.”에서 평행사변형은 

서로 다른 두 개의 ‘이름’을 가지고 있다는 언어

적 이해가 필요하다(De Villiers, 1994). 교수학습 

과정에서 학생들에게 도형을 분류(classifying)하

고 이를 수학적으로 정의하는(defining) 경험의 

기회를 제공하여, 학생들이 분류의 관점에 대한 

근본적 차이를 인지할 수 있도록 해야 한다. 이

미 정해진 관점으로 도형을 분류하기 위해 학생

들에게 몇 줄의 수학적 정의를 제시하고, 정리로

서 도형들 사이의 포함관계를 강조하는 교수학

습은 ‘완성된 수학(finished mathematics)10)'의 기

록을 전달하는 과정일 뿐이다.

van Hieles의 기하 사고 수준 이론은 앞에서 

논의한 평행사변형과 사다리꼴의 정의 및 성질

에서의 ‘이다’ 기호에 대한 수준의 차이 또한 드

러낸다. <표 III-1>은 러셀의 관점으로 분류한 

‘이다’ 기호의 의미에 초점을 맞춰, 평행사변형

10) ‘완성된 수학(finished mathematics)’과 ‘발생 과정 중의 수학(mathematics in the making)’은 Pólya가 언급한 
것이다. 완성된 수학은 완결된 확실한 결과를 오류 없이 연역적으로 제시하는 반면, 발생 과정 중의 수
학은 불확실한 직관적 추측을 잠정적인 표현으로 나타낸다(Hersh, 1991: p.128-129).
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의 정의와 성질 및 정리를 van Hieles 수준에 따

라 구분한 것이다.

수학적 개념을 형성하는 과정은 언어적 현상

인 동시에 지적인 현상이다. <표 III-1>과 같이 

동일한 수학 명제 “평행사변형은 사다리꼴이다.”

의 ‘이다’일지라도 상황에 따라 다르게 해석될 

수 있으며, 수학적 개념으로서 ‘같음’을 정의하

는 수학적 사고의 수준은 ‘이다’에 대한 이해의 

수준에 따라 구분될 수도 있다. 이는 일상적 언

어 ‘이다’가 수학적 기호로서 수학적 지식을 매

개하는 기능을 할 때조차 중의적인 의미를 내포

할 수 있음을 함의한다.

수학적 사고를 매개하는 기호로서 언어는 인

지활동의 핵심적인 기제이고 학습자가 이상적으

로 수학적 개념을 획득하기 위해서는 고등 수준

의 언어의 의미체계 또한 획득해야 한다

(Vygotsky, 2013). 따라서 수학 교수학습 과정에

서도 언어적 표현의 애매함과 다양성을 전제하

여 원활한 의사소통을 위한 언어적 교류가 일어

나야 할 것이다.

11) van Hieles(2009).

van Hieles

수준

1수준
시각적 인식 

수준

2수준
분석적/기술적 

수준

3수준
관계적/비형식적 

연역 수준

4수준
형식적 연역 

수준

5수준
엄밀한 

수학적 수준

수준별 
특징11)

도형을 전체의 
모양으로 인식하
여 구분함.

도형을 시각적 
형태가 아닌 성
질들로 파악함.

도형의 수학적 
정의와 도형들의 
포함관계를 이해함.

증명을 비롯한 
형식적 연역이 
가능함.

기하의 공리
적 체계를 이
해함.

평행사변형에 
대한 이해

평행사변형의 정
의를 지각적 유
사성에 근거하여 
이해할 수 있음.

단, 이때 평행사
변형은 개념이미
지(concept image)

로서 수학적 정
의와 동일하지 
않을 수 있음.

평행사변형의 
성질을 이해할 
수 있음.

구체적이고 사
실적인 사고의 
단계이며, 초보
적인 수준의 일
반화를 통해 도
형의 성질들을 
파악할 수 있음.

평행사변형과 다
른 사각형들 사
이의 포함관계를 
이해할 수 있음.

수학적 논리의 
과정에 입문하는 
단계로 수학적 
정당화 과정을 
모방할 수 있음.

평행사변형과 
관련된 수학 명
제를 수학적 논
리를 기반으로 
이해할 수 있음.

평행사변형의 
정의와 필요충분
조건인 성질을 
또 다른 정의로 
선택할 수 있음.

기하학 자체
가 연구의 대
상이 되고 여
러 가지 공리
체계를 비교
할 수도 있음.

형 식 적 으 로 
엄밀하고 추
상적임.

러셀의 
관점에 따른

‘이다’에 
대한 이해

‘존재’, ‘동일성’ ‘서술’ ‘유개념 함축’

수학적 공리
에 의한 ‘동일
성’

“평행사변형은 
사다리꼴이다.”

에서의 
‘이다’에
대한 이해

평행사변형과 사
다리꼴 각각의 
존재성을 시각적
으로 인식하거나 
평행사변형과 사
다리꼴을 지각적 
유사성에 근거하
여 ‘같음’으로 인
지함.

평행사변형을 
사다리꼴의 속성
을 지닌 사각형
으로 해석함.

사각형의 계층적 분류에서 평행사변
형과 사다리꼴의 포함관계를 이해함.

수학적 공리
에 의해 평행
사변형과 사
다리꼴이  수
학적으로 ‘같
음 ( 동형 ) ’ 일 
수도 있음을 
이해함.

<표 III-1> van Hieles의 기하 학습 수준 이론에 따른 평행사변형과 ‘이다’의 이해 수준
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Ⅳ. 결 론

본고에서는 “평행사변형은 사다리꼴이다.”에

서 ‘이다’ 기호에 주목하여, 일상적 언어인 ‘이

다’의 애매함과 다양한 의미에 대하여 고찰하였

다. 그리고 수학적 언어로서의 ‘이다’를 동치관

계 및 van Hieles의 기하 사고 수준 이론과 연결

하여 논의하였다.

일상적 언어 ‘이다’는 의미원소로서 더 쉬운 

단어로 설명되기 어렵고, ‘이다’의 의미는 상황

이나 문맥 속에서 파악되어야 한다. ‘이다’는 ‘동

일성’이나 ‘서술’처럼 매우 다른 관념들을 표현

하기도 하므로 사용에 있어 주의가 필요한 언어 

기호이다.

학교수학의 “평행사변형은 사다리꼴이다.”의 

‘이다’는 러셀의 관점에 따른 의미 분류 중 ‘유

개념 함축’에 해당한다. 사각형을 계층적으로 분

류하여 정의하고 ‘이다’를 ‘부류’로 해석하면,

‘앞쪽-이름’의 집합이 ‘뒤쪽-이름’의 집합에 포함

됨을 이해할 수 있다. 만약 ‘이다’를 ‘동일성’의 

관념으로 해석하면 학생들에게는 인지적 장애가 

일어날 수 있다. 평행사변형의 정의 및 성질의 

‘이다’와 수학적 기호 ‘=’는 ‘이다’를 ‘동일성’의 

관념으로 고착화시키는 원인이 되기도 한다.

그러나 ‘유개념 함축’의 ‘이다’는 다시 수학적 

공리에 의해 ‘동일성’의 관념을 나타낼 수도 있

다. 위상 수학에서 평행사변형과 사다리꼴은 위

상적 동형인 도형이므로, 위상 수학에서 “평행사

변형은 사다리꼴이다.”의 ‘이다’는 ‘동일성’의 

‘이다’이다. 학교수학에서의 ‘같음’은 대학수학으

로 이행되는 과정에서 구조적 측면의 대수적 사

고가 요구된다.

이처럼 ‘이다’를 이해하는 수준에는 차이가 있

다. van Hieles 1수준에서 학생들은 지각적 유사

성에 근거하여 사각형을 분류하므로 사각형의 

분할의 관점을 취하기가 쉽다. 따라서 “평행사변

형은 사다리꼴이다.”를 이해하기 위해서는 van

Hieles 3수준의 수학적 능력과 함께 분류의 관점

에 대한 논의가 충족되어야 한다. 그리고 van

Hieles 5수준에 해당하는 ‘이다’를 이해하기 위해

서는 수학적 공리체계에 기반을 둔 사고가 필요

하다.

고대 기하학은 주로 주어진 대상을 측량

(measurement)하거나 구조를 관찰하여 ‘같음’이라

는 개념을 생성하였다. 그러나 클라인은 기하학

의 특정 변환군에서 불변인 성질들을 연구하여 

에를랑겐 프로그램(Erlangen Program)을 도입하였

는데, 클라인의 아이디어는 ‘같음’이라는 개념을 

통하여 구조와 측량 모두를 생성하는 것이었다.

이후 현대 수학은 에를랑겐 프로그램의 관점에

서 새로운 개념 및 이론을 생성하게 되었고, 이

는 구조주의(structuralism)의 사상으로도 연결되

었다.

수학적으로 ‘같음’에 대한 ‘이다’ 기호의 표상

은 클라인의 에를랑겐 프로그램과 같은 관점이

다. ‘이다’는 초등 수학적 수준에서 ‘같음’의 의

미를 전달하기도 하지만 고등 수학적 수준에서 

‘같음’의 의미를 생성하기도 한다.

본고에서 논한 일상적 언어 ‘이다'의 수학적 

고찰은 수학 교수학습 상황에서 언어적 교류 방

식에 대한 통찰을 제공하고, ‘같음’에 대한 수학

적 정의의 다양성은 수학적 지식의 맥락적 상대

성과 자유로움을 드러낸다고 판단된다. 클라인의 

에를랑겐 프로그램이 ‘이다’에 의해서 생성되는 

구조로 시작함을 떠올린다면 ‘이다’에 대한 논의

는 수학적으로도 매우 큰 의미가 있음을 시사한

다. 그러므로 수학적 지식의 발달 과정에서 ‘이

다’와 같은 일상적 언어의 매개 기능에 대한 후

속연구가 필요하다.
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A Study on the Word ‘is’ in a Sentence

“A Parallelogram is Trapezoid.”

Yi, Gyuhee (Graduate School, Seoul National University)

Choi, Younggi (Seoul National University)

A word ‘is' in “A parallelogram is trapezoid.” is

ambiguous and very rich when it comes to its

meaning. In this paper, ‘is' as in everyday

language will be identified as semantic primes that

can be interpreted in different ways depending on

context and situation, and meanings of ‘is' in

mathematics will be discussed separately. Focusing

on ‘identity', ‘is' will be reinterpreted in the view

of equivalence relation and van Hieles' work. ‘Is’,

as a mathematical sign, is thought to have a

significant importance in producing mathematical

ideas meaningfully.

* Key Words : is(이다), identity(같음), parallelogram(평행사변형), 사각형의 계층적 분류(hierarchical

classification of quadrilaterals), equivalence relation(동치관계), van Hieles’ theory(van

Hieles 이론)
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