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Abstract

Electrical resistance tomography (ERT) is an imaging technique where the internal resistivity distribution

inside an object is reconstructed. The ERT image reconstruction is a highly nonlinear ill-posed problem, so

regularization methods are used to achieve desired image. The reconstruction outcome is dependent on the type

of regularization method employed such as l2-norm, l1-norm, and total variation regularization method. That is,

use of an appropriate regularization method considering the flow characteristics is necessary to attain good

reconstruction performance. Therefore, in this paper, regularization methods are tested through numerical

simulations with different flow conditions and the performance is compared.

요 약

전기 저항 단층촬영법(ERT)은 대상체 내부 단면의 저항률 분포를 추정하고 이를 영상화하는 기술이다. ERT의 영

상복원은 매우 비정치성이 강한 역문제의 일종으로 의미있는 영상을 얻기 위해서는 조정기법이 사용된다. 대표적으

로 l2-norm 조정기법, l1-norm 조정기법, Total Variation 조정기법이 사용되며, 조정기법에 따라 ERT의 영상복원

성능이 달라진다. 즉, 상황에 맞는 적절한 조정기법의 사용은 ERT 영상 복원을 개선할 수 있다. 따라서, 본 논문에

서는 모의실험을 통하여 상황에 따른 세 가지 조정기법의 영상복원 성능을 비교하였다.
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Ⅰ. 서론

전기 저항 단층촬영법(Electrical resistance

tomography; ERT)은 내부 저항률 분포를 영상화

하는 기술로, ERT의 영상복원은 역문제의 일종이

다[1-2].

ERT에서는 일반적으로 역문제를 풀기 위해 측

정전압과 계산전압의 차이인 잔류오차를 최소화

하는 비선형 최소자승문제로 설정한다. 그리고

Gauss-Newton 알고리즘을 사용하며 수렴이 될

때까지 반복하여 저항률 분포 영상을 얻는다

[3-4]. 그러나, ERT의 역문제는 비정치성

(ill-posedness)이 매우 큰 특성을 갖고 있어 모델

링 오차, 측정 잡음 등에 매우 민감하므로 안정된

영상을 얻기 위해 조정기법을 사용한다. ERT에서

사용된 조정기법은 저항률 분포 변화에 대한 제

약조건으로, 잡음에 대한 영상복원의 수렴을 제어

함으로써 안정되게 저항률 분포 영상을 얻을 수

있게 한다. 뿐만 아니라, 사용된 조정기법에 사전

정보를 도입하여 영상복원의 성능을 향상시킬 수

있다. 그러나, 조정기법에 따라 가정된 제약조건

이 다르며, 이는 상황에 따라 다른 영상복원 성능

을 나타낸다.

ERT의 대표적 조정기법으로는 종래의 l2-norm

조정기법[3-4]과 최근에 주목받고 있는 l1-norm

조정기법[5-6], total variation (TV) 조정기법

[7-8]이 있다. 종래의 l2-norm 조정기법은 저항률

분포 변화에 대한 갑작스런 변화를 제약하여 안

정적으로 영상복원을 얻을 수 있으나, 표적의 경

계가 모호해지는 단점을 갖고 있다. 이를 극복하

고자 최근에는 l1-norm 조정기법과 TV 조정기법

이 ERT에 적용되어 연구되고 있다.

따라서 본 논문에서는 ERT 영상 복원 성능이

조정기법에 따라 달라지므로 상황에 맞는 적절한

조정기법을 선택하여 영상 복원 성능이 향상될

수 있도록 하기 위해, 세 가지 조정기법인

l2-norm 조정기법, l1-norm 조정기법, TV 조정기

법에 의한 영상 복원 성능을 모의실험을 수행하

여 비교분석하였다.

Ⅱ. 영상 복원

1. Gauss-Newton 알고리즘

ERT 측정방정식은 다음과 같이 내부 저항률

분포 의 비선형 함수로 기술될 수 있다.

  (1)

식 (1)에서 ∈×  는 측정전압을 의미한다. 만

일 추정된 저항률 분포를 이라고 하면, 계산전압

은 식 (2)와 같고, 이때 측정 전압과 계산 전압

의 차인 잔류오차 는 식 (3)과 같다.

  (2)

 ≡ ∆


(3)

식 (3)의 잔류오차가 zero일 때 측정전압과 계

산전압은 일치하게 된다. 따라서, ERT에서는 내

부 저항률 분포를 추정하기 위해 일반적으로 다

음 식 (4)의 잔류오차의 2-norm(∥∙ ∥)의 목적

함수를 최소화하는 최소자승문제(least square

problem)로 설정한다.

 

∥∥

 




 

  
  

(4)

식 (4)를 최소화하는 저항률 분포를 찾기 위해 미

분하면 식 (5)와 같이 나타낼 수 있다.

′ ′ 
   (5)

목적함수가 최소가 되는 지점에서의 미분값은 0

이며, 식 (5)는 비선형이므로 반복적인 선형화를

하면 다음과 같다.

′ ≈ ′′′     (6)

여기서, ′′는 Hessian 행렬로, 대략

′′≈ ′ ′로 나타낼 수 있다. 그리

고 Jacobian 행렬  ≡ ′ 



라고 할

때, 식 (5)를 식 (6)에 대입하여 정리하면 식 (7)

(227)
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과 같이 내부 저항률 분포를 추정하기 위한 반복

적 Gauss-Newton 알고리즘을 얻을 수 있다.

  
 


     (7)

식 (7)에서 추정된 저항률 분포 에서의 계산

전압 는 주입된 전류 하에서 비선형 Laplace

방정식과 완전전극 모델[9]로 표현되는 물리적 모

델과 경계 조건에 의해 계산이 되며, 일반적으로

수치적 기법인 유한요소법(finite element mthod;

FEM)을 사용한다. FEM에서는 도메인을 매우 작

은 요소(element) 로 세분하고 각 요소내의 저항

률 값은 일정하다고 가정하여 내부 노드에서의

전압을 계산한 후 전극의 전압 값을 산출한다.

한편, FEM을 사용하는 경우, 추정변수인 저항

률 분포 는 개의 요소로 세분화되고, 요소 수

가 클수록 더욱 정밀한 영상을 얻을 수 있다. 그

러나, 이 경우 측정전압의 개수인 보다 많은 수

를 추정해야 하는 ill-condition 문제가 된다. 그리

고 식 (7)에서의 Hessian( ) 행렬의 역행렬 계

산은 최대고유치와 최소고유치의 비로 정의되는

조건수(condition number)가 매우 큰 비정치성

(ill-posedness) 특성을 갖고 있다. 이러한 ERT의

역문제 특성은 내부 저항률 분포에 대한 영상 복

원을 어렵게 하므로, ERT에서는 의미있는 저항률

분포 영상을 얻기 위해서 조정기법을 사용한다.

2. 조정기법

조정기법은 안정된 저항률 분포 영상을 얻도록

도와주며, 특히 사전정보를 도입하여 영상복원의

성능을 향상시킬 수 있고, 해상도와 노이즈 성능

사이를 제어하는 역할을 수행한다. ERT에서 사용

되는 대표적 조정기법은 l2-norm 조정기법,

l1-norm 조정기법, TV 조정기법이 있다.

2.1 l2-norm 조정기법

l2-norm 조정기법은 안정적으로 저항률 분포

영상을 얻기 위해 저항률 분포의 갑작스런 변화

를 제약하고자 목적함수에 다음과 같이 2-norm의

제약조건을 추가한 기법이다.

 

∥∥


 


∥ ∥ 


(8)

여기서, 는 저항률 분포에 대한 사전 정보이며,


 는 저항률 분포 변화에 대한 공분산 행렬의

역행렬로 
  로 나타낼 수 있다. 이때 

은 조정 연산자(regularization operator), 는 조

정인자(regularization parameter)이다. 그리고

l2-norm 조정기법에서는 일반적으로 를 zero로

사용한다. 결과적으로 식 (8)의 조정된 목적함수

에 의한 l2-norm 조정기법을 갖는

Gauss-Newton 알고리즘은 다음과 같다.

    
 

  ≡ 


 ≡ 
  



(9)

식 (9)의 영상 복원 성능은 조정인자 및 조정연

산자의 선택에 따라 달라질 수 있다. 조정인자 

는 일반적으로 시행착오에 의한 상수 값을 사용

하며, L-curve 방법[10], 행렬조정인자 방법[11]

등으로 선택한다. 본 논문에서는 시행착오적 방법

에 의하여 최적의 성능을 나타내는  값을 선택

하였다. 한편, 조정연산자의 선택 역시 여러 가지

방법이 있을 수 있으며, 수렴성이 입증된

first-order difference operator를 주로 사용한다.

해당 연산자는 FEM의 인접한 각 요소들의 저항

률 변화에 대한 smoothness 가정을 전제로 구한

다. 만일 삼각형의 FEM 메쉬를 사용하는 경우에

는 일반적으로 조정연산자의 번째 행은 다음과

같다.

    

 

(10)

여기서, 번째 요소와 인접한 요소들의 각 열에는

 의 가중치를, 번째 열의 가중치는 인접한 요소

들의 가중치의 절대 값의 합인 을 선택한다. 만일

번째 요소가 FEM의 가장자리에 위치한다면 인접

하는 요소들이 2개뿐이므로 조정연산자의 번째 행

은 다음과 같다.

(228)
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         (11)

2.2 l1-norm 조정기법

l1-norm 조정기법은 저항률 분포의 갑작스런 변

화를 제약하기 위해 1-norm의 제약조건을 다음과

같이 목적함수에 추가한 방법이다.

 

∥∥


 


∥ ∥ 


(12)

식 (12)의 목적함수에 대한 직접적 미분은 불가

능하므로 이에 대한 미분을 수행하기 위해 식

(12)를 quadratic 형태로 다음과 같이 쓸 수 있다.

 
  

  




     



      

(13)

여기서 는 대각행렬로, 의 대각요소는

다음과 같이 나타낼 수 있다.

     
 



(14)

이때, 는 아주 작은 양수로     가 이

되는 경우를 고려하여 추가되었다.

따라서, l1-norm 조정기법을 갖는

Gauss-Newton 알고리즘은 식 (13)로부터 간접적

으로 다음과 같이 유도된다.

    
 

  ≡ 
 


 ≡ 

  

(15)

2.3 TV 조정기법

TV 조정기법은 저항률 분포 변화의 총 합이

최소가 되도록 하는 제약조건을 목적함수에 추가

한 방법이다.

 
∥∥


 (16)

TV 조정기법에서는 FEM 메쉬의 번째 모서

리에 마주하는 두 요소를 , 이라고 가정할 때,

두 요소의 추정된 저항률인 와 의 차이

의 절대값에 해당 모서리의 길이 를 가중한다.

즉, TV 조정기법은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  




 




(17)

여기서, TV 조정연산자 의 번째 행벡터 는

다음과 같이 나타낼 수 있다.

       (18)

TV 조정기법을 갖는 Gauss-Newton 알고리즘

은 다음과 같이 쓸 수 있다.

   
 

 ≡     

 ≡     
  

(19)

여기서, 는 대각행렬로, 의 대각요소는 다

음과 같이 나타낼 수 있다.

        (20)

여기서, 는 식 (14)와 마찬가지로 아주 작은 양

수로 
이 이 되는 경우를 고려하여

추가되었다.

Ⅲ 모의실험

본 논문에서는 세 가지 조정기법에 의한 영상

복원 성능을 비교 분석하기 위해 파이프 내의 이

상유동장을 가정하여 모의실험을 수행하였다.

파이프 내의 단면은 반지름이 4cm인 원형으로

가정하였고, 반지름이 1cm인 두 개의 표적이 파

이프 내부 경계 부근에 위치한 경우와 가운데 부

근에 위치한 경우의 두 가지 상황을 고려하였다.

그리고 두 가지 상황에 있어 잡음에 의한 영향을

파악하고자 노이즈가 없는 경우와 생성된 전압

데이터의 1%에 해당하는 백색잡음을 랜덤하게 추

가한 경우에 대한 모의실험을 수행하였다. 이때
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(a) (b) (c) (d)

Fig. 1. Image for Case 1 without noise: (a) true image, (b)∼(d) reconstructed images by three regularization methods,

l2-norm, l1-norm, and TV, respectively.

그림 1. Case 1의 영상 (a) 원래 영상, (b)∼(d) 세 가지 조정기법에 의한 복원 영상, 각각 l2-norm, l1-norm, TV

(a) (b) (c) (d)

Fig. 2. Image for Case 2 without noise: (a) true image, (b)∼(d) reconstructed images by three regularization methods,

l2-norm, l1-norm, and TV, respectively.

그림 2. Case 2의 영상 (a) 원래 영상, (b)∼(d) 세 가지 조정기법에 의한 복원 영상, 각각 l2-norm, l1-norm, TV

(a) (b)

Fig. 3. Results of the resistivity distribution along center line in figs. (1) and (2): (a) Case 1 (b) Case 2.

그림 3. 중심선의 저항률 분포 (a) Case 1 (b) Case 2

(a) (b)

Fig. 4. Results of image error without noise: (a) Case 1 (b) Case 2.

그림 4. 세 가지 조정기법에 의한 영상오차 결과 (a) Case 1 (b) Case 2
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도메인 내부의 배경 저항률 값은 400  , 표

적 저항률 값은 800 라고 가정하였다. 또한

너비가 0.6 인 32개의 전극을 사용하였고, 삼

각함수형 전류패턴을 사용하여 전류를 주입하였

다. 그리고 2365개의 노드와 4472개의 요소를 갖

는 메쉬를 이용하여 측정 전압데이터를 생성하였

으며, 저항률 분포를 추정하기 위해서 1681개의

노드와 3104개의 요소를 갖는 메쉬를 사용하였다.

한편, 조정연산자는 l2-norm 조정기법과

l1-norm 조정기법에서는 first order difference

operator를 사용하였고, TV 조정기법에서는 TV

operator를 사용하였다. 그리고 는 시행착오적

방법에 의해 각각의 시나리오와 각각의 조정기법

에 대해 가장 적합한 값을 선택하였다. 그리고

  
  을 사용하였다.

영상 복원 결과에 대한 정량적 평가를 위하여

식 (21)과 같이 실제의 저항률 분포 에 대한 각

각의 조정기법에 의해 추정된 저항률 분포 의

영상오차(IE)를 비교하였다. 여기서, IE는 값이 작

을수록 우수한 성능을 나타낸다.

 



 

  
(21)

1. 잡음이 없는 경우

그림 1과 2는 Case 1과 Case 2에 대한 원래 영

상과 잡음이 없는 경우의 각 조정기법에 따른 10

번 반복 후의 복원 영상을 나타낸 것으로, (a)는

원래 영상, (b)∼(d)는 각각 l2-norm, l1-norm,

TV 조정기법에 의한 복원 영상이다. 이때 세 가

지 조정기법에 사용된 조정인자 값은 표 1과 같

다. 잡음이 없을 때 Case 1과 Case 2의 시나리오

에 대해 세 가지 조정기법 모두 비교적 좋은 해

상도를 나타내고 있음을 알 수 있다.

그림 3은 그림 1과 2의 결과를 자세히 살펴보

기 위해 그림 1(a)와 2(a)의 중심선에 위치한 요

소에 해당하는 그림 1과 2의 저항률 분포를 나타

낸 것으로, (a)는 Case 1, (b)는 Case 2를 나타내

었다. 그림 3에서 보여지는 바와 같이 l2-norm과

l1-norm 조정기법은 두 개의 값을 갖는 실제 저

항률 분포를 여러 개의 값이 나열된 연속적 형태

로 나타내고 있으며, 그에 반해 TV 조정기법은

이산적 형태로 추정하고 있음을 알 수 있다. 그리

고 표적의 경계에서 l2-norm -> l1-norm ->

TV 조정기법의 순으로 가파른 변화를 나타내고

있음을 알 수 있다. 즉, 잡음이 없는 두 가지 시

나리오에 있어 표적의 경계와 저항률 분포가 다

른 기법에 비하여 TV 조정기법이 가장 우수한

성능을 나타내고 있음을 알 수 있다. 한편, 그림

3(b) Case 2인 경우, 추정된 표적과 배경 저항률

의 변화폭이 도메인 중심 부근에서 작아졌으며,

특히, TV와 l2-norm 조정기법인 경우에서 변화

폭이 더 작아졌음을 알 수 있다. 이는 그림 2에

서, l1-norm 조정기법에 비해 l2-norm 조정기법

에 의한 영상의 표적들이 더 가까이 위치한 것처

럼 보임을 알 수 있다. 그리고 TV 조정기법에 의

한 영상에서는 두 개의 표적이 약간 연결된 것처

럼 보임을 알 수 있다.

Table 1. Regularization parameters () without noise.

표 1. 잡음이 없는 경우에 사용된 조정인자() 값

Index l2-norm l1-norm TV

Case 1      

Case 2      

그림 4는 잡음이 없는 경우 세 가지 조정기법

에 의한 영상 복원의 성능을 정량적으로 평가하

기 위해 반복 연산에 따른 IE를 나타낸 것으로

(a)는 Case 1, (b)는 Case 2를 나타내고 있다.

l2-norm 조정기법은 다른 조정기법에 비하여 가

장 빠른 수렴속도를 나타내고 있으며, 특히, 첫

번째 연산 후의 IE가 가장 낮음을 알 수 있다.

l1-norm 조정기법은 Case 2의 경우에 있어

l2-norm 조정기법에 비하여 약간 개선됨을 알 수

있다. TV 조정기법은 반복연산에 따른 수렴속도

가 느리지만, 다른 기법에 비해 상당하게 IE가 좋

음을 알 수 있다.

2. 잡음이 있는 경우

그림 5과 6은 Case 1과 Case 2에 대한 원래 영

상과 1% 잡음을 추가한 경우의 각 조정기법에 따

른 10번 반복 후의 복원 영상을 나타낸 것으로,

(a)는 원래 영상, (b)∼(d)는 각각 l2-norm,

l1-norm, TV 조정기법에 의한 복원 영상이다.

두 가지 시나리오 모두 배경에 원하지 않는 성분
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(a) (b) (c) (d)

Fig. 5. Image for Case 1 with 1% noise: (a) true image, (b)∼(d) reconstructed images by three regularization methods,

l2-norm, l1-norm, and TV, respectively.

그림 5. Case 1의 영상 (a) 원래 영상, (b)∼(d) 세 가지 조정기법에 의한 복원 영상, 각각 l2-norm, l1-norm, TV

(a) (b) (c) (d)

Fig. 6. Image for Case 2 with 1% noise: (a) true image, (b)∼(d) reconstructed images by three regularization methods,

l2-norm, l1-norm, and TV, respectively.

그림 6. Case 2의 영상 (a) 원래 영상, (b)∼(d) 세 가지 조정기법에 의한 복원 영상, 각각 l2-norm, l1-norm, TV

(a) (b)

Fig. 7. Results of the resistivity distribution along center line in figs. (5) and (6): (a) Case 1 (b) Case 2

그림 7. 중심선의 저항률 분포 (a) Case 1 (b) Case 2.

(a) (b)

Fig. 8. Results of image error with 1% noise: (a) Case 1 (b) Case 2

그림 8. 세 가지 조정기법에 의한 영상오차 결과 (a) Case 1 (b) Case 2.
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이 나타남을 알 수 있다. 그리고 표적이 경계부

근에 있는 Case 1인 경우, 표적의 경계가 잡음이

없을 때와 비교하여 더 모호해졌다. 또한, 표적이

중앙 부근에 있는 Case 2인 경우 세 가지 기법

모두 과소추정(underestimate)이 되었고, 표적의

경계가 모호해졌으며, 특히 TV 조정기법은 표적

이 하나인 것처럼 추정이 되었다. 한편, 잡음이

있는 경우에 사용된 조정인자 값은 표 2와 같으

며, 잡음이 없는 경우에 비하여 큰 조정인자 값을

필요로 한다.

Table 2. Regularization parameters () with 1% noise.

표 2.잡음이 있는 경우에 사용된 조정인자() 값

Index l2-norm l1-norm TV

Case 1      

Case 2      

그림 7은 중심선의 요소에 해당하는 그림 5와

6의 저항률 분포를 나타낸 것으로, 잡음이 없는

경우와 마찬가지로 l2-norm과 l1-norm 조정기법

은 연속적 형태로 저항률을 추정하고 TV 조정기

법은 이산적 형태로 추정한다. 그리고 l1-norm 조

정기법과 TV 조정기법이 표적의 경계에서

l2-norm 조정기법에 비하여 더 가파른 변화를 갖

는다. 다만, Case 1인 경우 표적들 사이의 도메인

중심 부근에서 잡음이 없는 경우와 달리 저항률

의 변동(fluctuation)이 큼을 알 수 있다. 그리고

Case 2인 경우, 잡음이 있을 때 세 가지 조정기법

에 의한 저항률 분포가 모두 과소추정이 되었고,

특히 TV 조정기법인 경우 두 개의 표적이 하나

의 저항률을 갖는 것처럼 추정이 되었다.

그림 8은 잡음이 있는 경우 세 가지 조정기법에

의한 IE를 나타내었다. 그림 8(a)의 Case 1인 경

우에서는 TV 조정기법이 가장 나은 성능을 나타

내었으며, (b)의 Case 2인 경우 잡음이 없는 경우

와 달리 l1-norm 조정기법인 경우가 반복 연산이

진행됨에 따라 점차적으로 가장 나은 영상을 나

타내었다. 즉, Case 2에서 l1-norm 조정기법은 두

개의 표적이 위치한 도메인 중심부근에서 저항률

의 변동이 가장 커 잡음이 있는 경우 가장 나은

성능을 나타내었다.

Ⅳ 결론

본 논문은 전기 저항 단층촬영법에서 서로 다른

영상 복원 특성을 나타내는 세 가지 조정기법의

이상 유동 현상에 대한 모의실험을 통하여 영상

복원 성능을 비교분석하였다. l2-norm은 다른 기

법에 비하여 빠른 응답속도를 보여주었으며, 이는

one-step 알고리즘으로 활용 가능함을 알 수 있

다. l1-norm은 잡음이 있고 표적들이 서로 가까이

위치해 있는 경우, 표적의 경계를 가장 잘 나타낼

수 있어 가장 나은 성능을 나타내었다. TV 조정

기법은 저항률 분포를 이산적으로 추정하고 잡음

이 없는 경우 표적과 배경 사이의 저항률 변화를

가장 가파르게 추정함으로써 가장 나은 성능을

나타내었다. 만일, l2-norm과 TV 조정기법,

l1-norm과 TV 조정기법 등으로 상호작용할 수

있도록 보완한다면 ERT의 공간해상도를 향상시

킬 것으로 기대된다.
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