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요 약

일정한 시간 간격으로 임의의 점프크기가 계속 누적되는 이산시간 확률보행을 고려한다. 각 시점

에서의 점프크기가 이전 시점의 점프크기에 종속되어 결정되는 상관 확률보행과 각 시점에서의 점프

크기가 이전 시점의 점프크기와 무관하게 독립적으로 결정되는 무상관 확률보행의 점근적 평균을 각

각 계산한다. 그리고 상관 확률보행과 무상관 확률보행을 임의적으로 혼합하여 결합하거나 또는 일정

한 패턴에 따라 주기적으로 반복하여 결합하는 혼합 확률보행의 점근적 평균 식을 유도한다. 각 확률

보행의 점근적 평균은 0으로 공정한 게임을 나타내지만 두 확률보행을 결합한 혼합 확률보행의 점근

적 평균은 음수가 되어 지는 게임이 되거나 또는 양수가 되어 이기는 게임이 되는 파론도 역설 현상이

나타남을확인하고해당되는각모수의범위를찾는다.

주요용어: 마코프체인, 상관확률보행, 점근적평균, 점프크기, 정상확률, 파론도역설.

1. 서론

파론도 역설 (Parrondo’s paradox)은 브라운 톱니바퀴 (Brownian ratchet)의 특성을 쉽게 설명하기

위해 1996년 스페인의 물리학자 파론도 (Juan M. R. Parrondo)가 소개한 간단한 동전 던지기 게임에

서 유래하였다 (Parrondo, 1996). 이 동전 던기기 게임은 두 개의 게임 A와 B로 구성되며, 게임 A는

앞면이 나올 확률이 1/2인 동전을 던져서 앞면이 나오면 1원을 얻고, 뒷면이 나오면 1원을 잃는 공정한

게임이다. 게임 B는 게임자가 현재 가지고 있는 누적 상금이 3의 배수이면 앞면이 나올 확률이 1/10인

동전을 던지고, 3의 배수가 아니면 앞면이 나올 확률이 3/4인 동전을 던져서 앞면이 나오면 1원을 얻고

뒷면이 나오면 1원을 잃는다. 그러면 게임 B도 점근적 기대상금이 0이 되어 공정한 게임이 된다. 반면

에 매 시행에서 두 게임 A와 B 중 하나를 임의로 선택하여 진행하거나 또는 일정한 규칙에 의해 두 게

임을 주기적으로 반복해서 시행하면 점근적 기대상금이 양수가 되어 결국 이기는 게임이 되는 역설적인

결과를 얻게 되고 이 현상을 파론도 역설이라고 한다. 초기에 파론도 역설은, 개별로 진행하면 지거나

공정한 두 게임을 결합했을 때 이기는 게임이 되거나 (파론도 효과, Parrondo effect), 또는 이기거나 공

정한 두 게임을 결합했을 때 지게 되는 (역 파론도 효과, reverse Parrondo effect) 현상을 나타내었으

나 최근에는 두 시스템이 결합하여 원래의 특성과 다른 특성을 갖는 새로운 시스템이 되는 현상을 넓은

의미의 파론도 역설이라고 한다 (Harmer과 Abbott, 2002). 파론도가 처음 제안한 동전 던지기 게임은

게임자의현재누적상금에따라게임 B의동전이결정되기때문에원금의존 (capital-dependent) 파론

도 게임이라고 부른다. Parrondo 등 (2000)은 과거 시행 결과에 따라 게임 B의 동전이 결정되는 과거

의존 (history-dependent) 파론도 게임을 소개하였는데, 직전의 두 번의 시행 결과에 따라 현재 시행에

서 사용될 동전이 결정되어 그 승패 확률이 정해지는 게임이다 (Ethier와 Lee, 2009; Lee, 2011). 원금
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의존파론도게임과과거의존파론도게임은기본적으로한명의게임자에의해진행되는게임인반면에

Toral (2001)의 공간의존 (space-dependent) 파론도 게임은 여러 명의 게임자들이 함께 협력하여 진행

하는 게임이다. 여러 명의 게임자들 중 한 명의 게임자를 임의로 선택하고, 선택된 게임자의 양옆에 있

는 다른 게임자들의 최근 시행 결과에 의해 게임 B의 동전이 결정되는 게임이다 (Lee, 2009; Ethier와

Lee, 2012a; Ethier와 Lee, 2012b; Ethier와 Lee, 2015).

파론도 역설은 초기에 주로 물리학자들에 의해 연구가 진행되었으나 프랙탈과 카오스 등의 통계물리

학 뿐 아니라 화학, 재무학, 인구 유전학, 신뢰성 이론, 인식론 등의 다양한 분야에서 연구되며 그 적용

사례가점차늘어나고있다. Ethier와 Lee (2010)은두개의이기는슬롯머신을임의적으로선택하거나

규칙적으로 반복했을 때 오히려 돈을 잃게 되는 역 파론도 효과가 존재함을 보이고 그 조건을 찾기도 하

였다. 주식 투자에 있어서 Cho와 Lee (2012a)는 과거의존 파론도 게임을 이용한 주식 투자에서 파론

도 역설이 존재할 수 있음을 확인하였고, Cho와 Lee (2012b)는 공간의존 파론도 게임의 규칙을 적용한

주식 투자에서도 파론도 역설 현상이 발생할 수 있음을 확인하였다. Jin과 Lee (2015)는 주식투자 계좌

간에 일정한 금액을 재분배하면 전체 계좌의 평균 누적 수익금이 증가하는 파론도 현상이 존재할 수 있

음을 보였다. Pinsky와 Scheutzow (1992)는 두 개의 일시적인 확산 과정 (diffusion process)을 교환하

여 양의 재귀적인 확률과정을 구성하는 것을 증명하였고, Key (1987)는 하락하는 분지과정 (branching

process)이 역설적으로 증가하도록 결합할 수 있음을 보였다. 최근에 Montero (2011)은 기억성을 갖는

연속시간 확률보행 (random walk)을 혼합하였을 때 파론도 효과와 유사한 성질이 존재함을 확인하였

다.

본 논문에서는 Montero (2011)의 기억성을 갖는 연속시간 확률보행 대신에 도박꾼의 파산문제와 같

이실제게임의진행상황으로설명할수있는이산시간확률보행을고려한다. 그리고각게임에서의상

금이 ±1원인 단순 확률보행을 확장하여 일반 크기의 상금을 가지는 게임을 나타낼 수 있도록 임의의 점

프크기를 가지는 확률보행으로 확대한다. 더불어 매 시행에서 이길 확률이 이전 시행에서의 승패 결과

에 의존하여 결정되는 게임 (Mohan, 1955)을 모형화한 상관 (correlated) 확률보행을 가정한다. 즉, 일

반점프크기를가지는이산시간의상관확률보행의결합에서파론도역설현상이나타날수있음을확인

하고자 한다. Montero (2011)의 연속시간 확률보행에서는 두 확률보행의 임의적 혼합만 다루었지만 본

논문의이산시간확률보행에서는임의적혼합뿐아니라주기적반복도함께적용하여파론도효과가존

재하는 모수의 범위를 찾는다. Parrondo 등 (2000)의 과거의존 파론도 게임에서 과거의 연이은 두 번

의 결과에 의해 게임 B의 동전이 정해지는 모형을 고려하였던 이유는 직전 과거 한 번의 결과만으로는

파론도 역설 현상이 나타나지 않기 때문이다. 이는 기존의 과거의존 파론도 게임에서는 상금을 +1원과

−1원만 고려했기 때문에 파론도 역설 현상이 나타나지 않았고, 만약 상금의 크기를 일반적인 값으로 확

장한다면 상금 값의 범위에 따라 직전 과거 한 번의 결과에 대한 종속만으로도 파론도 역설 현상이 나

타날 수 있음을 본 논문에서 보이고자 한다. 2절에서는 일반 점프크기의 이산시간 상관 확률보행에서의

점근적 평균을 계산하고, 3절에서는 무상관 확률보행과 임의적으로 결합할 때와 주기적으로 반복할 때

의점근적평균을각각계산하여파론도역설현상이존재하는모수들의영역을찾는다.

2. 일반 점프크기를 가지는 상관 확률보행

먼저, 일반점프크기를가지는무상관확률보행 {An, n ≥ 0}는 A0 = 0이고모든 n ≥ 1에대해

An = An−1 + an

로 정의되며, 여기서 점프크기 an은 모든 n ≥ 1에 대해 서로 독립이고 모두 동일한 다음의 이산분포를

따른다.

P{an = u} = 1− P{an = −d} := p.
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단, u, d > 0이다. 즉, 확률보행 {An, n ≥ 0}은 초기상태 0에서 시작하여 매 시점 n에서 확률 p로 u

만큼증가하거나확률 1− p로 d 만큼감소한다. 만약 u = d = 1이면단순확률보행으로기존의파론도

게임 A와일치한다.

무상관확률보행 {An, n ≥ 0}은모든 n ≥ 1에대해

E[an] = pu− (1− p)d

이므로

lim
n→∞

n−1E[An] = pu− (1− p)d (2.1)

이된다.

한편, 일반점프크기를가지는상관확률보행 {Bn, n ≥ 0}는 B0 = 0이고모든 n ≥ 1에대해

Bn = Bn−1 + bn

로 정의되며, 여기서 점프크기 bn은 모든 n ≥ 1에 대해 서로 독립이 아니고, 그 전 시점 n − 1에서의

점프크기 bn−1의 값에 의존하여 결정된다. 모든 점프크기는 양수 또는 음수로 정해지므로 만약 bn−1 <

0이면점프크기 bn의분포는

P{bn = u0} = 1− P{bn = −d0} := p0

이고, 만약 bn−1 > 0이면

P{bn = u1} = 1− P{bn = −d1} := p1

로 정의한다. 단, u0, u1, d0, d1 > 0이고 시점 0에서는 P{b0 > 0} = P{b0 < 0} = 1/2로 가정한다.

즉, 상관 확률보행 {Bn, n ≥ 0}은 초기상태 0에서 시작하여 이전 시점 n − 1에서의 점프크기가 음수이

면즉, 확률보행이감소하면시점 n에서는확률 p0로 u0 만큼증가하거나확률 1− p0로 d0 만큼감소하

고, 이전 시점 n − 1에서의 점프크기가 양수이면 즉, 확률보행이 증가하면 시점 n에서는 확률 p1로 u1

만큼증가하거나확률 1− p1으로 d1 만큼감소한다. 이전시점의증가혹은감소의결과에의존하여다

음시점에서의점프크기가결정된다. 만약 p0 = p1, u0 = u1이고 d0 = d1이면무상관확률보행이되고,

u0 = u1 = d0 = d1 = 1이면바로직전과거한번의결과에만의존하는파론도게임 B와일치한다.

상관 확률보행 {Bn, n ≥ 0}의 점근적 평균을 계산하기 위해 Ethier와 Lee (2009)가 유도한 다음의

정리를 이용하려고 한다. 이 정리는 마코프 체인에 의해 진행되는 게임의 궁극적인 기대상금에 대한 강

대수의법칙 (strong law of large numbers)을증명한것이다.

정리 2.1 (Ethier and Lee, 2009) 유한 상태공간 Σ에서 정의되는 분할불가 (irreducible)이고 비주

기적 (aperiodic) 마코프 체인 {Xn, n ≥ 0}의 전이확률행렬과 정상확률분포를 각각 P = (Pij)i,j∈Σ와

π = (πi)i∈Σ라고 하고, 함수 w : Σ× Σ 7→ R를 행렬 W = (w(i, j))i,j∈Σ로 나타내어 상금행렬 (payoff

matrix)이라고 하자. 모든 n ≥ 1에 대해 ξn := w(Xn−1, Xn)와 Sn := ξ1 + · · · + ξn로 정의하면 Sn은

n번의 시행 후의 누적상금이 된다. 행렬의 (i, j) 요소가 Pijwij인 행렬을 행렬 P와 행렬 W의 하다마

드곱 (Hadamard product)인 P ◦W로나타내면열벡터 1 := (1, 1, . . . , 1)T에대해

µ := π(P ◦W )1

은임의의초기상태 X0에대해 limn→∞ n−1E[Sn] = µ이고

Sn

n
→ µ a.s.

를만족한다.
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일반점프크기를가지는상관확률보행 {Bn, n ≥ 0}는상태공간 Σ := {0, 1}에서정의되는마코프체
인 {XB

n , n ≥ 0}으로설명할수있다. 그전이확률행렬은

PB :=

(
1− p0 p0

1− p1 p1

)
이고상금행렬은동일한상태공간 Σ에서

WB :=

(
−d0 u0

−d1 u1

)
로나타낼수있다. 마코프체인 {XB

n , n ≥ 0}의정상확률분포 πB는

πB = πBPB ,

πB1 = 1

을만족하는행벡터로서

πB = (
1− p1

1 + p0 − p1
,

p0
1 + p0 − p1

)

로얻어진다. 정리 2.1에의해상관확률보행 {Bn, n ≥ 0}의점근적평균 µB는

µB = πB(PB ◦WB)1

=
(1− p1)[u0p0 − d0(1− p0)] + p0[u1p1 − d1(1− p1)]

1 + p0 − p1
(2.2)

로계산된다. 만약

p1 =
d0 + p0(d1 − d0 − u0)

d0 + p0(d1 − d0 + u1 − u0)
(2.3)

이면 점근적 평균 µB에 대해 µB = 0이 되므로 상관 확률보행 {Bn, n ≥ 0}으로 진행되는 게임 B는 공

정한게임이된다.

일반 점프크기를 가지는 무상관 확률보행 {An, n ≥ 0}는 일반 점프크기를 가지는 상관 확률보행
{Bn, n ≥ 0}에서 p0 = p1 := p, u0 = u1 := u이고 d0 = d1 := d를 만족하는 특별한 경우이다. 그러므

로상태공간 Σ = {0, 1}에서정의되며그전이확률행렬이

PA :=

(
1− p p

1− p p

)
이고상금행렬은동일한상태공간 Σ에서

WA :=

(
−d u

−d u

)
인 마코프 체인 {XA

n , n ≥ 0}으로 표현될 수 있다. 정상확률분포 πA는 πA = (1 − p, p)로 얻어져서 무

상관확률보행 {An, n ≥ 0}의점근적평균 µA는

µA = πA(PA ◦WA)1 = pu− (1− p)d (2.4)

로식 (2.1)과일치한다. 만약

p = d/(u+ d) (2.5)

이면 점근적 평균 µA에 대해 µA = 0이 되므로 무상관 확률보행 {An, n ≥ 0}으로 진행되는 게임 A는

공정한게임이된다.
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3. 일반 점프크기를 가지는 상관 확률보행의 결합

3.1. 임의적 혼합

무상관 확률보행 {An, n ≥ 0}과 상관 확률보행 {Bn, n ≥ 0}을 확률 0 < γ < 1로 혼합한 확률보행

{Cn := γAn + (1− γ)Bn, n ≥ 0}을살펴보자. C0 = 0이고모든 n ≥ 1에대해

Cn = Cn−1 + γan + (1− γ)bn

가 된다. 혼합 확률보행 {Cn, n ≥ 0}도 상관 확률보행으로서, 상태공간 Σ = {0, 1}에서 정의되는 마코
프체인 {XC

n , n ≥ 0}으로나타낼수있다. 그전이확률행렬은

PC = γPA + (1− γ)PB

이되고, 상금행렬은동일한상태공간 Σ에서

WC = γWA + (1− γ)WB

로나타낼수있다. {XC
n , n ≥ 0}의정상확률분포 πC는

πC = (
1− γp− (1− γ)p1
1 + (1− γ)(p0 − p1)

,
γp+ (1− γ)p0

1 + (1− γ)(p0 − p1)
)

로얻어진다. 정리 2.1에의해혼합확률보행 {Cn, n ≥ 0}의점근적평균 µC는

µC = {[γu+ (1− γ)u0 − γd− (1− γ)d1][1− γp− (1− γ)p1][γp+ (1− γ)p0]

+[γp+ (1− γ)p0][γp+ (1− γ)p1][γu+ (1− γ)u1]− [1− γp− (1− γ)p0]

×[1− γp− (1− γ)p1][γd+ (1− γ)d0]}/[1 + (1− γ)(p0 − p1)] (3.1)

로계산되며, 식 (2.2)와 (2.4)에의해 µC ̸= γµA + (1− γ)µB이다.

u = d, u0 = d0 그리고 u1 = d1인 대칭 (symmetric) 확률보행의 경우에는, 식 (2.2), (2.4), (3.1)로

부터각점근적평균이

µA = (2p− 1)u,

µB = [(1− p1)(2p0 − 1)u0 + p0(2p1 − 1)u1]/(1 + p0 − p1),

µC = {(1− γ)(u0 − u1)[1− γp− (1− γ)p1][γp+ (1− γ)p0]

+[γp+ (1− γ)p0][γp+ (1− γ)p1][γu+ (1− γ)u1]− [1− γp− (1− γ)p0]

×[1− γp− (1− γ)p1][γu+ (1− γ)u0]}/[1 + (1− γ)(p0 − p1)]

로얻어진다. 여기서게임 A가공정한경우는식 (2.5)로부터 p = 1/2이고, 게임 B가공정한경우는식

(2.3)으로부터 p1 = [p0u1 − (2p0 − 1)u0]/[2p0u1 − (2p0 − 1)u0]이다. 이경우에얻어지는게임 C의점

근적평균은

µC =
(2p0 − 1)(1− γ)γ[2p0(u+ u0 − γu0)− (1− γ)u0](u1 − u0)

2[γu0 + 2p20(1− γ)(u1 − u0) + p0(u0 − 3γu0 + u1 + γu1)]

가 된다. 그러므로 모든 0 < γ < 1에 대해 p = 1/2이고 p0 = p1 = 1/2이거나 p0 = (1 − γ)u0/[2(u +

u0−γu0)], p1 = [2u+(1−r)u1]/[2(u+u1−γu1)]또는 u1 = u0이면게임 C도공정한게임이되어파
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론도 역설 현상은 생기지 않는다. u1 > u0일 때는 모든 0 < γ < 1에 대해 p = 1/2이고 p0 > 1/2 또는

p0 < (1− γ)u0/[2(u+ u0 − γu0)]이고 p1 = [p0u1 − (2p0 − 1)u0]/[2p0u1 − (2p0 − 1)u0]의범위에서두

게임 A와 B의 점근적 평균은 0으로 공정하지만 혼합게임 C의 점근적 평균은 양수가 되어 파론도 효과

가존재한다. 한편, u1 > u0일때, 모든 0 < γ < 1에대해 p = 1/2이고 (1− γ)u0/[2(u+ u0 − γu0)] <

p0 < 1/2이고 p1 = [p0u1 − (2p0 − 1)u0]/[2p0u1 − (2p0 − 1)u0]의영역에서는두게임 A와 B의점근적

평균은 0으로공정하지만혼합게임 C의점근적평균이음수가되어역파론도효과가존재한다.

u = d = u0 = d0 = u1 = d1 = 1인단순대칭확률보행의경우는

µA = 2p− 1,

µB =
p0 + p1 − 1

p0 + 1− p1
,

µC =
p0 + p1 − 1 + γ(2p− p0 − p1)

1 + (1− γ)(p0 − p1)

이다. 게임 A와 B가 모두 공정한 게임인 경우, 즉, p = 1/2이고 p0 + p1 = 1인 경우에는 게임 C의 점

근적평균 µC도모든 0 ≤ γ ≤ 1에대해 µC = 0이되어여전히공정한게임이되므로모든임의적혼합

에서파론도역설현상이나타나지않는다.

u = d = 1, u0 = d0 = 1, u1 = 9, d1 = 1의경우에는 p = 1/2, p0 = 1/2, p1 = 1/10일때게임 A와

B가모두공정한게임이되며이때, 혼합게임 C의점근적평균은

µC =
8(1− γ)γ

7− 2γ

로서 γ = (7 −
√
35)/2 ≈ 0.542에서 최대값 4(6 −

√
35) ≈ 0.336을 가진다. Figure 3.1는 이 경우에

대한 확률보행의 샘플경로 (sample path)를 나타낸 것으로 두 게임 A와 B는 공정하여 점근적 평균은

0인반면에혼합게임 C의점근적평균은양수로서게임이진행될수록누적상태가점차증가한다.

Figure 3.1 Sample paths for γ = 0.542, u = 1, d = 1, u0 = 1, d0 = 1, u1 = 9, d1 = 1, p = 1/2, p0 = 1/2, p1 = 1/10.

3.2. 주기적 반복

무상관확률보행 {An, n ≥ 0}을 r ≥ 1번반복한후, 상관확률보행 {Bn, n ≥ 0}을 s ≥ 1번반복하는

것을규칙적으로결합하는혼합확률보행 {Cn, n ≥ 0}을살펴보자. 즉, C0 = 0이고모든 n ≥ 1에대해

Cn = Cn−1 + cn

으로

cn =

an, n = 1, 2, . . . , r (mod r + s)

bn, n = r + 1, r + 2, . . . , r + s− 1, 0 (mod r + s)
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가 된다. 혼합 확률보행 {Cn, n ≥ 0}도 상관 확률보행으로서 상태공간 Σ = {0, 1}에서 정의되는 비균
일 (nonhomogeneous) 마코프 체인 {X [r,s]

n , n ≥ 0}으로 설명할 수 있고, 그 점근적 평균은 다음의 정리

를적용하여계산할수있다.

정리 3.1 (Ethier and Lee, 2009) r, s ≥ 1의 P := P r
AP

s
B에 대해 P r

AP
s
B의 모든 순환 순열

(cyclic permuation)이 에르고딕 (ergodic)하고, 행 벡터 π를 P의 정상확률분포라고 하자. 만약

{Xn, n ≥ 0}이 상태공간 Σ에서 정의되는 비균일 마코프 체인으로 그 전이확률행렬이 PA, . . . ,PA

(r번), PB , . . . ,PB (s번), PA, . . . ,PA (r번), PB , . . . ,PB (s번), . . .이고, 행렬 PA와 PB의 상금행

렬을 각각 WA과 WB라고 하고, 모든 n ≥ 1에 대해 ξn := w(Xn−1, Xn)와 Sn := ξ1 + · · · + ξn로 정

의하면

µ[r,s] :=
1

r + s

[ r−1∑
u=0

πP u
A(PA ◦WA)1+

s−1∑
v=0

πP r
AP

v
B(PB ◦WB)1

]
은임의의초기상태 X0에대해

lim
n→∞

n−1Sn = µ[r,s] a.s.

를만족한다.

먼저 r = s = 1인경우를살펴보자. PAPB의정상확률분포 π[1,1]는

π[1,1] = (1− p0 + pp0 − pp1, p0 − pp0 + pp1)

로얻어진다. 정리 3.1에의해혼합확률보행 {Cn, n ≥ 0}의점근적평균 µ[1,1]은

µ[1,1] =
1

2
{pu− (1− p)d+ (1− p)[p0u0 − (1− p0)d0] + p[p1u1 − (1− p1)d1]} (3.2)

로계산된다.

u = d, u0 = d0 그리고 u1 = d1인대칭확률보행의경우에는

µ[1,1] =
1

2
[u(2p− 1) + (1− p)(2p0 − 1)u0 + p(2p1 − 1)u1]

로 얻어진다. 게임 A가 공정한 경우 즉, p = 1/2이고 게임 B가 공정한 경우로서 p1 = [p0u1 − (2p0 −
1)u0]/[2p0u1 − (2p0 − 1)u0]인경우에얻어지는혼합게임 C의점근적평균은

µ[1,1] =
(1− 2p0)

2u0(u1 − u0)

4[2p0(u1 − u0) + u0]

가 된다. 그러므로 p = 1/2이고 p0 = p1 = 1/2이거나 또는 u1 = u0이면 게임 C도 공정한 게임이 되

어 파론도 역설 현상은 생기지 않는다. u1 > u0일 때는 p = 1/2이고 p0 ̸= 1/2와 p1 = [p0u1 − (2p0 −
1)u0]/[2p0u1 − (2p0 − 1)u0]의 영역에서 두 게임 A와 B의 점근적 평균은 0으로 공정하지만 혼합게임

C의점근적평균이양수가되어파론도효과가존재한다.

u = d = u0 = d0 = u1 = d1 = 1인단순대칭확률보행의경우는식 (3.2)으로부터

µ[1,1] = pp1 − (1− p)(1− p0)

가되어게임 A와 B가모두공정한게임인경우, 즉, p = 1/2이고 p0 + p1 = 1인경우는혼합게임 C의

평균도 µ[1,1] = 0가되어여전히공정한게임이되므로파론도역설이존재하지않는다.

u = d = 1, u0 = d0 = 1, u1 = 8, d1 = 1의경우에는 p =1/2, p0 =1/3, p1 =1/5일때게임 A와 B가

모두 공정한 게임이 되며 혼합게임 C의 점근적 평균은 µ[1,1] = 7/60으로 이기는 게임이 된다. Figure

3.2는이경우에대한확률보행의샘플경로를나타낸것으로혼합게임 C의누적상태가점차증가한다.
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Figure 3.2 Sample paths for u = 1, d = 1, u1 = 8, d1 = 1, u0 = 1, d0 = 1, p = 1/2, p0 = 1/3, p1 = 1/5.

일반적인 r, s ≥ 1에대한점근적평균 µ[r,s]를구해보자. 먼저모든 r ≥ 1에대해 P r
A = PA이다. 그

리고 행렬 PB의 고유값 (eigenvalue)은 1과 p1 − p0으로 대각행렬 D := diag(1, p1 − p0)로 정의한다.

고유값에대응되는우측고유벡터 (right eigenvector)는 (1, 1)T, (−p0/(1− p1), 1)
T로서

R :=

(
1 − p0

1−p1

1 1

)

와 L := R−1로나타내면모든 s ≥ 1에대해

P s
B = RDsL

가되어 P r
AP

s
B = PARDsL이고, PARDsL의정상확률분포 π[r,s]는

πT
[r,s] =

1

P

(
1− p1 + [p0 − p(1 + p0 − p1)](p1 − p0)

s

p0 − [p0 − p(1 + p0 − p1)](p1 − p0)
s

)
(3.3)

로얻어진다. 여기서 P := 1 + p0 − p1이다. 한편, 모든 u ≥ 0에대해

P u
A(PA ◦WA)1 =

(
pu− (1− p)d

pu− (1− p)d

)

이고

(PB ◦WB)1 =

(
p0u0 − (1− p0)d0

p1u1 − (1− p1)d1

)
(3.4)

이며

Ds := I + PB + · · ·+ P s−1
B

= R(I +D +D2 + · · ·+Ds−1)L

= R

(
s 0

0 1−(p1−p0)
s

1+p0−p1

)
L

=
1

P 2

(
s(1−p1)(1+p0−p1)+p0[1−(p1−p0)

s] p0[s(1+p0−p1)− 1+(p1−p0)
s]

(1−p1)[s(1+p0−p1)−1+(p1−p0)
s] sp0(1+p0−p1)+(1−p1)[1−(p1−p0)

s]

)
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이다. 따라서정리 3.1에의해점근적평균 µ[r,s]는식 (3.3)와 (3.4)로부터

µ[r,s] =
1

r + s

[ r−1∑
u=0

π[r,s]P
u
A(PA ◦WA)1+

s−1∑
v=0

π[r,s]P
r
AP

v
B(PB ◦WB)1

]
=

1

r + s

{
r[pu− (1− p)d] + π[r,s]PADs(PB ◦WB)1

}
와같이계산된다.

u = d = u0 = d0 = u1 = d1 = 1인 단순 대칭 확률보행이고, p = 1/2로 게임 A가 공정한 게임인 경

우는

µ[r,s] =
(p0 + p1 − 1)[s(1 + p0 − p1)− (p1 − p0)(1− (p1 − p0)

s)]

(r + s)(1 + p0 − p1)2

가되며게임 B도공정한게임인경우, 즉 p0 + p1 = 1인경우는모든 r, s ≥ 1에대해혼합게임 C의점

근적평균도 µ[r,s] = 0으로서여전히공정한게임이되어파론도역설현상이존재하지않는다.

4. 결론

매 시행에서 이길 확률이 이전 시행의 결과에 의존하고 매 시행에서 주어지는 상금이 일반적인 값을

가지는 게임을 모형화할 수 있는 일반 점프크기를 가지는 이산시간의 상관 확률보행을 고려하였다. 매

시행에서의 승패 확률과 상금이 독립적으로 결정되는 게임을 나타내는 무상관 확률보행과 임의적으로

혼합하거나일정한규칙에따라주기적으로반복할때, 각확률보행의점근적평균은 0으로공정한게임

이지만 혼합 확률보행의 점근적 평균은 모수의 범위에 따라 양수 또는 음수가 되어 파론도 역설 현상이

나타날 수 있음을 보였다. 연속시간 확률보행에 대해서는 두 확률보행의 임의적 혼합만 다루어 파론도

역설 현상을 확인하였지만 (Montero, 2011), 이산시간 확률보행에서는 마코프 체인의 강대수의 법칙을

이용하여점근적평균을계산함으로써임의적혼합뿐아니라주기적반복에서도파론도역설현상이발

생할수있음을확인하였다.

기존의파론도게임에서처럼승패시주어지는상금이만약 +1원과 −1원이면임의적혼합의모든혼

합확률 0 < γ < 1과주기적반복에서게임 A와 B의각반복횟수인 r과 s의모든값에대해파론도역

설현상은나타나지않아서공정한두게임 A와 B의모든임의적혼합과주기적반복이항상공정한게

임이 된다. 이것이 Parrondo 등 (2000)의 과거의존 파론도 게임에서 과거의 직전 한 번의 결과에 대한

종속 대신에 연이은 두 번의 결과에 의존하여 현재 시행에서의 승패 확률이 결정되는 게임 B를 고려하

였던이유이기도하다.
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Abstract

We consider a correlated discrete-time random walk in which the current jump size

depends on the previous jump size and a noncorrelated discrete-time random walk

where the jump size is determined independently. By using the strong law of large

numbers of Markov chains we derive the formula for the asymptotic means of the

random mixture and the periodic pattern of these two random walks and then we show

that there exists Parrondo’s paradox where each random walk has mean 0 but their

random mixture and periodic pattern have negative or positive means. We describe

the parameter sets at which Parrondo’s paradox holds in each case.

Keywords: Asymptotic mean, correlated random walks, jump size, Markov chains, Par-

rondo’s paradox, stationary distributions.
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