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ABSTRACT

Thick composite disks are utilized in the fast-rotating machines such as turbine disks,

flywheels, and so on. The effects of rotating speed on the dynamic characteristics of thick

composite disks are deeply studied in this paper. The dynamic governing equations of a

rotating composite disk including transverse shear and rotary inertia are derived and then

formulated into the finite element equation. Isotropic, circumferentially reinforced disk, and

radially reinforced disk are selected for the numerical analysis. The inclusion of the

transverse shear and rotary inertia into the governing equation of the rotating disks makes

the natural frequency reduced as well as the critical speed. The present results show that

the rotation of a thick disk may not reduce the effect of transverse shear and rotary

inertia depending on anisotropy, thickness ratio and mode, unlike the results reported in

other studies.

초 록

두꺼운 복합재료 회전원판은 경량화와 고속화가 요구되는 터빈 디스크, 플라이휠 등에 

다양한 기계요소도 활용되고 있다. 본 연구에서는 회전속도가 두꺼운 복합재료 원판의 동

적특성에 미치는 영향을 살펴보았다. 이를 위해 두꺼운 복합재료 회전원판의 동적 운동방

정식을 유도하고 유한요소 정식화를 수행하였다. 등방성 원판, 원주강화 복합재료 원판,

그리고 반경강화 복합재료 원판에 대한 수치해석을 수행하였다. 횡전단변형과 회전관성의 

고려는 원판이 회전할 때에도 고유진동수를 감소시킬 뿐만 아니라 임계속도를 낮추는 역

할을 한다. 원판의 회전속도가 증가함에 따라 횡전단변형과 회전관성 효과가 감소한다는 

이전의 연구결과와는 달리 탄성계수의 이방성, 두께비, 모우드에 따라 그 효과가 감소 또

는 증가할 수 있는 것으로 나타났다.

Key Words : Composite Disk(복합재료 원판), Finite Element Analysis(유한요소해석),

Natural Frequency(고유진동수), Rotary Inertia(회전관성), Rotating Speed

(회전속도), Transverse Shear(횡전단)
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Ⅰ. 서 론

플라이휠(flywheel)은 수천 년 전부터 사용된 

에너지 저장장치이며 산업혁명 시기에는 기계장

치가 원활히 회전할 수 있도록 하는 기능도 하였

다. 1970년대 이후 자기 베어링, 섬유강화 복합재

료, 전력전자 기술의 발달로 인해 플라이휠이 에

너지 저장장치에 적극적으로 활용되기 시작하였

다[1].

플라이휠의 저장 에너지는 운동 에너지 형태

이므로 관성 모멘트(mass moment of inertia)에 

비례하고 회전속도의 제곱에 비례한다. 따라서 

관성 모멘트보다는 회전속도를 증가시키는 것이 

에너지 밀도를 높이기에 효율적이다. 그러나 고

속회전은 원심력에 의한 응력을 증가시켜 회전속

도에 제한을 가져오게 된다. 이런 이유로 비강성 

및 비강도가 높은 탄소섬유강화 복합재료(carbon

fiber-reinforced plastic: CFRP)가 플라이휠에 적

합한 재료로 사용되어 많은 연구가 진행되어 왔

다. Table 1에 제시된 것과 같이 복합재료 플라

이휠은 다른 저장장치에 비해 에너지 밀도가 월

등히 큰 특성을 갖는다[2]. 또한 화학 배터리에 

비해 수명이 긴 장점도 가지고 있다.

Roes[3]가 1961년 우주공간에서 에너지 저장장

치로서 플라이휠의 개념을 제시한 이후로 위성 

또는 우주정거장에 이용하려는 연구가 지속되어 

왔다[4]. 인공위성의 자세제어 시스템(attitude

control system)으로 반작용 휠 작동기(reaction

wheel actuator)이나 제어 모멘트 자이로(control

moment gyro)를 사용하는데 이 장치들은 플라

이휠을 내장하고 있다. 에너지 저장 장치와 자세 

제어 시스템이 모두 플라이휠을 사용한다는 점에

서  1970년 이후에 두 개념을 통합한 장치 개발

이 시작되었다. IPACS(integrated power and

attitude control systems)[5]가 대표적인 초기의 

통합장치이며 ESACS(energy storage and

Storage type
Specific

energy (Wh/kg)

Magnetic fields Superconducting coil 1–2

Elastic
deformations

Steel spring
Natural rubber band

0.09
8.8

Electrochemica

l reaction

Lead–acid battery
Nickel–cadmium

battery

17.9

30.6

Kinetic energy
Managing steel flywheel
4340 steel flywheel

Composite flywheel

55.5
33.3

213.8

Table 1. Energy storage types[2]

attitude control systems)로 발전하게 된다.

복합재료 플라이휠은 다양한 형상을 가질 수 

있으며 두꺼운 원판도 그중 하나이다. 고밀도의 

에너지를 저장하기 위해서는 회전속도를 높여야 

하는데 이로 인해 발생하는 응력과 동적 불안정

성이 최고속도를 제한한다. 고속회전에 의해 피

할 수 없는 진동은 기기의 성능을 저하시킬 뿐만 

아니라 파손의 위험을 야기할 수 있다. 이와 같

은 이유로 복합재료 회전판에 대한 응력해석 및 

설계에 대한 다양한 연구가 진행되어 왔다.

두꺼운 판의 동적 해석에는 횡전단변형

(transverse shear deformation : SD)과 회전관성

(rotary inertia : RI)를 고려해야 되며 이를 무시

할 경우에 고유진동수는 크게 평가된다. 두꺼운 

회전원판의 진동에 대한 연구는 극히 제한적으

로 이루어 졌는데, 회전속도가 증가함에 따라 

두께 효과(티모쉔코 효과)가 고유진동수에 미치

는 영향에 대한 연구는 매우 드문 실정이다. 등

방성 보에 대한 연구들에서는 회전에 의한 강성

화(stiffening) 효과로 회전이 증가할수록 티모쉔

코 효과가 줄어든다는 사실만을 제시하고 있다 

[6-8]. Yokohama[6]는 유한요소법을 이용하여 

회전하는 티모쉔코 보의 고유진동수를 계산한 

결과, 회전에 의해 횡전단변형 효과는 모든 모

우드에서 줄어들고 회전관성 효과는 2차 이상의 

모드에서 증가한다고 하였으며 이를 종합한 티

모쉔코 효과는 결과적으로 줄어든다는 결과를 

제시하였다.

두꺼운 회전원판의 진동해석을 다룬 연구는 

그리 많지 않다. Sinha[9]는 등방성 원판의 회전

에 의한 강성 증가가 횡전단변형에 의한 강성 감

소보다 우세하다고 제시하였으나 각 매개변수와 

회전속도에 대한 티모쉔코 효과를 정량적으로 비

교 제시하지는 않았다. Cote[10]는 등방성 원판의 

회전이 티모쉔코 효과에는 별다른 영향을 미치지 

않는다는 결론을 내렸다. Kim과 Koo[11]는 

NASTRAN을 이용하여 극직교 이방성 민들린

(Mindlin) 원판과 고전원판(Kirchhoff)의 고유진

동수 오차가 회전속도에 따라 변화하는 양상을 

살펴보았다. 원판의 경우에는 특정 모우드에서 

회전속도가 증가함에 따라 그 오차가 감소하다 

다시 증가하는 특별한 현상이 나타난다고 보고하

였다. 그러나 상용 패키지를 사용하였으므로 정

량적인 분석에는 한계가 있었다. Koo[12]는 보다 

정확한 규명을 위해 일정한 축하중이 작용하는 

두꺼운 단순지지보에 대한 해석 해를 구하였다.

인장력이 증가함에 따라 횡전단변형 효과는 감소
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(a) (b)

Fig. 1. (a)Circumferentially-reinforced(CR)

composite disk and (b)Radially-

reinforced (RR) composite disk

하나 회전관성 효과는 무관한 것으로 나타났으며 

두 효과가 함께 고려되는 경우 두께 효과가 증가

되는 모우드도 있음을 보여주었다. 회전하는 두

꺼운 외팔보에 대한 유한요소해석을 통해 회전수

가 증가함에 따라 횡전단변형 효과가 증가하는 

경우도 있다고 보고하였다.

앞서 기술한 바와 같이 본 연구의 저자는 회

전속도 증가가 횡전단변형 효과에 미치는 영향을 

두꺼운 보 문제에 대해 해석적인 해와 유한요소 

해를 통해 연구한 바 있다. 본 연구에서는 플라

이휠, 터빈 디스크 등 다양한 분야에 적용되는 

두꺼운 원판의 티모쉔코 효과가 회전속도가 증가

함에 따라 변화하는 경향을 살펴본다. 이를 위해 

두꺼운 복합재료 회전원판의 동적 운동방정식을 

유도하고 유한요소 정식화를 수행하였다. 등방성 

원판, 원주강화(circumferentially reinforced: CR)

복합재료 원판, 그리고 반경강화(radially

reinforced : RR) 복합재료 원판에 대해 회전속도

에 따른 고유진동수를 계산하여 횡전단변형과 회

전관성 효과를 분석하였다. CR 원판과 RR 원판

의 섬유배열은 Fig. 1과 같다.

Ⅱ. 본 론

2.1 복합적층 원판의 운동방정식

2.1.1 지배방정식

Figure 2와 같이 정의된 회전 좌표계에 대한 

원판의 변위는 다음과 같이 표현된다.

 
,  

,   (1)

여기서 는 횡방향 변위, 와 는 각각 축

과 축에 대한 회전각이다.

회전속도가 인 원판에는 평면하중  과  

가 작용하며, 대칭적층 원판의 운동방정식은 해

밀턴(Hamilton)의 원리를 이용하여 다음과 같이 

유도된다.



 







 






 
 







 


 
 

 

(2.a)



 










 







 
 




 


 
 

 

(2.b)



 




 
 



 




 
 



  
 

  
 



(2.c)

여기서 는 적층판의 굽힘강성이며, 횡전단 응

력이 포물선 분포를 갖는다고 가정하면 횡전단 

강성 는 다음과 같이 계산된다.

  




 
  

 
  (3.a)

  





 
 





  (3.b)

식 (3)에서  
는 단층의 변환 강성행렬로 적

층각 에 따라 값이 변하게 된다. Fig. 1과  같

이 CR 원판은 적층각이 90 도이고 CR 원판은 

적층각이 0 도가 된다.

원판의 두께와 밀도가 각각 와 일 때 질량 

와 회전관성 는 다음과 같다.

  
 



  (4)

원판이 회전할 때 발생하는 평면하중  과 

Fig. 2. Coordinates and geometry of rotating disk



652 구교남 韓國航空宇宙學會誌

 는 다음 식으로부터 구한다.



 


 
  

 (5)

여기서 회전속도가 일정하다고 가정하면  는 

무시될 수 있다.

2.2 유한요소 정식화

식 (2)의 유한요소 방정식은 갤러킨 방법을 적

용해 얻을 수 있으며 유한요소 해는 4절점 요소

를 사용한 라그랑지 다항식 를 이용한다.

 
 



  N
Tw

 
 



 N
 (6)

 
 



 N


따라서 회전하는 복합재료 원판의 운동방정식

을 다음과 같이 얻을 수 있다.






M  

 M 

  M















w


















K



K
KK

K KK
K KK












w
































(7)

여기서 질량행렬 M과 강성행렬 K의 각 성분은 

다음과 같이 표현된다.


    (8.a)


 

    (8.b)


 






















 



 




(9.a)


 














 (9.b)


 














  (9.c)


 















 


 




 





(9.d)


 


















 




(9.e)


 




















 




 
(9.f)


 




  




   (9.g)

조화진동을 가정하면 식 (7)은 다음과 같이  

고유치 방정식이 되며, 고유진동수 는 회전수 

(rad/s)를 변화시켜가며 계산하게 된다.

KKMq (10)

식 (10)의 고유치 는 운동좌표계 에 대한 

고유진동수이며 관성좌표계 에 대한 고유치 

는 다음과 같이 주어진다.

  ±  (11)

여기서  와  는 각각 전진파와 후

진파의 진동수이며 과 은 각각 절원(nodal

circle)과 절선(nodal diameter)의 개수를 나타낸

다. 후진파의 진동수가 원판의 회전수와 같아질 

때 즉  일 때 회전속도는 임계속도 로 

정의된다.

2.3 해석결과 및 토론

2.3.1 결과 검증

앞에서 유도된 유한요소 모델링의 타당성을 

검증하기 위해 등방성 원판과 복합재료 원판의 

무차원 고유진동수를 비교하였다. 본 연구의 해

석 전 과정에 사용된 유한요소의 개수는 15×72

Mode  (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

Côté [10] 6.18 5.91 30.81 32.43

Sinha [9] 6.31 5.97 28.93 29.08

NASTRAN 6.20 5.87 31.64 33.20

Present 6.15 5.81 30.07 31.49

Table 2. Nondimensional angular natural

frequency  of stationary isotropic

disk:    ,    ,   .

Mode  (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)



=10

Sinha [9] 8.11 8.51 37.89 40.02

NASTRAN 8.07 8.47 37.17 39.11

Present 8.10 8.49 36.94 38.79



=5

Sinha [9] 7.87 8.26 28.72 30.46

NASTRAN 7.63 8.01 31.50 33.35

Present 7.75 8.08 30.62 32.31

Table 3. Nondimensional angular natural

frequency  of rotating isotropic

disk:    ,    ,  .
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Properties PC (polycarbonate) CFRP (T300/N5208)

 2.2 GPa 181.0 GPa

 2.2 GPa 10.3 GPa

 0.797 GPa 7.17 GPa

 0.38 0.28

 1220 kg/m3 1600 kg/m3

Table 4. Material properties

Mode  (0,0) (0,1) (0,2)

RR

disk

 
NASTRAN 0.755 0.754 0.795

Present 0.755 0.754 0.792

 
NASTRAN 1.073 1.079 1.098

Present 1.075 1.080 1.126

CR

disk

 
NASTRAN 0.623 0.394 0.556

Present 0.624 0.394 0.557

 
NASTRAN 0.677 0.759 1.306

Present 0.682 0.759 1.301

Table 5. Nondimensional natural frequency
 of composite disk:    ,

   .

(반경×원주)이다. Table 2에는 내경 대 외경비 

  , 외경 대 두께비  , 포아송 비 

  인 등방성 원판이 회전하지 않을 때의 고

유진동수를 제시하였다. Table 3에는 등방성 원

판이 회전할 때의 고유진동수를 비교하였다.

NASTRAN 해석에는 CQUAD4 요소가 15×120개 

사용되었다. 회전에 의한 하중은 RFORCE 필드

를 이용하고 SOL 106에 의한 해석을 수행하였

다. Table 2과 Table 3에서 무차원 각 고유진동

수와 각 회전속도는 각각 다음과 같다.

 ,  (rad) (12)

복합재료 원판의 고유진동수는 Table 4의 

CFRP의 물성치를 사용하여 Table 5에 제시하였

다. 무차원 고유진동수와 무차원 회전속도는 각

각 다음과 같이 정의된다.

  ,  (rad) (13)

Table 2, Table 3, Table 5를 살펴보면 본 연구

의 해석 결과가 다른 연구들의 결과와 잘 일치하

고 있음을 확인할 수 있다.

2.3.2 두꺼운 회전원판의 동특성

회전속도에 따른 원판의 고유진동수의 변화를 

살펴보기 위해 Table 4에 제시된 바와 같이 원판

재료로 폴리카보네이트(polycarbonate: PC)와  

CFRP를 선정하였다. 계산에 사용된 내경 대 외

경비는  이고 외경 대 두께비는 

 이다.

횡전단변형과 회전관성을 고려한 원판의 회전

속도에 따른 고유진동수를 Fig. 3 ~ Fig. 5에 도

시하였다. 무차원 고유진동수와 회전속도는 각각 

식 (13)에 제시된 값이다.

그림에서 와 는 전진파의 후진

파의 고유 모우드를 나타내고 후진파의 고유진동

수를 영으로 만드는 가장 작은 회전속도가 임계
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Fig. 3. Frequency-speed diagram of PC

disk :    ,   
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Fig. 4. Frequency-speed diagram of CR

disk :    ,   

0 2 4 6 8
0

1

2

3

W

(0,5)f

f 

(0,4)f

(0,3)b

(0,4)b

(0,2)b

(0,5)b
(0,3)f

(0,2)f

(0,1)b

(0,1)f

(0,0)

Fig. 5. Frequency-speed diagram of RR

disk :    ,   
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속도 가 된다. Fig. 3에는 폴리카보네이트(PC)

회전원판의 고유진동수를 제시하였는데 (0,2) 모

우드가 임계 모우드로 나타나고 있다. Fig. 4와 

Fig. 5에는 각각 원주강화 회전원판(CR disk)과 

반경강화 회전원판(RR disk)의 고유진동수를 제

시하였다. CR 회전원판의 임계 모우드는 등방성 

원판과 마찬가지로 (0,2) 모우드이지만 RR 회전

원판의 임계 모우드는 (0,4) 모우드로 나타나고 

있다. 고전 판이론(CPT), 횡전단변형 판이론(SD),

횡전단변형과 회전관성을 모두를 고려한 판이론

(SD+RI)을 각각 적용하여 계산한 임계속도를 

Table 6에 정리하였다. CPT 결과는 참고문헌 

[13]에서 제시된 유한요소법을 이용하여 계산하

였다. CPT에 횡전단변형(SD)을 고려하면 임계속

도가 작아지고, 그리고 여기에 추가적으로 회전

관성(RI)까지 고려하면 임계속도가 더욱 작아지

는 경향을 확인할 수 있다.

Figure 6과 Fig. 7은 각각  인 CR 원판

과 RR 원판의 가장 낮은 모우드 6개의 모우드 

형상과 고유진동수를 보여준다. RR 원판의 최저 

모우드들은 절경 모우드들로만 구성되어 있지만 

CR 원판의 경우는 다섯 번째에 절원 모우드인 

(1,0) 모우드가 나타나고 있다.

Theory PC CR RR

CPT 1.63095 4.93925 2.36570

SD 1.54797 4.76955 2.25544

SD+RI 1.53034 4.56614 2.22817

Critical mode (0,2) (0,2) (0,4)

Table 6. Normalized critical speed  (rad)

of various disks.

(0,1)  = 0.39376 (0,2)  = 0.55712

(0,0)  = 0.62414 (0,3)  = 1.4268

(1,0)  = 2.2082 (1,1)  = 2.2295

Fig. 6. Mode shape and natural frequency

of CR disk

(0,1)  = 0.75359 (0,0)  = 0.75498

(0,2)  = 0.79239 (0,3)  = 0.96810

(0,4)  =1.3253 (0,5)  = 1.8316

Fig. 7. Mode shape and natural frequency
of RR disk

2.3.3 회전속도와 티모쉔코 효과

복합재료 원판의 회전수와 티모쉔코 효과의 관

계를 알아보기 위해 회전수에 따른 원판의 고유

진동수를 등방성재료와 복합재료 원판에 대해 내

경 대 외경비, 외경 대 두께비, 진동 모우드별로 

계산하였다.

횡전단변형과 회전관성 효과는 다음과 같이 고

유진동수의 오차를 기준으로 평가된다.

 


× (14)

여기서 는 고전 판이론에 의한 고유진동수

이다.

Figure 8은 PC 원판의 회전속도에 따른 티모

쉔코 효과를 보여준다. 상대적으로 두꺼운 원판

인  인 원판은 (0,0) 모우드에서는 회전속

도가 증가함에 따라 티모쉔코 효과가 감소하다가 

증가하고 있다. 반면에  인 원판의 경우

는 (0,0) 모우드는 티모쉔코 효과가 감소 없이 바

로 증가하고, (0,1) 모우드는 티모쉔코 효과가 감

소 후 증가하고 있다. 1차원 보 문제와는 달리 

횡전단변형만 고려한 경우와 회전관성까지 고려

한 경우의 경향성의 차이는 없는 것으로 나타나

고 있다.

원주강화 복합재료 원판의 회전속도와 티모쉔

코 효과가 Fig. 9에 제시되어 있으며 (0,0), (0,1),

(0,2) 모우드에 대해 모두 회전속도가 증가함에 

따라 티모쉔코 효과가 줄어들고 있음을 확인할 

수 있다. 특히 (0,0) 모우드의 경우는 회전속도가 

티모쉔코 효과에 영향을 거의 미치지 않고 있음
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을 알 수 있다.

마지막으로 Fig. 10에 반경강화 복합재료원판의 

티모쉔코 효과가 제시되었다.  인 원판의 

경우 모든 모우드의 티모쉔코 효과가 회전속도 

증가에 따라 감소하고 있으나  인 원판의 

경우 모든 모우드의 티모쉔코 효과는 회전속도가 

증가함에 따라 감소하다 증가하는 특성을 보이고 

있다. 앞서 세 종류의 회전원판에 대해 살펴본 

바와 같이 (0,0) 모우드가 회전속도에 따른 티모

쉔코 효과가 줄어드는 경향이 작거나 오히려 증

가하는 경향이 두드러지게 나타나고 있다.

Ⅲ. 결 론

본 연구에서는 회전속도가 증가함에 따라 횡전

단변형과 회전관성 효과가 두꺼운 복합재료 원판

의 동적특성에 미치는 영향을 살펴보았다. 이를 

위해 두꺼운 복합재료 회전원판의 동적 운동방정
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Fig. 8. Variation of Timoshenko effect of PC disk with rotating speed
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Fig. 9. Variation of Timoshenko effect of CR disk with rotating speed
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Fig. 10. Variation of Timoshenko effect of RR disk with rotating speed
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식을 유도하였으며 이에 대한 해석적인 해가 존

재하지 않으므로 유한요소 정식화를 수행하여 회

전속도에 따른 고유진동수를 구하였다. 본 연구

에서 유도된 지배방정식과 유한요소식은 회전좌

표계에 대한 식이며, 추후 연구에서는 이를 더욱 

확장해 관성좌표계에 대한 운동방정식의 해를 구

해 임계속도를 비교할 예정이다.

기존의 연구들에 의해 알려진 바와 같이 두꺼

운 회전원판의 동적해석에서 횡전단변형과 회전

관성을 고려하면 고유진동수는 낮아지는 것으로 

나타났다. 이로 인해 횡전단변형과 회전관성은 

회전원판의 임계속도를 낮추는 역할을 하지만 임

계 모우드는 적층각에 따라 다르게 나타났다.

그러나 원판의 회전속도가 증가함에 따라 티모쉔

코 효과가 줄어든다는 기존 연구의 설명과는 달

리 탄성계수의 이방성, 외경 대 두께비, 모우드

에 따라 그 효과 다르게 나타났다. 특히 회전속

도에 의한 티모쉔코 효과의 감소가  (0,0) 모우드

에서 가장 크게 나타났다. 회전하는 두꺼운 보에

서 확인한 현상과 마찬가지로, 원심력에 의한 면

내강성 증가에 의해 회전원판의 티모쉔코 효과는 

반드시 감소하는 것이 아니라 증가할 수도 있다

는 결론을 내릴 수 있다.
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