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Abstract - This paper deals with a robust  sampled-data controller design problem for nonlinear systems in Takagi–

Sugeno fuzzy form with singular perturbation. The employed controller takes a state-feedback form. The design condition is 

represented in terms of linear matrix inequalities. A numerical examples is included to show the effectiveness of the 

theoretical development.
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1. 서  론

섭동(perturbation)은 안정된 궤적상의 운동상태에 미소한 충

격을 가해 운동상태가 교란되는 현상이다. 섭동이론은 천왕성궤

도의 이상을 새로운 행성을 이용하여 설명하기 위한 시도에서 도

입되었다. 이후 섭동이론은 복잡한 시스템의 동적현상을 근사적

으로 서술하는데 효과적으로 활용되었다[1]. 제어이론 관점에서

의 섭동은 일반적으로 모델을 선형화하는 과정에서 예측하기 어

려운 동특성을 일컫는다. 이러한 동특성을 배제한 시스템의 모델

링은 고급제어 시스템의 성능을 기대할 수 없게 하는 요소 중의 

하나이다. 따라서 최근 제어이론 학계는 섭동, 특히 특이섭동에 

관한 연구에 집중하였다.

특이섭동 시스템은 상태변수의 시간 스케일이 상대적으로 빠

른 모드(fast mode)와 느린 모드(slow mode)가 동시에 존재하는 

동적시스템이다. 특이섭동 현상은 도립진자 시스템의 관성모멘트

(inertia)[2], 터널다이오드 회로의 기생(parasitic) 인덕턴스 등 

비선형시스템에서도 관찰된다[3]. 선형시스템에서의 특이섭동은 

다수 연구되었으며[4-7], 비선형시스템, 특히 특이섭동 타카기–

수게노(T–S) 퍼지모델의 제어에 관련된 연구도 수행되고 있다

[8-10].

많은 제어응용분야에서 플랜트로의 외란(disturbance)의 유입

은 빈번하다. 외란의 영향을 억제하는 강인제어 기법 중,  제

어는 외란이 성능출력(performance output)에 미치는 영향의 정

도의 상한을 보장하는 제어기법이다. 특히 선형행렬부등식(linear 

matrix inequality) 형태의 설계조건을 제시한  제어기 합성

기법이 많이 연구되었고, 이후 선형 특이섭동 시스템 [11], 비표

준 특이섭동 시스템 [12], 퍼지 특이섭동 시스템 [13] 등,  

제어기의 후속연구가 발표되었다.

연속시간뿐만 아니라 이산시간 시스템에 관한 안정도분석 연

구도 수행되었다. 한편, 제어환경의 디지털화에 따라, 샘플치

(sampled-data) 제어 [14,15] 및 추정 [16,17] 기법은 매우 효

과적인 방법론으로 인식된다. 즉, 마이크로컨트롤러, 디지털컴퓨터

를 활용하여 제어기 구현을 용이하게 하며, 개발시간을 절감케 

하는 장점이 있다. 참고문헌 [18,19]에서 강인  샘플치 제어

에 관한 연구가 진행되었지만, 선형 시스템이라는 한계가 있다. 

이러한 샘플치 제어 및 추정 기법의 장점에도 불구하고, 특이섭

동을 포함한 T–S 퍼지모델의 강인  샘플치 제어에 관한 연

구는 미진한 상황이다[20].

본 논문은 특이섭동을 포함한 비선형시스템의  샘플치 제

어기 설계기법을 논한다. 비선형시스템은 T–S 퍼지모델 형태로 

표현됨을 가정한다. 제어기 설계조건은 리아푸노프(Lyapunov) 안

정도 이론을 기반으로 유도되며, 선형행렬부등식로 표현된다.

표기의 간략함을 위하여 연속시간 신호 와 샘플치 신호 

를 와 로 표기한다. 는 대칭행렬의 전치요소를 나타

내고, 로 정의한다.

2. 사전 지식

2.1 T–S 퍼지 모델

다음의 특이섭동 T-S 퍼지모델을 고려하자.
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           (1)

여기서 는 상태, 는 입력, 는 외란, 

는 출력이다. 행렬

에서 는 고속모드와 저속모드의 분리도를 나타낸다. 전반

부변수 는 의 단사함수이다. 번째 규칙의 

발화도 는 다음과 같이

로 정의되며, 을 만족한다. 여기서 는 가 번

째 규칙의 번째 퍼지집합 에 대한 소속도를 나타낸다.

2.2 샘플치 제어기

시간구간 에 대하여 다음의 상태궤환 샘플치 

제어기를 도입하자.

(2)

여기서 는 샘플링주기이며 는 설계할 제어기 이득이다.

변수 를 정의하자. 시스템 (1)과 (2)로부터 폐루프

시스템

   (3)

이 표현된다.

본 논문의 주요결과의 증명을 위하여 다음의 보조정리들을 상

기하자.

보조정리 1: 적절한 차원의 임의의 행렬 에 대하여, 다음 관

계식

이 성립한다.

증명: 변수 에 대하여 위상변수들 , 을 

정의하면, 다음 식

                  

이 성립한다. 변수들을 , 로 치환하면 증명된다.

보조정리 2([21]): 적절한 차원의 임의의 벡터 와 행렬 

, 그리고 상수 에 대하여, 다음의 부등식

이 성립한다.

3. 강인  제어기 설계

정의 1: 폐루프시스템 (3)의 강제응답이 주어진 감쇠상수 

에 대하여 다음의 조건을 만족하면

(4)

(3)은 강인 -  외란감쇠 성능을 보장한다. 여기서 

와 는 가중(weighting) 행렬이다.

정리 1: 적절한 상수 에 대하여, 다음의 선형행렬부

등식을 만족하는 , , , , , 

가 존재하면

(5)

샘플치 제어기 (2)는 외란을 동반한 특이섭동 T–S 퍼지모델 (1)

을 강인 -  외란감쇠 안정화한다.
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증명: 간결한 논의를 전개하기 위하여, 표기법

을 정의하면, (3)은 다음과 같이 표현된다.

동역학 (3)의 안정도를 증명하기 위하여, 리아푸노프 함수후보

를 도입하자. 여기서 이고 이다. 보조정리 

1을 이용하여 (1)의 동역학의 궤적을 따른  의 시간에 대한 

미분은 다음과 같다.

(6)

의 성질

로부터 다음의 식

은 자명하다. 위의 식과 보조정리 2를 (6)에 적용하면 아래의 부

등식

(7)

을 유도할 수 있다. 또한 (3)으로부터, 호환가능한 차원의 임의의 

비특이행렬 와 임의의 에 대하여 다음의 식

(8)

이 성립함을 알 수 있다. (8)을 (7)에 대입하면 다음의 부등식을 

유도할 수 있다.

(9)

리아푸노프 함수 (9)가 (3)의 궤적을 따른 모든 에 대하여 

해밀턴–자코비–벨만(Hamilton–Jacobi–Bellman) 부등식

(10)

을 만족함을 가정하자. 양변에 시간구간 에 대하여 적분을 

취하면 다음과 같다.

초기값 에 대하여 다음은 자명하다.

이는 (4)와 같다. 이제 (10)은 다음과 같이 재구성할 수 있다.



Trans. KIEE. Vol. 65, No. 9, SEP, 2016

특이섭동 타카기–수게노 퍼지모델의 강인  샘플치 제어              1527

(11)

이 참이면 (7)의 우변은 임의의 

에 대하여 음한정이고, 따라서  는 (3)의  점근적 감쇠 

안정성을 보장하는 리아푸노프 함수들이다. 이제 (11)의 중앙행

렬을 diag   로 합동변환하고,  , 
, 

,  , 로 치환하면 (5)가 유도된다.

참고 1: 정리 1의 (5)에 대하여 몇 가지 논의를 제시한다.

• 정리 1에서 임의의 첨자 를 갖는 행렬변수 는 모든 

에 대하여 (5)를 만족하여야 한다. 따라서 모든 는 동일

한 제약조건을 가지므로 동일한  , 즉 동일한 가 설계될 것

이다. 이것은 (2)는 비선형제어기가 아니라 선형제어기임을 의미

한다[22]. 이것을 고려하기 위하여 많은 연구결과에서 그러하듯

이, 일반적으로 참고문헌 [23]과 같이 (3)을

의 형태로 재구성하여 안정도 조건을 유도하는 방법론은 사용할 

수 없다. 그 이유는 (1)의 발화도 와 (2)의 발화도 는 

동일하지 않아 첨자의 교환(permutation)이 불가능하기 때문이다.

• 또는 (11)의 중앙행렬을

의 형태로 구성하여 의 음한정을 (3)의 점근적 안성성을 

보장하는 조건으로 제시할 수 없다. 왜냐하면 위 식은 대칭행렬

이 아니기 때문이다. 이러한 문제점을 부정확 전반부 정합

(imperfect premise matching)이라 한다. 따라서 다시 첨자의 교

환이 불가능하여 퍼지모델기반 제어기 설계조건을 완화할 수 없

다[24]. 참고문헌 [25,26]에서 제시하였듯이

형태의 가정을 도입할 수 있으나, 이 조건 또한 설계조건 보수화

의 요소로 작용할 수 있다.

• 다른 방안으로 (3)을 다음의 동역학으로 재구성하여 설계조

건을 유도하면 부정확 전반부 정합의 문제점을 해결할 수 있다.

여기서

이다. 많은 경우에 사상들 , 이 립쉬츠(Lipschitz)이

다[27]. 이를 가정으로 도입하여, 사상 도 에 대한 립쉬

츠 비선형함수로 다룰 수 있으므로[15], 유사한 설계조건을 유도

할 수 있다. 그러나 섭동 이 추가적으로 고려되어 설계조건의 

보수화가 예상된다.

• 위의 문제점을 해결하기 위한 간단한 방법은 (2)를

의 형태로 변경하는 것이다[28]. 이 경우 (11)은

형태로 구성되어 부정확 전반부 정합의 문제점을 피할 수 있다. 
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그림 1 외란감쇠 성능. (청색-실선: , 적색-궤선: )

Fig. 1 Disturbance attenuation performance. (blue-solid:

, red-dashed: )

그림 2 제어입력과 확대한 그림.

Fig. 2 Control input and expanded illustration.

그림 3 시간응답.

Fig. 3 Time response.

그러나 위의 제어기는 샘플치를 궤환하는 연속시간 제어기의 형

태로 완전한 의미의  샘플치 제어기는 아니다.

참고 2: 행렬방정식 (8)을 이용하여 유도된 설계조건 보다는

와 같이 적절한 차원의 행렬 , , , 을 포함한 일반화된 

행렬방정식을 도입하여 유도된 설계조건이 보다 완화될 것임을 

예상할 수 있다. 그러나 이 경우 선형행렬부등식을 유도할 수 없

다. 대신 이중선형(bilinear)부등식을 반복적으로 풀어 설계조건의 

해를 구할 수 있다. 하지만 이것에 의하여 다시, 설계조건이 완화

되었다는 보장을 할 수 없으며 수치적 계산부하가 증가할 것이다.

참고 3: 정리 1에서 유도한 제어기 설계조건은 을 포함하고, 

은 폐루프 시스템의 안정도와 밀접한 관련이 있다. 특히 이 매

우 작을 경우 (5)의 타당성(feasibility)이 잘 보장되지 않는다. 참

고문헌 [29]는   인 경우의 안정도를 조사하고 이것을 보존하

는 적절한 이 존재함을 증명함으로써 연속시간 T–S 퍼

지모델에 대하여 에 독립적인 안정도 조건을 선형행렬부등식의 

형태로 제시하였다. 그러나 이 결과는 임의의 에 대하여 독립적

인 안정도 조건을 제시한 것은 아니다.

3. 모의실험

제안된 기법의 효용성을 검증하기 위하여 다음의 파라미터로 

구성되는 (1)형태의 T–S 퍼지모델을 고려하자.

      로 정하고, ,  로 선정하자. 정리 

1에 의하여

와 같은 제어이득을 구할 수 있다. 모의실험을 위하여 초기상태
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를 , 유입된 외란 로 선

정한다. 그림 1은 모의실험에서 비-영 초기조건을 고려했음에도 

불구하고 정리 1의 -  외란감쇠 성능을 만족함을 보인다. 그

림 2는 제어입력, 그림 3은 폐루프시스템의 시간응답을 나타낸다.

4. 결  론

본 논문은 특이섭동을 포함한 T–S 퍼지모델의 샘플치  

제어기 설계기법을 논하였다. 리아푸노프 함수와 추가적인 항등

식을 이용하여 폐루프시스템의 점근적 안정도 조건을 개발하였

다. 제안한 제어기는 -  외란감쇠 성능을 보장하도록 설계되

었다. 모의실험을 통하여 제안된 기법의 효용성을 보였다.
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