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SOS 제어기법을 이용한 입력제한이 있는 2관절 로봇팔의 

조정제어

Regulation Control of Two-Link Robot Arm with the Input Constraint using Sum 

of Squares Method

정 진 강*․좌 동 경†

(Jin-Gang Jeong․Dongkyoung Chwa)

Abstract - This paper proposes the controller design for regulation control of two-link robot arm using sum of squares 

(SOS) control method that takes into account the input constraint. The existing studies of two link robotic arm system 

used a linear model of all the non-linearity of the system is linearized. For a linear controller, since the model of the 

system is simplified, it is possible to design a controller in consideration of constraints on the disturbance. However, there 

is a limit to the performance using a linearized model for a system with a complex nonlinear properties. To compensate for

this in the case of using a fuzzy LMI method, it is necessary to have a large number of linear models and thus there is a 

disadvantage that the system becomes complicated. To solve these problems, we represents a two-link robot arm system 

with a polynomial model using a Taylor series expansion and design the controller considering the case where the 

magnitude of the control input is limited using SOS method. We demonstrate by simulations the feasibility of the proposed 

algorithm.
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그림 1 2관절 로봇팔 (은 1번째 관절의 각도, 는 2번째 관

절의 각도)

Fig. 1 Two-link Manipulator System ( is degree of the 

first link,  is degree of the second link)

1. 서  론

선형제어기의 경우 시스템 모델이 간단해지기 때문에 외란에 

강인하고 제한조건을 고려한 제어기를 설계할 수 있다. 하지만 

동작점 부근에서만 선형화된 모델을 사용하기 때문에 성능에 한

계가 있으며 복잡한 비선형성을 포함한 시스템의 경우 모델링 오

차가 발생하게 된다. 이를 보완하기 위해 fuzzy LMI기법을 사용

한 경우에는 다수의 선형모델이 필요하기 때문에 시스템이 복잡

해지는 단점이 있다. 

이러한 문제를 해결하기 위하여 본 논문에서는 2관절 로봇팔 

시스템을 테일러 급수 전개를 통해 하나의 다항모델로 나타낸다. 

또한 Sum of Squares(SOS) 제어기법을 이용하여 제어입력의 크

기가 제한되었을 경우를 고려한 제어기를 설계한다. 제안된 제어

기법은 시스템의 비선형성을 근사화하여 표현할 수 있고 입력제

한을 고려한 제어기 설계가 가능하다. 제안된 제어기법의 타당성

은 모의실험을 통하여 입증한다.

2. 2관절 로봇팔의 모델링

2.1 2관절 로봇팔의 동역학

본 절에서는 2관절 로봇팔의 조정제어 문제를 다루기에 앞서 

2관절 로봇팔의 동역학[3]에 대해 살펴본다. 제안된 SOS 제어 
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비선형항 다항식 근사화
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
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표    1 비선형항의 테일러 급수 전개

Table 1 Taylor series expansion of nonlinear term

기법을 적용하기 위해 기존의 2관절 로봇팔 시스템을 테일러 급

수 전개를 통해 다항 모델로 나타낸다.

그림 1은 2관절 로봇팔의 기구학적 모델을 표현한 것이다. 여

기서 은 첫 번째 관절의 각도, 는 두 번째 관절의 각도, 

은 첫 번째 관절의 무게, 는 두 번째 관절의 무게, 는 부

하의 무게, 은 첫 번째 관절의 무게중심에서의 관성, 는 두 

번째 관절의 무게중심에서의 관성, 은 첫 번째 관절의 길이, 

는 두 번째 관절의 길이, 은 첫 번째 관절의 관절과 무게중심 

사이의 거리, 는 두 번째 관절의 관절과 무게중심 사이의 거리

이다. 그림 1과 같은 2관절 로봇팔 시스템은 다음과 같다.

  

  




     


   

  

  




       


  

(1)

여기서 

   
 

 
     

        
 

   ,

   
  

        
   ,

 ,

  
 

 ,                             (2)

   ,              

     

       ,

   

                                                    
이다.

2.2 2관절 로봇팔의 다항 모델링

식 (1)의 시스템에 SOS 제어 기법을 적용하기 위해 테일러 급

수 전개를 통하여 비선형 항을 다항식으로 변형한다. 표 1은 본 

논문에서 사용한 테일러 급수 전개를 통한 다항식 근사화이다.

아래의 그림에서 알 수 있듯이 차수가 높을수록 비선형에 가

까운 다항식이 되지만 너무 높은 차수를 사용하면 시스템이 복잡

해지기 때문에 본 논문에서는 식 (1)의 시스템의 비선형항들을 9

차항까지 나타낸 표 1의 다항식을 사용하였다.
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그림 2  의 다항식 그래프

Fig. 2 The polynomial expression of  

표 1과 같이 비선형 항을 다항식으로 변형하면 식 (1)의 시스

템은 아래와 같은 다항모델로 나타낼 수 있다.

여기서     .       (3)
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
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






 


 





 ,
   ,

   ,

  ,

  ,

 


,

 


, 
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 


,

   
 

 
    

           
 

    ,

   
     

           
    ,           

   

 ,

  
 

 ,

    ,

   

        

         ,

     (4)

                                                      

이고, 는 를  테일러 급수 전개한 다항식이

다. 제어입력     
이다. 제어입력 에 

대해

                 (5)

라고 하자. 여기서

 






                   (6)

이다. 따라서  이 되므로 식 (3)과 식 

(5)로부터 다음과 같은 다항 모델을 얻을 수 있다.

  .       (7)

3. 제어기 설계

3.1 SOS 제어기 설계

이 절에서는 앞 절에서 구한 다항 모델에서 시스템의 안정성

을 보장하기 위한 제어입력을 SOS 접근법[3-5]을 이용하여 구하

도록 한다. 다항식 에 대해  





를 만족하는 

⋯가 존재하면 를 SOS(Sum of Square)라 

한다. SOS는 제곱형태의 다항식의 합이므로 항상    조

건을 만족한다. 의 ∈ 차수가 인 다항식일 때 

를 의 차수가 를 넘지 않는 단항식으로 이루어진 열

벡터라고 하면 가 SOS라는 것은 다음의 조건을 만족하는 

것과 같다.

  .             (8)

식 (8)은 SOS 다항식을 이차형식(quadratic form)으로 표현할 

수 있음을 뜻하며 이를 이용해 시스템의 안정성을 보일 수 있다. 

2관절 로봇팔 시스템을

                  (9)

로 표현한다. 위의 식을 앞 절에서 기술한 테일러 급수 전개를 

이용하여

                            (10)

같은 상태변수의 종속적인 다항 시스템 형태로 표현할 수 있

다. 여기서, 와 는 상태변수 를 포함하는 다항 행

렬이며, 는 × 크기를 갖는 의 모든 단항식 열벡터이

다. 또한, 의 번째 행을  , 의 행 색인을 

    ⋯  으로 나타내고,    ⋯  을 정의

한다.

보조정리 2[3]. 다항 대칭행렬 의 모든 가 비특이성

일 때

∂
∂
 ∂

∂
         (11)

로 표현할 수 있다.

증명. 가 비특이성이므로     이다. 이를 

에 대해 미분하였을 때




 


         (12)

이다. 따라서 식 (11)의 결과를 얻을 수 있다.      (Q.E.D.)

정리 1. 식 (9)의 시스템에서 다항 대칭행렬 ∈× 가 

존재하고 상수    , 가 SOS일 때 다음과 같은 조건을 만족

하면 시스템을 안정하게 하는 제어입력을 얻을 수 있다.

 는 이다           (13)







  
  


∈


  





는 

이다. (14)

                                                      

여기서 시스템의 안정성을 보장하는 제어입력 는 

                (15)
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이다. 여기서 식 (14)에서의 행렬 는 

   


 ,    ⋯     ⋯     (16)

로 가정하고, ∈이다.

증명. 리아푸노프 함수를 

                     (17)

로 가정하였을 때, 이를 시간에 대해 미분하면 




    



            
∈


   

  


  

 

             
∈


 

   

           
∈


  .        (18)  

이 된다. 여기서 식 (11)과 식 (15)를 식 (18)에 대입하면 

  









 

  



∈


 







(19)

과 같이 표현할 수 있다. 양변에 를 곱하고, 보조정리 2의 

결과를 이용하면 식 (19)의 제곱항들이 모든 에서 음반한정임

을 알 수 있다. 따라서 궤환 제어입력의 안정성이 보장된다. 

(Q.E.D.)

4. 입력제한 조건을 고려한 모델링

본 절에서는 식 (7)에서 제어입력 의 크기가 

≤ 와 같이 제한되었을 때 SOS 입력제한 조건을 제시

한다. 다항 모델은 비선형 모델보다 SOS 제어 기법을 이용하여 

입력제한이 있는 시스템을 안정하게 하는 제어입력을 효율적으로 

설계할 수 있다. 일반적으로 입력제한이 있는 상태궤환시스템에

서는 다음과 같은 LMI를 만족해야 한다.




  
 




≥  ,             (20)




  



 




≥  .               (21)

여기서  ,  이다. 위의 LMI를 SOS 입력제한 

조건으로 변형하면 아래와 같이 정리할 수 있다.

정리 1[8] : 입력제한이 있는 시스템의 초기값 를 안다

고 가정하면, ≥  일 때 입력제한조건 ≤  는 아래와 

같은 조건을 만족해야 한다.





  

 




은 이다           (22)






  



 




는 이다          (23)

이 때 ∈ ×는 다항 대칭행렬이고 ∈ ×
은 다항행렬이다.

증명 : 리아푸노프 함수   라고 하

자. 초기값 를 알고 있을 때 다음과 같이 가정할 수 있다.



 ≤             (24)

                                                      

여기서 ∈×는 다항 대칭행렬이다.   로 치환

하면



  ≤            (25)

                                                      

가 되고 Schur complement를 이용해서 다음과 같은 조건을 얻

을 수 있다.




  
 




≥  .           (26)

식 (21)은 다음과 같이 증명할 수 있다. 시스템의 제어입력 

  일 때, 입력제한 조건 ≤ 
 는 아래

와 같이 나타낼 수 있다.

 



 ≤ 
.   (27)

그러므로



 




 ≤         (28)
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가 된다. 여기서  ≤ 이면  ≤ ≤ 이므로 

식 (24)로 부터



   ≤


  ≤ 

(29)

라고 할 수 있다. 여기서 식 (28)과 식 (29)로 부터



 




 ≤

      (30)

이면 식 (27)을 만족한다. 그러므로 다음과 같은 식을 얻을 수 

있다.









 ≤  .    (31)

위의 식 (31)으로 부터







 ≤             (32)

라고 하면 식 (30)를 만족한다. 위의 식에서  

로 치환하면 아래와 같이 나타낼 수 있다.





 ≤  .            (33)

위의 식에 Schur complement를 적용하면 다음과 같은 조건

을 얻을 수 있다.




  



 




≥  .                (34)

(Q.E.D.)

보조정리 1 : 만약   이고 모든 에 대해 

 , 가 상수 행렬이라면 식 (22)과 식 (23)는 LMI 조

건이 될 수 있다. 그러므로 식 (22)과 식 (23)는 좀 더 일반적인 

표현이라고 할 수 있다.

식 (7)의 시스템의 행렬에는 복잡한 비선형항이 포함되어 있

기 때문에 입력제한을 고려한 제어기를 설계하기가 복잡하다. 따

라서 이 절에서는 비선형항을 포함하지 않는 행렬을 도입하여 

입력제한을 고려한 2관절 로봇팔 시스템을  모델링한다. 식 (7)

의 시스템에서 입력제한 조건을 고려하면 다음과 같이 표현할 

수 있다.

      (35)

식 (7)의 시스템에서   로 변환하면 식 (35)

는 아래와 같이 나타낼 수 있다.

       (36)

여기서 는 상수행렬,  이다. 또한 앞 절에서 얻은 

식 (22)의 입력제한 조건도 행렬을 이용해 다시 정리하면 아래와 

같다. 먼저   에서 를 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  † .                           (37)

여기서  †    이다. 식 (27)에 식 

(37)을 대입하면

 

 †


 † ≤ 

(38)

이다. 위의 식에  에 대해 Schur comple- 

ment를 적용하면 다음과 같이 입력제한 조건을 얻을 수 있다.






   †

 † 




는 이다

 (39)

지금까지 우리는 SOS 제어기법을 이용한 입력제한조건을 제시

하였다. 다음 절에서는 위의 제한조건들을 고려한 SOS 제어기를 사

용하여 모의실험을 수행하고 제안된 제어기법의 성능을 입증한다.

5. 모의실험

5.1 모의실험

이 절에서는 모의실험을 통해 본 논문에서 제안하는 입력제한

을 고려한 제어기의 성능을 검증한다. 입력이 제한되었을 때 입

력제한을 고려한 제어기를 설계하고 SOSTOOL[7]을 이용해 제어

입력을 생성하였다. 모의실험은 표 1의 매개변수를 사용하였고 

초기값은      
으로 하였다.

제안된 제어기의 안정성을 입증하기 위해 제한조건이 없이 모

의실험을 수행하였고 그 결과는 그림 3, 4, 5를 통해 확인할 수 

있다. 그림 3, 4, 5는 각각 2관절 로봇팔 시스템의 관절의 각도와 

각속도를 보여주며 원하는 목표 값으로 제어되는 것을 확인할 수 

있다. 이를 통해 비선형 시스템에 대한 다항모델링의 타당성과 

제안된 제어기법의 안정성을 입증하였다. 다음으로 입력제한 조

건을 고려한 제어기의 안정성을 확인하는 모의실험을 하였다. 입

력제한 조건을 고려한 제어기를 2관절 로봇팔에 적용하였을 때 

시스템이 안정하게 목표 값으로 수렴하는 것을 그림 7, 8을 통해 

확인할 수 있다. 그림 5와 8은 각각의 제어기를 적용하였을 때 

제어입력의 크기를 보여주며 입력제한을 고려하여 설계한 제어기

의 모의실험 결과인 그림 8에서 제한된 제어입력의 크기를 넘지 

않는 것을 확인할 수 있다.

모의실험 결과를 통해 제안된 제어기법의 안정성과 다항모델

의 타당성을 확인할 수 있었다. 또한 입력제한 조건을 고려한 제

어기를 설계하여 입력이 제한되었을 때 제안된 제어기의 안정성

을 입증하였다. 
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매개

변수
값 설명

 3 1번째 관절의 무게

 2 2번째 관절의 무게

 2 부하의 무게

 2.5 1번째 관절의 무게중심에서의 관성

 1.5 2번째 관절의 무게중심에서의 관성

 0.5 1번째 관절의 길이

 0.5 2번째 관절의 길이

 0.1 1번째 관절의 관절과 무게중심 사이의 거리

 0.1 2번째 관절의 관절과 무게중심 사이의 거리

표    2 2관절 로봇팔의 매개변수

Table 2 Parameters of two-link robot arm
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그림 3 입력제한이 없을 때 각 관절의 각도

Fig. 3 Degree of each link without input constraint
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그림 4 입력제한이 없을 때 각 관절의 각속도

Fig. 4 Angular velocity of each link without input constraint
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그림 5 입력제한이 없을 때 의 크기

Fig. 5 Control input  without input constraint
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그림 6 입력제한을 고려한 제어기를 사용하였을 때 각 관절의 각도.

Fig. 6 Degree of each link with considering input constraint
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그림 7 입력제한을 고려한 제어기를 사용하였을 때 각 관절의 각

속도

Fig. 7 Angular velocity of each link with considering input 

constraint

6. 결  론

본 논문에서는 SOS 접근법을 통해 입력제한을 고려한 2관절 

로봇팔의 조정제어 기법을 제안하였다. 비선형항을 포함하는 2관

절 로봇팔의 시스템 모델을 테일러 급수 전개를 통해 다항 모델

로 모델링하였고, SOS 제어기법을 이용하여 입력제한을 고려한 

제어기를 설계하였다. 시스템에서 입력제한 조건을 고려하는 것

은 대부분의 실제 시스템에서 입력이 무한정하지 않기 때문에 제

어기 설계 시에 항상 고려해야 할 부분이며 제한된 입력에서도 

시스템의 안정성을 보장할 수 있도록 설계되어야 한다. 비선형 
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그림 8 입력제한(  ≤ )을 고려한 제어기를 사용하였을 때 

의 크기

Fig. 8 Control input  with considering input constraint 

(  ≤ )

제어기법은 이러한 제한조건을 고려함에 있어서 수식이 복잡한 

단점이 있지만 SOS 제어기법은 다항모델을 사용하기 때문에 고

려해야 하는 조건의 수식이 비교적 간단한 장점이 있다. 제한조

건을 고려한 제어기에 대해 모의실험을 수행한 결과 제한된 입력

에서도 시스템이 안정한 것을 확인할 수 있었다. 추후 연구의 진

행방향은 실제 시스템에서 존재하는 시간지연 그리고 시간지연과 

입력제한을 동시에 고려한 제어기 설계에 관해 연구할 계획이다.
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