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[요    약] 

우리는  열 안 나에  프 게    하는 도래각 (DoA; direction of arrival)  알고리  안

한다.  열  도래각  해상도  가시키나 복 도  상 열  크 만큼 가시킨다. 러한 복 도  감 시키

 하여 우리는 특 값 해없  도래각  하는 프 게   하는  안한다. 우리는 시뮬  통해  

 균  열 MUSIC,  균  열 프 게  ,  열  한  MUSIC과 안한  비   하여, 우리

가 안한  복 도가 훨씬   열  한 MUSIC 보다는 약간 낮  능  보 지만 나 지 들 보다는 훨씬 

우수한 능  보  찰한다.

[Abstract]

In this paper, we propose a computationally efficient  direction of arrival (DoA) estimation algorithm based on propagator method with 

non-uniform array. While the co-prime array techniques can improve the resolution of DoA, they generally lead to high computational 

complexity as the length of the coarray aperture. To reduce the complexity we use the propagator method that does not require singular 

value decomposition (SVD). Through simulations, we compare MUSIC with uniform lineary array, propagator method with uniform linear 

array, MUSIC with co-prime array, and the proposed scheme and observe that the performance of the proposed scheme is significantly 

better than MUSIC or propagator method with uniform linear array while it is slightly worse than computationally much more expensive 

co-prime array MUSIC scheme.

Key word : Direction of arrival, Coprime array, Propagator method, Non-uniform array, Multiple signal classification.
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림 1. 서로소 배열 기법의 배열 성

Fig. 1. The prototype coprime array configuration.

Ⅰ. 서  론

안 나에 사하는 신  도래각  동통신, 스마트 

안 나, 다, 수   탐지, 지진학 등 한 야에  

고 다. 특 , 공간   한 도래각  

연 가 지난 수십 간  진행 어, MUSIC (multiple 

signal classification) [1], ESPRIT (estimation of signal parameter 

via rotational invariance technique) [2], root-MUSIC [3], 

min-Norm [4] 등  다양한  안 어 다. 는  

빔포  과는 다 게 고차원  수학   

하여 같  상  건 하에  도래각  해상도  향상시키  

다.

MUSIC 나 ESPRIT과 같  공간  복 도는 신  

  공간  하  한 특 값 해  하여 가한

다. 에 Marcos는 특 값 해 없  도래각  가능한 

공간 , OPM (orthogonal propagator method)  안하 다

[5].  OPM   안 나 개수 차원  특 값 해가 아

닌, 신 원 개수 차원  역행  하여 도래각  하는 

 SNR (singal to noise ratio) 간 상  , MUSIC

 해상도  비슷한 능  내는 다. OPM  재

에도 계산량  많  차원 도래각 ,  계산량  필

 하는  등에 많  고 다 [6],[7].

그러나,  공간   N개   균  열

 하여 도래각  하고  할 , 신 원  개수가 N개 

미만 어야 한다는 한  다.   극복하  하여 

안 나   비균 하게 열시킨 후 도래각  하는 

 비균  열 연 가 루어  다 [8],[9]. 러한  비균

 열 연 는 안 나 간  결합  생 는 상  열  

하여 도래각  하는 , 보다 많  수  신 원  찾

 수 고 도래각  해상도가 향상 나 복 도가 상  열

 크  만큼 가하게 는 단  지니고 다.

근 Pal과 Vaidyanathan    비균  열  

 안 나 열   열  안하  

[10], 한  열에 MUSIC  시키는  안하

다 [11].  에 , 우리는  열  생 는 상  

열 가상 안 나 개수  가, MUSIC  복 도, 그리고, 실

 사 는 큰 안 나  개수에  계산 복 도에 주 하

고  열에 프 게   하여 복 도  낮

는 새 운  안하고  한다.    열  

한 MUSIC보다 약간  능 하  보 나 복 도  크게 

개 시키고, 같  안 나 개수  하는  균  열 

MUSIC 나 프 게  보다 월등   능  보

다.

   다 과 같다. Ⅱ 에 는  열 안

나  과 우리가 가 하는 신   특징  간단하

게 술한다. Ⅲ 에 는 우리가 안한  열에  프

게   수식  하여  한다. 특

,  MUSIC에 비하여 우리가 안한  연산량  

다는 것  보여주  하여 실  알고리 과 연산량  Ⅳ

에  보 다. Ⅴ 에 는 균  열에  MUSIC, 프 게

 , 그리고  열에  MUSIC  안한 과 

비  하여 능  평가한다. 마지막 , Ⅵ 에 는 우리

가 안한  복 도  능에 한  결  도

한다.

에 하여 간단하게 하 , 우리는 (


)과 

 하여 각각  행  한다. 특 , 과 

 각각 ×  행 , ×  단  행  미한다. 그리고 

∙,∙는 각각 행  행 과 수 행 , ,  후 

복 켤  취한 행  미한다. 한 ∙  행  역행

, 는 랙 타 함수  미한다.

Ⅱ. 시스템 모델

우리는 근 Qin 등  [12]에  개한 CACIS (coprime array 

with compressed inter-element spacing)라는  열  

  양  수 , 개( )  루어진  

  균  열 안 나에 하고  한다. , 우리는 

  양  수 과   곱,    
   , 

는  ≤  ≤  만 한다고 하 . 다  개  루어

진 첫 째 등간격 안 나는 각 간격   고, 개  루

어진  째 등간격 안 나는 각 간격  라 하 .  

에  는 신    ,   라 가 하겠다.

 열   같   열  직 상에 겹쳐  

하나   비균  열  하는 다. 보다 체  

 하여         상  그림 1에 

나타내었다. 그림1에  Coprime array가 Array1과 Array2  겹

쳐  얻  어 다. 우리는,  질에 하여 처  

 하고는 각 열에 는 안 나  가 겹 지 않

 할 수 는 , 안 나   개수   맨 쪽에 겹쳐

지는 안 나는 한 개가 다. 우리는, 수식 

상  편  하여 안 나   거리   거한  수

만  하여   …   라 하고,   cos 라 하

겠다.
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  , 개  역 신   …  가    지

니고 …  각도  안 나 어 에 사한다고 하 . 그

리고,    각 안 나에  는 신    …  

 하  하 . 수식  간단하게 술하   하여 


   … 

, 

  …   

 라 하

 다 과 같  할 수 다.


  


 


         (1)

여 ,   




…

, 

   

…

 
      다. 


  


는 평균  0  독립  

복 수 랜   다  건  만 한다고 가 하 .





            (2)





            (3)





            (4)





            (5)

여  는  워 스 트럼 도 , 는   째 각

 가 양  실수  루어진 각행 다.

Ⅲ. 서로소 배열에서의 프로퍼게이터 기법


   상 행    보다 체  살펴보  

하여 수식  개하  다 과 같다.

  



         (6)

          


 








           

       

    





         (7)

 같  나타날 수  알 수 다. 

 , 들  가 포함  항  하고, 가 

≤ ≤ (단,  )가 는 

것들만 하여      ⋯    

     


∈

                                                      (8)

 같   하 . 여 , 집합    

      ≤   ≤        (9)

 같고,   그 원  개수  미한다. , 들 개

 값들  어 열  




   ⋯ 

                                                             (10)

 같  하 , 는  가상   균  열에  는 

신  같  특  지닌다. , 다 과 같  등식  립

한다.


 


       (11)

여 ,   

…

,  

  

… 
 , 




⋯
 다. 

식 (11)  개  가상 안 나, , 신 가 

 ⋯
   없는 가상   균  열에 개  

코 어런트한 신 가 사하는 상 에 해당  알 수 다. 

라 ,  균  열에  코 어런트한 신  도래각  특

값 해없  하는  알고리  [13]   수 하

여 러한 가상   균  열에 하고  한다.

, 우리는 차원 행  

       

차원 행 들  생 한다. 보다 체  하 ,  째 

행   

  들  ⋯ 째  

 행  




  ⋯ 째  

 행  




 한다. 우리는,  같  상향 행  

하향 행  동시에 고 함  능  향상시키고  

한다.  행  




 




 수식  다 과 같  나타낼 수 

다.




   ⋯ 

                                          (12)

 



       




   ⋯  

       (13)

 



       

여 ,   



…


, 


   

…

 
  , 는 

⋯ 
  루어진 각행 , 

, 행   행  (non-singular matrix) 다. 

다  상향 행 들과 하향 행 들  어 행  

    하  다 과 같  등식  립한다. 
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    ⋯  
       (14)







 
 


 

⋮








       

  
       

    ⋯  
       (15)







 





⋮








       

 
       

여 ,  



…
, 


   

…

 
  다. 특 , 는  몽드 행  (vandermonde 

matrix)   × 행 ,   므  계

수 행 다. 

, 행    식 (16)과 같   개  행  과 
 나누어 하 .

 



 






 


      (16)

여    행 므  식 (17)  만 하는 변  행

 가 재함  알 수 다.


 

       (17)

, 행  

 



 





      (18)

 같  하 ,



  ×       (19)

 립함  알 수 다.

결 , 여   
라 , 



  ×                                                               (20)

 립하는 것         ⋯   경우뿐 므   

사실  도래각  할 수 다.

, 식 (17)  만 시키는 행    하  하여 행  

    결합한 행       하  다  립

한다. ,

  


        (21)

   


        





 





 







 


                          

, 행  과 

          


 


                           (22)

           


 


                           (23)

 같  하 ,  식 (17)에 하여


 

      (24)

 립하 , 

 


      (25)

 같  행    할 수 다.

결 ,  같   얻  행    하여 

 한 다 ,  다시 행   
  

하 , 도래각  함수

 






.      (26)

에 피크값  주는   값  하는  한다.

Ⅳ. 실제 알고리즘과 복잡도

4-1 실제 알고리즘

우리가 안한  특 값 해  필 하지 않 나,  

 


  
  하는 과 에

 각각 ×, ×행  역행  계산하여야 

하는 가 다.     므  차원 

행  역행  하는 것보다는  차원 행  역행  

하는 것  계산량  다.    역행  보다 쉽게 하  
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하여

   


        (27)

가 립함  찰하  [14]. 식 (27)  하    차원 행   

  역행 만 하    할 수  알 수 다.

 신 에 안   하여 도래각  하는 

 다 과 같  5단계  약할 수 다.  해, 개  

신 원  개  안 나에 사할 , 개  스냅샷  하

여 도래각  한다고 하 .

1단계:  , 개  신  스냅샷 

     ⋯   

하여 상 행    다  식에 라 한다.

             =  


 






                          (28)

2단계: 식(8) ∼ (10)  하여 가상   균  열          


   ⋯

  생 한다.

3단계:  식 (12)  (14)  식 (13)  (15)에 라, 행    

행   한 다 , 식 (22)  (23)에 라  행  

    한다.

4단계:   변  행    (25)  같  한 다 , 식 (27)에 

라   한다.

5단계: 마지막  도래각  하  하여 식(26)에 

 함수 가 가  큰 개  값  갖도  하는 들

 값  한다.

4-2 복잡도

 공간  하여 도래각  하는 

 크게 3 단계  과  나누어 생각할 수 다.  첫 째 

과  신  상 행    하는 과 ,  째 

과   신  공간,  공간  나누는 과 , 

 째 과  도래각  찾는 과 다. 우리가 안하는 

  계산  하여 특 값 해없  공간  하는 

, MUSIC과 차   공간  하는 과 에만 

다. 공간  과  연산량 차  하게 하  하

여 실수  과 곱  연산 수 단  rflops (real floating 

operations)라 하  하 .

MUSIC   열에 하여 도래각  할 경우, 

상 행  신  공간과  공간  나누  하

여 크 가 ×  사각 행  특 값 해  

약   rflops가 필 하다 [11].  , 보다 하게 연산량

 MUSIC propagator method

10 × rflops × rflops

30 × rflops × rflops

50 × rflops × rflops

표 1. 서로소 배열에서 안테나 개수에 따른 연산량

Table 1. Computation of the number of antennas with 

coprime array.

 하   특 값 해에 사 는 상  행  에

미트 (hermitian) 행 므  [15] 에  같  약  

rflops가 다.  

우리가 안한  공간 에 필 한 계산과  식 

(25)   하  다 과 같다. 식 (35)에  행  곱

 하여 필 한 계산량     rflops , 

역행  계산  하여 필 한 연산    rflops 다. 

가   
  계산할 ,   계

산하는  택할 경우, 필 한 연산량    rflops 나, 

식 (27)  하여 계산할 경우 계산량  

  rflops   수 다. 여 , 

  다. 한, 역행  계산에 사 는 행  한 

에 미트 행 므 , 복 도 감  하여 스키 해  

하   역행  연산량에 1/6 도  연산량  감  시

킬 수 다. 하지만  ≫≫ 건  만 하  

에 우리가 안한  공간  하  한  연산

량  약   rflops 가 다. 결

, 우리가 안한  하  MUSIC  연산랑  

rflops    rflops  감 시킬 수 다. 

안 나 개수에 라 공간 에 필 한 연산량  수

 비  하  하여  개  계산량   1에 나타내

었다. 신 원  개수는 2개라 가 하 , 안 나 개수  10개, 

30개, 50개  연산량  고 하여 보았다.  한, 는 2라 

었 ,   열  루  하여  

는 각각 (6,5), (16,15), (26,25)  택하 다 [12].

Ⅴ. 시뮬 이션 결과

우리는 안한  같  안 나 개수   균  열 

MUSIC,   균  열 프 게  ,  열   

MUSIC과 비    한다. , 균  열 MUSIC과 

 균  열 프 게   사 하는 경우, 18개  안

나가  등간격  열 어 는 경우  고 하

다. 다 ,  열  MUSIC과 안  알고리듬  사

하는 경우는  는 2라 고       개  안 나

 사 하는 경우  고 하 다.  경우도, 안 나 사  

 간격   것  가 하 다. 한, 든 경우에 스
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림 2. SNR에 따른 탐지 가능 확률

Fig. 2. The curves of PR versus SNR.

림 3. 도래각 분리에 따른 탐지 가능 확률

Fig. 3. The curves of PR versus seperation of DoA.

냅샷  수 는 100 라 었다.

능 비    해  탐지 가능 여  단하는 PR 

(probability resolution) 수  고 하 다. 우리는 실험에 , 

한 도래각  실  도래각  0.5 ° 내에  우리는 탐

지에 공했다고 가 하 다.  우리는,  동 한  갖

는  개  신 원  각각   90 °   95 ° 지 에  사하는 경

우 신  비에 라 PR  어떻게 해지는지 실험하 는 

 그 결과는 그림 2  같 , 다  신  비  –5dB

 하게 고 한 신 는 90 °에  도래하고 동 한  

갖는 나 지는 신 는  91 °, 91.5 °, …, 105 °  같   다  

각도에  도래하는 경우  가 하여 PR  어떻게 달라지는지 

스트하  그 결과는 그림 3과 같다.

그림 2에 보여진  같 , 우리가 안한  열  

한 프 게  , PR  0.95  ,  열  

한 MUSIC 보다는 약 2dB 도 능  어지지만, 균  

열  하는 MUSIC 나 프 게  보다는 각각 

약 5.5 dB  17 dB가량 능  우수한 것  악 다. 비슷

하게, 그림 3에 도, 우리가 안한  열  한 프

게  , PR  0.95  ,  MUSIC에 비해 는 능  

0.9° 도 낮  능  보 나, 균 열  하는 MUSIC

나 프 게  보다는 각각 2.6 °  6 ° 상 능  우수

함  할 수 다.

결  우리가 안한  열  하는 프

게   복 도가 훨씬   열  하는 

MUSIC 에 비해 는 다  낮  능  보여주지만, 균  

열  하는 MUSIC 나 프 게  보다는 월등

한 능  보여 주고 다고 말할 수 다. 라 , 복 도  낮

게 지한 채  한  해야 하는 경우, 우리가 안한 

 매우 하게  수 다고 단 다.

Ⅵ. 결  론

우리는  열 에  프 게   

하여 해상도는 고 복 도는 낮  수 는  도래각  

알고리  안하 다.   비균  열  MUSIC   

상  열 크  행  특 값 해한 후 도래각  하는 

어   복 도  지닌다. 하지만 우리가 안한 

 상  열  신 원  개수만큼 열 들  나누어 재

시킨 후 신 원 개수  같  차원  역행 만  하여 도

래각  하는  공간  복 도  

만큼 개 시킨다. 능 에 는 복 도가   열 

MUSIC보다 신  비 에 는 2dB, 해능 에 는 

0.9° 도 낮  능  보 다. 그러나,  균  열 MUSIC

보다는 도래각  능  각각 5.5dB  2.6 ° 도 우수하 , 

 균  열 프 게  보다는 각각 17dB  6 ° 

도 우수하 다. 라 , 우리가 안한  안 나  개수가 

한  상 에  고  계산  하는 빠  체  도래각 

 하는 상 나,  2차원  도래각 과 같  고계

산량  하는 상 에  능  게 지하 도 복 도

 개 하  한  하다고 단 다.
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