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Abstract

Most of studies related to the distributions of quadratic forms are conducted under the assumption of mul-

tivariate normal distribution. In this paper, we suggested an approximation to the distribution of quadratic

forms based on multivariate skew-normal distribution as alternatives for multivariate normal distribution.

Saddlepoint approximations are considered and the accuracy of the approximations are verified through

simulation studies.
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1. 서론

다변량 왜정규분포는 Azzalini와 Dalla Valle (1996)에 의해 처음 소개된 분포로 다음의 밀도함수를 가

진다.

fp(x) = 2ϕp(x; Ω)Φ(α
′x) (x ∈ Rp),

여기서 ϕp(x; Ω)는평균이 0이고상관행렬이 Ω인 p-차원의다변량정규분포의밀도함수이며, Φ(·)는일
변량 표준정규분포의 분포함수이다. 또한 α (α ∈ Rp)는 형태모수로 불리며, α = 0일 때 위의 분포는

다변량 정규분포 Np(0,Ω)가 된다. 위 분포는 기호로는 X ∼ SNp(Ω, α)으로 나타낸다. 다변량 왜정규
분포의통계적응용에대해서는 Azzalini와 Capitanio (1999)를참고하기바란다.

본논문에서는위의다변량왜정규분포의가정하에서다음과같이정의되는이차형식통계량즉,

Q = (X − a)′A(X − a) (1.1)

의분포함수에대한근사를다루고자한다. 여기서 A는대칭행렬이며, a는상수벡터이다.
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다변량 왜정규분포에 기반한 선형결합 통계량에 대한 연구에는 Na (2014)가 있으며, 이차형식과 관련
된 연구로는 Huang과 Chen (2006), Genton 등 (2001), Gupta와 Huang (2002), Loperfido (2001),

Wang 등 (2009)이 있다. 이 가운데 Gupta와 Huang (2002)은 이차형식 Q의 적률생성함수를 유도하

고, 적절한 조건하에서 Q의 분포가 카이제곱 분포를 따름을 보였다. Loperfido (2001)도 유사한 결과

를 제시하고 통계적 응용을 언급하였으며, Genton 등 (2001)은 Q의 처음 4차 적률을 구체적으로 제
시하였으며, Huang과 Chen (2006)은 보다 일반화된 다변량 왜대칭분포(multivariate skew-symmetric

distribution)하에서이차형식의적률생성함수를유도한바있다.

이차형식 통계량의 분포함수의 계산을 다룬 Imhof (1961)의 연구를 비롯하여 안장점근사와 관련된 연
구로는주로다변량정규분포의가정하에서수행되어왔다. 이가운데 Kuonen (1999)은동차이차형식

의 분포함수에 대한 안장점근사를 다루었으며, Na와 Kim (2005)은 보다 일반화된 통계량에 대해 안장

점근사를 적용하였다. 본 논문에서는 다변량 왜정규분포의 가정하에서 통계량 Q의 분포함수에 대한 안

장점근사를 다루고자 한다. 2절에서는 왜정규분포 기반 이차형식 통계량의 분포와 안장점 근사에 대해
소개하고, 3절에서는 안장점근사에 요구되는 주요 내용을 구체적으로 유도한다. 4절에서는 모의실험을

통해안장점근사의정도를확인하고, 5절에서는결론및향후연구에대해언급한다.

2. 왜정규 기반 이차형식의 분포와 안장점근사

2.1. 왜정규분포 기반 이차형식의 분포

Gupta와 Huang (2002)은이차형식 Q의적률생성함수가다음과같이주어짐을보였다.

MQ(t) =
2 exp

{
a′
[
tA+ 2t2A

(
Ω−1 − 2tA

)−1
A
]
a
}

|I − 2tAΩ| 12
× Φ

− 2tα′ (Ω−1 − 2tA
)−1

Aa(
1 + α′ (Ω−1 − 2tA)−1 α

) 1
2

 , (2.1)

여기서 a ∈ Rp, t ∈ R1이다. 이결과로부터 a = 0인경우, 이차형식 Q0 = X ′AX의적률생성함수는

MQ0(t) = |I − 2tAΩ|−
1
2 , Ω−1 − 2tA > 0, t ∈ R1

이 되어 왜도모수 α에 무관함을 보였다. 따라서 a = 0일 때, 이차형식 Q0의 분포는 다변량 정규분포
가정하에서의 이차형식과 동일한 분포가 된다. 다변량 정규분포하에서의 이차형식 Q0의 분포함수에 대

한 안장점근사는 Kuonen (1999) 또는 Na와 Kim (2005)을 참고하기 바란다. 또한 Gupta와 Huang

(2002)은 A = Ω−1일 때 Q0의 분포가 χ2(p)를 따르고, AΩ = diag(δ1, . . . , δp)일 때 Q0 ∼
∑p
j=1 δjXj

(여기서 Xj
i.i.d.∼ χ2(1), j = 1, . . . , p)임을보였다.

본 논문에서는 a ̸= 0인 경우 이차형식 Q의 분포함수에 대한 근사를 다루기로 한다. 근사의 방법으로는
다음절에서소개되는안장점근사를사용하기로한다.

2.2. 분포함수에 대한 안장점근사

안장점근사는 Daniels (1954)가 처음으로 통계학 분야에 소개한 근사 방법으로, 주어진 한 점에서 통

계량의 밀도함수 또는 분포함수에 대한 근사를 제공한다. 통계량의 누율생성함수(cumulant generating

function)에기반한안장점근사는표본평균에대한근사를시작으로그동안여러유형의통계량에대해
연구되어 왔다. 이 가운데 Lugannani와 Rice (1980)는 표본평균의 분포함수에 대한 안장점근사를 제
안하였으며, 본연구에서는이근사의개선된형태인 Daniels (1987)의결과를다음과같이소개한다.
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통계량 Vn이 누율생성함수 Kn(λ)를 가진다고 하자. 이때 Vn의 분포함수에 대한 안장점근사는 다음식
으로주어진다.

Pr(Vn ≤ υ) ≈ Φ(ω) + ϕ(ω)

{
1

ω
− 1

ξ

}
, υ ̸= E(Vn), (2.2)

여기서 Φ(·)와 ϕ(·)는표준정규분포의분포함수와밀도함수를나타내고, ω와 ξ는

ω = sgn
(
λ̂
) [

2
{
λ̂x−Kn

(
λ̂
)}] 1

2
, ξ = λ̂

{
K

′′
n

(
λ̂
)} 1

2

이고, λ̂는안장점방정식 K
′
n(λ) = υ의해이다.

3. 이차형식에 대한 안장점근사

식 (1.1)의 이차형식의 분포함수에 대한 안장점근사를 수행하기 위해서는 식 (2.1)로부터 정의되는 누율

생성함수의 1차, 2차미분식이요구된다. 이를위해서본논문에서는 A = Ω−1인경우와일반적인경우

로나누어그결과를제시한다.

3.1. A = Ω−1인 경우

식 (1.1)에서 A = Ω−1인 경우의 이차형식을 편의상 Q1 = (X − a)′Ω−1(X − a)이라 하자. 식 (2.1)로

부터 Q1의적률생성함수는다음과같이주어진다 (Gupta와 Huang, 2002).

MQ1(t) =
2 exp

{
t(1− 2t)−1a′Ω−1a

}
(1− 2t)

p
2

Φ(At), t ∈ R1, (3.1)

여기서

At = − 2tα′(1− 2t)−1a√
1 + α′Ωα/(1− 2t)

이다.

아래의 정리 3.1은 식 (2.2)의 안장점근사에 요구되는 누율생성함수의 1차와 2차의 미분 결과이다. 정

리 3.1은다소지루한계산과정을통해정리된식으로그증명과정은생략한다.

정리 3.1 Q1의누율생성함수 KQ1 (t) = logMQ1 (t)의 1, 2차미분식은다음과같이주어진다.

K
′
Q1

(t) =
p

1− 2t
+

a′Ω−1a

(1− 2t)2
+
A

′
tϕ(At)

Φ(At)
,

K
′′
Q1

(t) =
2p

(1− 2t)2
+

4α′Ω−1a

(1− 2t)3
+
ϕ(At)

{
A

′′
t Φ(At)−A

′
t

2
AtΦ(At)−A

′
t

2
ϕ(At)

}
Φ(At)2

,

여기서 A
′
t과 A

′′
t 은다음과같다.

A
′
t =

−2α′a(1− 2t)−2√
1 + α′Ωα/(1− 2t)

{
1−

tα′Ωα

(1− 2t) + α′Ωα

}
,

A
′′
t =

−2α′a(1− 2t)−3√
1 + α′Ωα/(1− 2t)

{
4−

(2 + 4t)α′Ωα

(1− 2t) + α′Ωα
+

3tα′Ωαα′Ωα

(1− 2t)2[1 + α′Ωα/(1− 2t)]2

}
.
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3.2. 일반적인 이차형식의 경우

이차형식의 가장 일반적인 형태인 식 (1.1)의 누율생성함수 KQ(t) = logMQ(t)는 식 (2.1)로부터 다음

과같이주어진다.

KQ(t) = log 2− 1

2
log |I − 2tAΩ|+At + logΦ(−Bt), (3.2)

여기서 At과 Bt는

At = a′
[
tA+ 2t2A

(
Ω−1 − 2tA

)−1
A
]
a, Bt =

Ct
Dt

이고, Ct와 Dt는다음과같다.

Ct = 2tα′ (Ω−1 − 2tA
)−1

Aa, Dt =

√
1 + α′ (Ω−1 − 2tA)−1 α.

아래의정리 3.2는누율생성함수의미분에사용되는정리이다.

정리 3.2 다음의사실이성립한다.

(a) log |I − 2tAΩ| = −tr[− log(I − 2tAΩ)].

(b)
d

dt
tr[− log(I − 2tAΩ)] = 2tr

{
(I − 2tAΩ)−1AΩ

}
.

증명:

(a) Na와 Kim (2005)을참고할것.

(b) tr

[
d

dt
{− log(I − 2tAΩ)}

]
= tr

(
d

dt

∞∑
r=1

(2tAΩ)r

r

)
= tr

{
2AΩ+ 2tAΩ(2AΩ) + (2tAΩ)2(2AΩ) + · · ·

}
= tr

{
(I − 2tAΩ)−1(2AΩ)

}
= 2tr

{
(I − 2tAΩ)−1AΩ

}
.

�

위의정리 3.2를이용하여 KQ(t)의 1, 2차미분식을구하면정리 3.3과정리 3.4와같이주어진다. 증명

과정은매우지루하므로그결과만을소개한다.

정리 3.3 Q의누율생성함수 KQ(t)의 1차미분식은다음과같이주어진다.

KQ
′(t) =

[
(I − 2tAΩ)−1AΩ

]
+A

′
t −

B
′
tϕ(−Bt)
Φ(−Bt)

,

여기서 A
′
t과 B

′
t은

A
′
t = α′

[
A+

{
4tA+ 4t2A(Ω−1 − 2tA)−1A

} (
Ω−1 − 2tA

)−1
A
]
a,

B
′
t =

C
′
tDt − CtD

′
t

Dt2

이고, C
′
t과 D

′
t은다음과같다.

C
′
t = 2α′ (I + 2t(Ω−1 − 2tA)−1A

)
(Ω−1 − 2tA)−1Aa,

D
′
t =

(
1 + α′(Ω−1 − 2tA)−1α

)− 1
2 α′(Ω−1 − 2tA)−1A

(
Ω−1 − 2tA

)−1
α.
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Table 4.1. Simulation design for the approximation of the distribution of quadratic forms

Quadratic forms Dimension Ω α′ a′ A

Q1 2

(
1 0.3

0.3 1

)
(2, 5) (2, 3) Ω−1

Q 2

(
1 0.3

0.3 1

)
(2, 5) (2, 3)

(
3 1

1 1

)

정리 3.4 Q의누율생성함수 KQ(t)의 2차미분식은다음과같이주어진다.

K
′′
Q(t) = 2tr

[
(I − 2tAΩ)−1 AΩ

(
Ω−1 − 2tA

)−1
AΩ
]
+ a′

[(
4A+ 16tA

(
Ω−1 − 2tA

)−1
A

+6t2A
(
Ω−1 − 2tA

)−1
A
(
Ω−1 − 2tA

)−1
A
) (

Ω−1 − 2tA
)−1

A
]
a+

d2

dt2
{log Φ (−Bt)}

−

{(
B

′′
t −BtB

′
t

2
)
ϕ(−Bt)Φ(−Bt)

}
+B

′
t

2
ϕ2(−Bt)

Φ2(−Bt)
,

여기서 B
′′
t 은

B
′′
t =

C
′′
t Dt − CtD

′′
t

Dt2
−

2
(
C

′
tDt − CtD

′
t

)
D

′
t

Dt3

이고, C
′′
t 과 D

′′
t 은다음과같다.

C
′′
t = 2α′

{
4I + 8t

(
Ω−1 − 2tA

)−1
A
}(

Ω−1 − 2tA
)−1

A
(
Ω−1 − 2tA

)−1
Aa,

D
′′
t = −

(
1 + α′ (Ω−1 − 2tA

)−1
α
)− 3

2
α′ (Ω−1 − 2tA

)−1
A
(
Ω−1 − 2tA

)−1
α

× α′ (Ω−1 − 2tA
)−1

A
(
Ω−1 − 2tA

)−1
α

+ 4
(
1 + α′ (Ω−1 − 2tA

)−1
α
)− 1

2
α′ (Ω−1 − 2tA

)−1
A
(
Ω−1 − 2tA

)−1
A
(
Ω−1 − 2tA

)−1
α.

4. 모의실험과 실증 예제

4.1. 모의실험

앞절에서유도된결과를이용하여 a ̸= 0인두가지유형의이차형식 Q1(A = Ω−1인경우)과 Q의분포

함수에대한안장점근사를실시한다. 모의실험은편의상 2차원의경우에대해서실시하기로한다. 아래

의 Table 4.1은모의실험에사용된조건을나타낸다.

아래의 Table 4.2는 이차형식 통계량 Q1과 Q의 분포함수에 대한 안장점근사의 결과를 제시한 것이다.

안장점근사의 정도를 확인하기위하여 10만 번의 난수발생에 기초한 모의실험 결과(Sim.Exact)를 함께

제시하였다. 각표에서제시된 Normal, Saddlepoint, Sim.Exact는다음을의미한다.

• Normal: 식 (2.2)의첫항을사용한정규근사.

• Saddlepoint: 식 (2.2)에의한안장점근사.

• Sim.Exact: 10만번의모의실험의수행결과.

위의모의실험 결과에서알 수있듯이안장점근사의결과가 10만 번의 모의실험을통한정확한값과매

우 근사함을 알 수 있다. 따라서 왜정규 분포 기반 이차형식의 분포함수의 추정에 안장점근사를 사용하
는 것이 매우 유용함을 알 수 있다. 특히 안장점근사의 결과가 극단의 꼬리부분에서도 정확도가 뛰어나
므로정밀한추론이요구되는상황에서더욱효과적이다.
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Table 4.2. Saddlepoint approximation to the distribution function of quadratic forms in multivariate skew-normal

distribution

P (Q1 < q) P (Q < q)

q Normal Saddlepoint Sim.Exact q Normal Saddlepoint Sim.Exact

0.0 0.0088 0.0000 0.0000 0.0 0.0410 0.0000 0.0001

0.5 0.0135 0.0043 0.0044 2.0 0.0571 0.0173 0.0174

1.0 0.0203 0.0121 0.0127 4.0 0.0778 0.0451 0.0460

1.5 0.0298 0.0238 0.0248 6.0 0.1038 0.0813 0.0836

2.0 0.0426 0.0396 0.0407 8.0 0.1356 0.1259 0.1293

2.5 0.0596 0.0600 0.0624 10.0 0.1735 0.1779 0.1794

3.0 0.0815 0.0853 0.0887 12.0 0.2176 0.2359 0.2364

3.5 0.1090 0.1158 0.1200 14.0 0.2674 0.2984 0.2973

4.0 0.1426 0.1519 0.1559 16.0 0.3225 0.3635 0.3626

4.5 0.1825 0.1936 0.1971 18.0 0.3817 0.4294 0.4277

5.0 0.2288 0.2408 0.2431 20.0 0.4439 0.4943 0.4939

5.5 0.2811 0.2931 0.2912 22.0 0.5075 0.5558 0.5558

6.0 0.3386 0.3501 0.3447 24.0 0.5709 0.6162 0.6143

6.5 0.4000 0.4109 0.4006 26.0 0.6325 0.6710 0.6701

7.0 0.4641 0.4747 0.4584 28.0 0.6909 0.7208 0.7206

7.5 0.5291 0.5404 0.5182 30.0 0.7448 0.7655 0.7669

8.0 0.5933 0.6065 0.5792 32.0 0.7933 0.8048 0.8067

8.5 0.6551 0.6715 0.6406 34.0 0.8359 0.8390 0.8415

9.0 0.7130 0.7330 0.7037 36.0 0.8724 0.8684 0.8697

9.5 0.7659 0.7889 0.7615 38.0 0.9028 0.8933 0.8944

10.0 0.8129 0.8371 0.8142 40.0 0.9275 0.9142 0.9160

10.5 0.8535 0.8765 0.8606 42.0 0.9471 0.9315 0.9329

11.0 0.8878 0.9075 0.8971 44.0 0.9622 0.9457 0.9467

11.5 0.9159 0.9312 0.9252 46.0 0.9736 0.9573 0.9581

12.0 0.9383 0.9488 0.9463 48.0 0.9820 0.9666 0.9670

12.5 0.9558 0.9619 0.9610 50.0 0.9880 0.9741 0.9746

13.0 0.9691 0.9716 0.9718 52.0 0.9922 0.9800 0.9803

13.5 0.9788 0.9788 0.9793 54.0 0.9950 0.9846 0.9850

14.0 0.9859 0.9841 0.9849 56.0 0.9969 0.9883 0.9884

14.5 0.9908 0.9880 0.9886 58.0 0.9981 0.9911 0.9913

4.2. 실증 예제: VaR 추정

Value at Risk(VaR)은 금리, 주가, 환율 등 기초적 시장가격에 대해 주어진 신뢰수준 하에서 목표기간

동안발생가능한최대손실금액을의미하는하나의위험측도로, 다음과같이정의된다.

α =

∫ ∞

VaRα

f(x) dx.

위식은다음의식으로표현될수있다.

P (X < VaRα) = F (VaRα) = 1− α,

여기서 F (·)는수익률 X의분포함수이다.
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Table 4.3. Experimental designs for the estimation of Value at Risk(VaR)

Design Ω α′ a′ A

I

(
1 0.3

0.3 1

)
(1, 3) (1, 2) Ω−1

II

(
1 0.7

0.7 1

)
(1, 3) (0, 0)

(
0.5 1

1 1

)

Table 4.4. Estimation of Value at Risk(VaR) via saddlepoint approximation

α
Design I Design II

Sim.Exact Saddlepoint Normal Sim.Exact Saddlepoint Normal

0.050 6.7512 6.7076 6.4337 11.5361 11.4089 9.8474

0.025 7.9097 7.9123 7.0812 15.0497 14.9742 11.1784

0.010 9.5879 9.5539 7.8341 19.7663 19.8254 12.7259

0.005 10.7432 10.8243 8.3468 23.3452 23.5688 13.7796

0.001 13.9795 13.8395 9.4038 32.3841 32.4254 15.9523

본 예제에서는 X가 다변량 왜정규분포 기반의 이차형식 통계량으로 정의될 때, 위험측도 VaR을 본 논

문에서 제시한 안장점근사로 추정한다. Table 4.3과 Table 4.4는 각각 VaR 추정을 한 실험계획과 그
결과를 나타낸다. Table 4.4로부터 안장점근사의 결과가 정규근사와는 매우 다른 결과를 제시할 뿐 아
니라, 10만번의모의실험을통한정확한값(Sim.Exact)에매우근사함을알수있다.

5. 결론

Kuonen (1999)은 다변량 정규분포 가정하에서 정의되는 이차형식의 분포함수에 대한 안장점근사를 수
행한바있다. 본논문은 Kuonen (1999)의결과를다변량왜정규분포의경우로확장하였다. 다변량왜

정규분포는 다변량 정규분포에 왜도모수가 추가된 모형으로 다변량 정규분포가 가지는 여러 가지 성질
을 보존(preserve)하는 장점을 가진다. 본 연구에서도 밝혀진 바, 다변량 왜정규분포하에서 특별한 형
태(a = 0)의 이차형식의 분포는 다변량 정규분포에서와 동일함을 확인하였다. 또한, 본 논문에서 보

다 일반적인 경우(a ̸= 0)의 이차형식의 분포함수에 대해 안장점근사를 통해 매우 정확한 결과를 얻을
수 있음을 모의실험을 통해 확인하였다. 또한 본 논문에서 다룬 이차형식의 분포함수에 대한 근사는 금
융 분야에서 금융자산의 이차 포트폴리오(quadratic portfolios)의 위험관리를 위한 VaR과 Expected

Shortfall(ES) 측도등의계산에활용될수있다.
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요 약

이차형식 통계량의 분포함수에 대한 연구는 주로 다변량 정규분포의 가정하에서 진행되어 왔다. 최근 다변량 정규분
포를 포함하는 다변량 왜정규분포에 대한 연구가 활발하다. 본 논문에서는 다변량 왜정규분포의 가정하에서 이차형
식 통계량의 분포함수에 대한 근사를 다루었다. 근사의 방법으로는 소표본에서도 정확도가 뛰어난 근사법으로 알려
진안장점근사를사용하였으며, 모의실험을통해그정도를확인하였다.

주요용어: 이차형식, 다변량왜정규분포, 안장점근사, 누율생성함수
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