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Abstract

We suggest a monitoring procedure to detect changes in the mean of the stochastic process. The monitoring

procedure is based on penalized least squares estimates. Unlike the fluctuation (FL) monitoring, we use the

numbers of nonzero estimates not the fluctuations of sequential parameter estimates. We investigate the

behavior of the proposed monitoring procedure by means of a simulation study and compare its performance

with CUSUM monitoring.
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1. 서론

자기회귀이동평균(ARMA) 모형이나 ARCH, GARCH 등의 대표적인 시계열모형들은 분석에 사용되

는시계열자료가정상성을만족한다고가정한다. 즉관측기간동안시계열의평균, 분산, 자기상관계수
등이 일정하고, 시간에 따라 모형의 모수 또한 변하지 않는다고 가정한다. 그러나 관측기간이 긴 경우
시계열의 특징을 나타내는 모수가 기간 내에 변하는 경우가 종종 있으며, 이 경우 전 기간 동안 관측한
시계열 자료를 모두 이용하여 모형을 적합하고 미래의 값을 예측하면 예측값이 잘 맞지 않는다. 그러므
로 주어진 시계열 자료를 이용하여 모수의 안정성을 검토하고, 모수의 값이 변한 시점을 추정하는 것은

시계열 분석에서 매우 중요한 문제다. 보통 이 문제를 변화점 탐지 문제(change point problem)라고

부르며, 이와 관련된 연구에는 Brown 등 (1975), Ploberger와 Krämer (1986), Inclán과 Tiao (1994),

Csörgő와 Horváth (1997), Lee 등 (2003) 등이있다.

그러나 Chu 등 (1996)의 연구에 의하면 이들 연구 결과는 후향적 검정을 기반으로 하기 때문에 관심의
대상이 되는 전 기간 동안의 모든 자료가 주어지지 않고 자료가 하나씩 순차적으로 관측되어 추가되는
상황에서 모수의 변화 여부를 반복적으로 검토할 때에는 사용하기 어렵다. 따라서 Chu 등 (1996)은 후

향적 검정이 아닌 순차적 검정 기법을 연구하였고, 선형회귀모형에서의 CUSUM 모니터링과 FL 모니

터링을 제안하였다. CUSUM 모니터링은 자료가 하나씩 순차적으로 관측될 때마다 반복적으로 회귀 모
형을 적합하고 얻은 잔차들의 누적합이 미리 정해진 경계함수를 벗어나는 순간 모니터링을 멈추고 회귀
계수의 값이 변했다고 판단하는 방법이다. 그리고 FL 모니터링은 반복적으로 얻은 회귀계수의 추정값
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들의변화량을바탕으로모니터링을지속할지여부를판단하는방법이다. Chu 등 (1996)이 CUSUM과

FL 모니터링절차를개발한이후로선형회귀모형뿐만아니라여러시계열모형에서의모수의변화를검
토하기위한다양한모니터링절차들이연구개발되었다. 이와관련된자세한내용은 Leisch 등 (2000),

Horváth 등 (2004), Berkes 등 (2004), Zeileis 등 (2005), Horváth 등 (2008), Na 등 (2011) 등을참조

하기바란다.

본연구에서는 least absolute shrinkage and selection operator(LASSO)나 smoothly clipped absolute

deviation(SCAD) 등의 벌점함수를 이용한 벌점화 추정방법을 기반으로 평균에 대한 모니터링 절차를
개발하고자 한다. 평균에 대한 모니터링을 시행할 확률과정을 {yi, i = 0,±1, . . .}이라고 하고, 편의상

모니터링을 시작한 시점을 i = 1이라고 표기한다. 즉 양의 시점과 0 이하의 시점은 각각 모니터링을 시

작한 이후와 이전을 뜻한다. 그리고 Chu 등 (1996), Horváth 등 (2008), Na 등 (2011)처럼 확률과정

{yi, i = 0,±1, . . .}는모형식

yi =

{
µ+ ϵi, i ∈ {0,−1,−2, . . .},
µ+ θi + ϵi, i ∈ {1, 2, 3, . . .}

(1.1)

을 만족한다고 가정한다. 여기서, µ(∈ R)는 모니터링 이전의 공통 평균을 의미하는 모수이고, θi(∈
R)은 모니터링을 시작한 이후 i 시점에서의 평균과 모니터링 이전의 공통 평균과의 차이를 나타내는 모
수이다. 그리고 {ϵi, i = 0,±1, . . .}는 평균이 0인 백색 잡음 확률과정으로 오차항을 나타낸다. 다시 말

해 분산과 같은 평균 이외의 모수는 변하지 않으며, 평균만 모니터링을 시작한 이후에 변할 수 있다고
가정한다.

모니터링을시작한이후평균이 µ에서다른값으로변한시점을 τ라고표기하면,

τ = min{i ∈ N : θi ̸= 0}

가 성립한다. 그러므로 본 논문에서는 벌점화 최소제곱법을 이용하여 0이 아닌 θi의 값을 식별해내고,

이값을이용하여만든모니터링절차를제안하고자한다.

논문의 구성은 다음과같다. 2절에서모니터링의 대표적인방법인 CUSUM 모니터링과 FL 모니터링을

평균변화에대한문제에적용하고, 정리하였다. 3절에서 θi에대한벌점화최소제곱추정량을정의하고,

이 추정량을 이용하여 만든 모니터링 절차를 소개하였고, 4절에 모의실험을 실시하여 얻은 결과를 보고

하였다. 마지막으로 5절에연구결과에대한결론이있다.

2. CUSUM 모니터링

CUSUM 모니터링은 Chu 등 (1996)이 처음 제안한 방법으로 모니터링 절차 중 가장 대표적인 방법이

며, Na 등 (2011)에의해시계열에서일반적인모수에대한모니터링문제로확장연구되었다. 2절에서

는평균변화에대한 CUSUM 모니터링을소개하고, 그성질을간단히살펴보고자한다.

2.1. CUSUM 모니터링 절차

평균에 대한 모니터링을 시행하기 이전에 관측된 n개의 과거자료 y0, y−1, . . . , y1−n가 주어져 있고, 모

니터링을 시작한 이후 y1, y2, . . .이 순차적으로 하나씩 관측될 때, CUSUM 모니터링 절차는 다음과 같

다.

(S1) 과거자료 y0, y−1, . . . , y1−n들의 표본평균 ȳ =
∑n

i=1 y1−i/n과 표본분산 s2 =
∑n

i=1(y1−i −
ȳ)2/(n− 1)을계산한다.
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(S2) 모니터링을시작한 이후 첫 번째로 얻은관측값 y1과 과거자료의 표본평균 ȳ와의 차이 e1 = y1 −
ȳ를구한다. 만약

|e1| ≥ s
√
n

(
1 +

1

n

)
b

(
1 +

1

n

)
이면 모니터링을 멈추고, 평균이 모니터링을 시작한 이후 첫 번째 시점에서 변했다고 판단한다.

만약 그렇지 않으면 두 번째 시점에서 y2을 관측하고 모니터링을 지속한다. 여기서 b : R → R은
모니터링을시작하기전에주어진경계함수이다.

(S3) (k−1)시점까지모니터링이지속되어멈추지않았을때, k 시점에서 yk를새롭게관측하고 ek =

yk − ȳ를계산한다. 만약이전에계산한차이 ei = yi − ȳ, i = 1, . . . , k − 1들과 ek의합이∣∣∣∣∣
k∑

i=1

ei

∣∣∣∣∣ ≥ s
√
n

(
1 +

k

n

)
b

(
1 +

k

n

)
(2.1)

을 만족하면 모니터링을 멈추고, k 시점에서 평균이 변했다고 판단한다. 만약 그렇지 않으면 새
로운값 yk+1을관측하고모니터링을지속한다.

(S4) 모니터링을멈출때까지단계 (S3)를반복한다.

2.2. FL 모니터링과의 관계

표본평균의정의에의해
∑n

i=1(y1−i − ȳ) = 0이므로, 식 (2.1)에서차이들의누적합은

k∑
i=1

ei =

k∑
i=1

(yi − ȳ) =

k∑
i=1−n

(yi − ȳ) = (n+ k)(ȳk − ȳ)

를만족한다. 여기서 ȳk =
∑k

i=1−n yi/(n+ k)이다. 그러므로식 (2.1)은

|ȳk − ȳ| ≥ sb
1 + k/n√

n

으로다시쓸수있고, 이는 Chu 등 (1996)과 Na 등 (2011)이고려한 FL 모니터링과같다. 일반적으로

순차적으로 반복해서 구한 모수의 추정값과 과거 자료만을 이용하여 구한 모수의 추정값의 차이를 이용
하여만든 FL 모니터링과모형적합 후얻은잔차들의 누적합을이용하여만든 CUSUM 모니터링은같

지 않다. 그러나 평균에 대한 모니터링에서는 2.1절에서 소개한 CUSUM 모니터링과 순차적으로 반복

해서구한표본평균들의변동을이용해서만든 FL 모니터링이동일하다고할수있다.

2.3. 변화시점 추정과 경계함수 결정

2.1절에기술한모니터링절차에의하면정지시간

τ̂C
b = min

{
k ∈ N :

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

(yi − ȳ)

∣∣∣∣∣ ≥ s
√
n

(
1 +

k

n

)
b

(
1 +

k

n

)}
(2.2)

를정의할수있으며, 정지시간 τ̂C
b 는평균변화시점 τ에대한추정량으로사용될수있다.

정지시간의 이론적 성질을 살펴보기 위해 모형식 (1.1)의 오차항 ϵi, i = 0,±1, . . .들이 서로 독립이고,

동일한 분포를 갖는(iid) 확률변수들이며, E(ϵi) = 0와 E(|ϵi|ν) < ∞, ν > 2를 만족한다고 가정하자.
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만약 경계함수 b(·)가 inf1<x<∞ b(x) > 0을 만족하는 연속함수이면, 오차항들의 누적합에 대한 불변성

원리에의해

lim
n→∞

P
(
τ̂C
b < ∞|θi = 0,∀i ∈ N

)
= P

(
sup

0<x<1

{
|W (x)|

b(1/(1− x))

}
≥ 1

)
(2.3)

이 성립함을 보일 수 있다. 여기서 W (·)은 표준 브라운 운동이고, 이와 관련된 자세한 내용은 Na 등

(2011)의정리 1과 2를참조하기바란다.

식 (2.3)의 좌변에서 θi = 0, ∀i ∈ N은 평균이 모니터링 이후에도 변하지 않는다는 뜻이고, τ̂C
b < ∞는

모니터링을 멈추었다, 즉 평균이 변화했다고 판단했다는 뜻이다. 그러므로 식 (2.3)은 모니터링 기간 동

안 평균이 변하지 않았다는 귀무가설과 평균이 변했다는 대립가설에 대한 가설검정에서 제1종의 오류

를범할확률에대한극한값을나타낸다. 따라서 CUSUM 모니터링에사용할경계함수를결정할때, 유

의수준 α(∈ (0, 1))와 식 (2.3)을 활용할 수 있다. 예를 들어, 경계함수가 상수함수, b(x) = c라면 식

(2.3)은

lim
n→∞

P
(
τ̂C
b < ∞|θi = 0, ∀i ∈ N

)
= P

(
sup

0<x<1
|W (x)| ≥ c

)
이된다. 그러므로 sup0<x<1 |W (x)| 분포의 상위 α 분위수를 cα라고표시할때, b(x) = cα가 유의수준

α에서의 CUSUM 모니터링경계함수가되고, 이경우변화시점 τ에대한추정량은정지시간

τ̂C
α = min

{
k ∈ N :

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

(yi − ȳ)

∣∣∣∣∣ ≥ s
√
n

(
1 +

k

n

)
cα

}
(2.4)

이다. 참고로 α = 0.01, 0.05, 0.10에 대응되는 cα는 각각 2.791, 2.214, 1.933이며, 좀 더 자세한 내용은

Na 등 (2011)을참조하기바란다.

3. 벌점화 최소제곱추정량을 이용한 모니터링

이제평균차이 θi, i ∈ N에대한벌점화최소제곱추정량을정의하고, 순차적으로구한추정값을이용하
여평균에대한모니터링을시행하는절차를제안하고자한다.

3.1. 평균 차에 대한 추정

모니터링 이전에 n(∈ N)개의 과거 자료 y0, y−1, . . . , y1−n가 주어져 있고, 모니터링을 시작한 이후로

k(∈ N) 시간이 흘러 현재 y1, . . . , yk가 추가로 관측되었다고 가정하자. 주어진 (n + k)개의 자료를 모

두 이용하여 평균 차이를 나타내는 모수 벡터 θ = (θ1, . . . , θk)
T를 벌점화 최소제곱추정방법을 이용하

여추정하고자한다. 일반적으로 µ의값이알려져있지않으므로 θ와더불어 µ도동시에추정한다.

θ와 µ에대한벌점화최소제곱추정량은(
θ̂λ,n, µ̂λ,n

)
= arg min

ϑ∈Rk,u∈R
{Qn(ϑ, u) + 2Pλ(ϑ)} (3.1)

과같이정의된다. 여기서

Qn(ϑ, u) =

0∑
i=1−n

(yi − u)2 +

k∑
i=1

(yi − u− ϑi)
2 (3.2)
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는 제곱합 손실함수를 나타내며, ϑi는 ϑ의 i번째 원소를 뜻한다. 그리고 λ는 조절모수로 0 이상의 값을

가지며, Pλ는 조절모수 λ에 대응되는 벌점함수이다. 벌점함수로 다양한 함수를 사용할 수 있으나, 본

논문에서는 LASSO의 L1 벌점함수

Pλ(ϑ) = λ

k∑
i=1

|ϑi|

와 SCAD 벌점함수

Pλ(ϑ) =

k∑
i=1

min

{
λ|ϑi| −max

(0, |ϑi| − λ)2

2a− 2
, (a+ 1)

λ2

2

}
, a > 2

만을고려하였다.

모니터링 이전의 과거 자료 y0, y−1, . . . , y1−n의 표본평균 ȳ과 표본분산 s2을 이용하면, 제곱합 손실함

수 Qn(ϑ, u)는 ϑ와 u의함수

Qn,1(ϑ, u) = (n− 1)s2 + (n+ k)

{
ȳ − µ+

1

n+ k

k∑
i=1

(yi − ȳ − ϑi)

}2

와 ϑ만의함수

Qn,2(ϑ) =

k∑
i=1

(yi − ȳ − ϑi)
2 − 1

n+ k

{
k∑

i=1

(yi − ȳ − ϑi)

}2

의합으로나누어진다. 그러므로

θ̂λ,n =
(
θ̂λ,n,1, . . . , θ̂λ,n,k

)T
= arg min

ϑ∈Rk
{Qn,2(ϑ) + 2Pλ(ϑ)} (3.3)

이고, µ̂λ,n = ȳ+
∑k

i=1(yi− ȳ− θ̂λ,n,i)/(n+k)이다. 참고로식 Qn,2(ϑ)을살펴보면, Qn,2(ϑ)는 yi− ȳ,

i = 1, . . . , k의값들과모니터링이전의과거자료의개수 n만알면구할수있다. 그러므로모니터링이
전의 과거 자료들 y0, y−1, . . . , y1−n 대신 과거 자료의 표본평균 ȳ과 표본의 크기 n만 알려져 있어도 추

정값 θ̂λ,n을계산할수있다.

만약모니터링이전에관측된자료가존재하지않고 µ의값이나 µ에대한사전추정값이 µ0라고알려진

경우라면, 식 (3.3)에서 Qn,2(ϑ) 대신 Q0(ϑ, µ0) =
∑k

i=1(yi − µ0 − ϑi)
2을 사용하여 θ만을 추정할 수

있으며, 이추정량을 θ̂λ,0라고표기한다. 즉,

θ̂λ,0 =
(
θ̂λ,0,1, . . . , θ̂λ,0,k

)T
= arg min

ϑ∈Rk
{Q0(ϑ, µ0) + 2Pλ(ϑ)} (3.4)

이다. 만약 L1 벌점함수를사용하면추정량 θ̂λ,0은

θ̂λ,0,i = sgn(yi − µ0)max(|yi − µ0| − λ, 0)

을만족하고, SCAD 벌점함수를사용하면

θ̂λ,0,i =


sgn(yi − µ0)max(|yi − µ0| − λ, 0), |yi − µ0| ≤ 2λ,

sgn(yi − µ0){(a− 1)|yi − µ0| − aλ}
a− 2

, 2λ < |yi − µ0| ≤ aλ,

yi − µ0, |yi − µ0| > aλ

을 만족한다. 여기서 sgn(x)은 실수 x의 부호를 나타내는 부호함수이다. 자세한 사항은 Fan과 Li

(2001)을참조하기바란다.
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3.2. 일반화 정보함수

이제 조절모수 λ를 선택할 때 사용할 일반화 정보함수(generalized information criterion; GIC)에 대

해 살펴보자. 본 논문에서는 모형 적합도에 대한 측도로 잔차제곱합을 이용한 GIC를 고려하였으며,

GIC의정의는다음과같다:

GIC(λ) = RSSλ + γσ2∥θ̂λ,n∥0. (3.5)

여기서 첫 번째 항은 RSSλ = Qn(θ̂λ,n, µ̂λ,n) =
∑0

i=1−n(yi − µ̂λ,n)
2 +

∑k
i=1(yi − µ̂λ,n − θ̂λ,n,i)

2이

며, 조절모수 λ에 대응되는 잔차제곱합을 나타낸다. n은 모니터링 이전에 관측하여 주어진 과거 자료
의 개수를 말하는 것으로 0 이상의 정수 값을 취하며, n = 0는 과거 자료가 주어지지 않은 경우를 말한

다. n > 0인 경우 추정량 θ̂λ,n과 µ̂λ,n은 식 (3.1)에서 정의된 값이고, n = 0일 때의 추정량 θ̂λ,0는 식

(3.4)에서정의된값이다. 그리고이경우 µ̂λ,0는사전에주어진값 µ0를말한다.

두 번째 항은 모형의 복잡도를 측정하는 부분으로 ∥θ̂λ,n∥0는 추정량 θ̂λ,n의 원소 중 0이 아닌 것의 개

수를 의미하고, γ는 모형의 복잡도를 조절해주는 상수이며, σ2 = E(ϵ2i )이다. 일반적으로 σ2는 미지

의 값이므로 주어진 사전추정량이나 과거 자료의 표본분산 등으로 대체하여 GIC의 값을 구한다. γ의

값으로 Akaike information criterion(AIC)처럼 2를 사용할 수도 있고, Bayesian information crite-

rion(BIC)처럼 log(n+k)의값을사용할수도있다. 이외에도 2 log log(n+k) 또는 3이나 4와같은상

수도 γ의값으로사용할수있다.

3.3. 변화시점 추정

모니터링을 시작한 이후 k(∈ N)번째 관측시점에서 θ = (θ1, . . . , θk)
T에 대한 벌점화 최소제곱추정

량 중 식 (3.5)에서 정의한 일반화 정보함수 GIC를 최소화하는 조절모수에 대응되는 추정량을 θ̂
k

n =

(θ̂kn,1, . . . , θ̂
k
n,k)

T라고 표기하자. 그러면 모니터링을 시작한 이후 순차적으로 구한 추정량들 {θ̂
k

n, k =

1, 2, . . .}을 이용하여 모니터링 이후 평균이 변한 시점 τ를 추정할 수 있다. 본 논문에서는 ∥θ̂
k

n∥0, 즉
θ̂kn,1, . . . , θ̂

k
n,k 중에서 0이아닌추정량의개수를이용하여정지시간

τ̂κ = min
{
k ∈ N :

∥∥∥θ̂k

n

∥∥∥
0
≥ κ

}
(3.6)

을 정의하고, 정지시간 τ̂κ를 평균 변화시점 τ에 대한 추정량으로 사용하고자 한다. 여기서 κ (∈ N)는
평균에대한모니터링을멈추고평균이변화했다고판단할때사용되는기준이되는개수로미리주어지
는상수이다.

4. 모의실험

여기에서는 2, 3절에서 다룬 CUSUM 모니터링과 벌점화 최소제곱추정량을 이용한 모니터링에 대한 모

의실험을실시하고, 그결과를분석해보기로한다.

모의실험은자료생성과정

yi = µ+ δI(i ≥ m) + ϵi, ϵi
iid∼ N(0, 1), i = 1− n, 2− n, . . .

을 이용하여 실시하였고, µ, δ, m, n 등 자료생성과정에 포함된 값들에 대해서는 다음 조합들을 고려하

였다.

• 공통평균: µ = 0,
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Table 4.1. The number of cases where the estimated stopping times are less than or qual to N = 100 for δ = 0

among 100 simulations

CUSUM n α 0.10 0.05 0.01

10 7 5 1

100 1 0 0

300 0 0 0

1000 0 0 0

SCAD n κ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 58 41 26 15 12 12 9 5 1 1

10 98 88 71 60 53 47 39 36 31 26

100 99 81 54 35 20 14 8 5 4 1

300 97 75 40 16 9 3 1 1 0 0

1000 49 30 10 2 0 0 0 0 0 0

LASSO n κ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 55 33 21 14 10 7 5 2 1 1

10 95 65 40 30 27 22 18 16 15 12

100 90 21 4 3 1 0 0 0 0 0

300 86 11 1 0 0 0 0 0 0 0

1000 15 1 0 0 0 0 0 0 0 0

• 평균의변화크기: δ = 0, 1, 2, 3, 5,

• 평균의변화시점: m = 10, 30,

• 과거자료의개수: n = 0, 10, 100, 300, 1000.

각각의 경우에 3절에서 소개한 벌점화 최소제곱추정량을 기반으로 한 모니터링과 2절의 CUSUM 모니

터링을 실시하였다. 다만 CUSUM 모니터링은 n = 0일 때 정의되지 않으므로 n > 0인 경우만 실시하

였고, 편의상모든경우에모니터링종료시점을 N = 100이라고하였다.

벌점화 최소제곱추정량을 구하기 위해서 벌점함수로 LASSO의 L1 벌점함수와 SCAD 벌점함수를 고려

하였다. n > 0인경우, 일반화정보함수 GIC에서조절상수 γ의값으로 log(n+ k)를사용하였고, σ2의

값으로 과거 자료들의 표본분산 s2을 이용하였다. 그리고 n = 0인 경우, γ = log(e2 + k), µ0 = 0,

σ = 1을 사용하여 GIC의 값을 계산하였다. 순차적으로 구한 벌점화 최소제곱추정값을 바탕으로 식
(3.6)에정의된 κ = 1, 2, . . . , 10에대응되는정지시간들 τ̂κ을구하였고, τ̂κ = 101인것은모니터링을종

료할때까지 supk∈N ∥θ̂
k

n∥0 < κ임을의미한다.

CUSUM 모니터링에서는 경계함수로 상수함수만을 고려하였다. 유의수준 α의 값으로 0.01, 0.05, 0.10

세 가지를 고려하였고, 이에 대응되는 정지시간 τ̂C
α을 구하였다. 여기서도 모니터링을 종료할 때까지

CUSUM 모니터링을멈추지못한경우정지시간을 τ̂C
α = 101이라고표시하였다.

모의실험은 총 100번씩 반복하였으며, 각각의 경우에 구한 정지시간들을 가지고 그린 상자그림들을
Figure 4.1부터 4.5까지 정리하였다. Figure 4.1은 과거자료가 주어지지 않은 경우로 각각의 그림에
서 처음 10개의 상자그림, S1, . . . , S10이라고 표시된 상자그림은 SCAD 벌점함수를 이용하여 구한 정
지시간 τ̂κ, κ = 1, 2, . . . , 10들에 대한 것이고, 뒤에 있는 L1, . . . , L10이라고 표시된 10개의 그림은
LASSO의 L1 벌점함수를 이용하여 구한 정지시간들의 상자그림이다. Figure 4.1을 보면 n = 0인 경

우, 벌점함수에 따른 정지시간들의 차이는 크지 않음을 알 수 있다. 그리고 평균의 변화크기 δ의 값이

2 이상인 경우엔 3 또는 4 이상의 κ에 대응되는 정지시간들이 변화를 잘 탐지할 뿐만 아니라 변화시
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Figure 4.1. Boxplots of estimated stopping times obtained from 100 simulations with n = 0 when the mean

changes from µ = 0 to µ + δ for δ ∈ {5, 3, 2, 1}.

점과도 큰 차이가 나지 않는다. 그러나 δ = 1로 크지 않은 경우엔 변화를 탐지하는 능력이 떨어지고,

κ ≤ 2인경우는변화가없어도평균에서조금만떨어진값이있으면영향을받는것을알수있다.

Figure 4.2부터 4.5까지는 과거 자료가 존재하는 경우에 해당하며, 각각의 그림에서 처음 3개 C01,

C05, C10이라고 표시된 상자그림은 CUSUM 모니터링에서 구한 정지시간 τ̂C
α , α = 0.01, 0.05, 0.10에
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Figure 4.2. Boxplots of estimated stopping times obtained from 100 simulations with n = 10 when the mean

changes from µ = 0 to µ + δ for δ ∈ {5, 3, 2, 1}.

해당한다. 그리고 중간 10개의 상자그림은 SCAD 벌점함수를 사용한 경우, 마지막 10개의 상자그림은
LASSO의 L1 벌점함수를 사용하여 구한 정지시간들에 대한 것이다. 이 그림들을 보면 LASSO의 경우

보다는 SCAD의 경우가 전반적으로 평균의 변화를 잘 탐지하고, 과거 자료의 개수 n이 크고 변화의 크

기가 3 이상인경우 SCAD나 LASSO 등벌점함수를사용하여구한정지시간들이효과적으로변화시점
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Figure 4.3. Boxplots of estimated stopping times obtained from 100 simulations with n = 100 when the mean

changes from µ = 0 to µ + δ for δ ∈ {5, 3, 2, 1}.

을 빠르게 잘 탐지할 수 있음을 확인할 수 있다. 물론 CUSUM 모니터링에 비해 벌점화 추정기법을 이

용한 모니터링이 계산 속도가 훨씬 느리다는 단점이 있다. 또한 CUSUM 모니터링에서 구한 정지시간
들이 변화가 일어난 뒤에 안정적으로 변화시점을 추정해주는 것에 비해 벌점화 추정방법을 이용하여 구
한 정지시간들은 κ의 값에 따라 다른 현상들을 보이며 κ의 값을 선택하는 것이 문제이므로 이에 대한
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Figure 4.4. Boxplots of estimated stopping times obtained from 100 simulations with n = 300 when the mean

changes from µ = 0 to µ + δ for δ ∈ {5, 3, 2, 1}.

보완이필요하다. 그러나시간상의문제로본연구에서는이에대한연구는생략하였다.

Table 4.1은 δ = 0, 즉 평균이 변하지 않은 경우 100 이하의 값을 갖는 정지시간의 빈도를 정리해 놓은

것이다. 이 표를 보면 CUSUM 모니터링이 변화가 없는 경우 변화가 없다고 판단을 잘 하는 것에 비해

벌점화 추정방법을 이용한 모니터링의 경우는 κ의 선택에 세심한 주의가 필요함을 알 수 있다. κ의 값
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Figure 4.5. Boxplots of estimated stopping times obtained from 100 simulations with n = 1000 when the mean

changes from µ = 0 to µ + δ for δ ∈ {5, 3, 2, 1}.

이 작은 경우는 변화가 없음에도 불구하고 변화가 있다고 잘못 판단하는 비율이 매우 높다. 그러나 κ의

값이 증가하거나 과거 자료의 개수 n이 커지면 잘못 판단하는 비율이 빠르게 감소하는 것을 알 수 있다.

본 모의실험에서는 Table 4.1과 Figure 4.1부터 4.5를 근거로 각각의 n에 따라 잘못 판단한 비율이 약

10%에 가깝고 비교적 변화가 있을 때 변화를 잘 탐지하는 κ의 값들을 하나씩 선택하였다. n ≤ 10인 경
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Table 4.2. The sample quantiles of the estimator τ̂κ obtained from 100 simulations when m = 10 (The numbers

in the parentheses are those of τ̂C
0.10)

n κ δ Q0 Q0.1 Q0.25 Q0.5 Q0.75 Q0.9 Q1

0 10

5 10.0 13.0 14.0 15.0 16.0 16.0 16.0

3 10.0 12.9 14.0 15.0 15.0 16.1 18.0

2 10.0 12.0 13.0 15.0 18.0 19.2 57.0

1 14.0 19.0 53.5 101.0 101.0 101.0 101.0

10 10

5
14.0 18.0 18.0 19.0 20.0 20.0 21.0

(10.0) (11.0) (11.8) (12.0) (13.0) (14.0) (16.0)

3
15.0 18.0 19.8 22.0 100.0 100.0 100.0

(9.0) (12.0) (13.0) (14.0) (16.3) (19.0) (22.0)

2
14.0 19.0 25.0 100.0 100.0 100.0 100.0

(11.0) (12.9) (15.0) (17.5) (22.0) (26.0) (88.0)

1
19.0 30.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

(12.0) (15.9) (23.8) (34.0) (60.0) (101.0) (101.0)

100 7

5
15.0 15.0 16.0 16.0 16.0 16.0 17.0

(12.0) (13.0) (13.0) (14.0) (14.0) (15.0) (16.0)

3
13.0 15.9 16.0 17.0 18.0 20.0 34.0

(14.0) (15.0) (16.0) (17.0) (18.0) (19.0) (22.0)

2
16.0 20.0 22.0 25.5 31.0 40.1 69.0

(15.0) (18.0) (19.0) (21.0) (23.0) (25.1) (32.0)

1
25.0 45.7 64.0 101.0 101.0 101.0 101.0

(25.0) (28.0) (31.0) (35.0) (41.0) (50.0) (62.0)

300 5

5
13.0 13.0 14.0 14.0 14.0 14.0 15.0

(14.0) (15.0) (16.0) (17.0) (17.0) (18.0) (20.0)

3
13.0 14.0 14.0 15.0 17.0 19.0 28.0

(18.0) (19.0) (20.0) (21.0) (22.0) (23.0) (26.0)

2
15.0 17.0 20.0 23.0 29.0 35.0 45.0

(20.0) (24.0) (26.0) (28.0) (30.0) (31.0) (36.0)

1
24.0 40.9 52.8 85.0 101.0 101.0 101.0

(29.0) (39.0) (44.0) (48.0) (57.0) (64.1) (81.0)

1000 3

5
11.0 12.0 12.0 12.0 12.0 12.0 12.0

(20.0) (21.0) (22.0) (22.0) (23.0) (23.0) (24.0)

3
11.0 12.0 12.0 13.0 14.0 16.0 20.0

(26.0) (28.0) (29.0) (30.0) (31.0) (33.0) (37.0)

2
11.0 13.9 16.0 19.0 23.0 27.0 48.0

(36.0) (37.0) (40.0) (41.0) (44.0) (46.0) (50.0)

1
14.0 31.0 40.0 60.0 101.0 101.0 101.0

(57.0) (63.9) (68.0) (75.0) (81.3) (87.1) (101.0)

우엔 κ = 10이라고 하였고, n이 100, 300, 1000인 경우엔 각각 κ의 값으로 7, 5, 3을 선택한 후, SCAD

벌점함수를 이용하여 각각에 대응되는 정지시간들을 구하고, 이 값들을 CUSUM 모니터링 중 유의수준

α = 0.10에 대응되는 정지시간과 비교하여 Table 4.2와 4.3에 정리하였다. 각각의 표에서 Qp는 100번

의 실험에서 얻은 정지시간의 p ∈ {0, 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9, 1} 분위수이다. 표 안에 정리된 결과들을

보면 과거 자료의 개수 n이 작거나 변화의 크기 δ가 작은 경우엔 CUSUM 모니터링이 변화시점을 좀

더 잘 탐지하지만, 반대로 과거 자료의 수 n이나 변화크기 δ의 값이 큰 경우엔 SCAD 벌점함수를 이용



1442 Okyoung Na, Sunghoon Kwon

Table 4.3. The sample quantiles of the estimator τ̂κ obtained from 100 simulations when m = 30 (The numbers

in the parentheses are those of τ̂C
0.10)

n κ δ Q0 Q0.1 Q0.25 Q0.5 Q0.75 Q0.9 Q1

0 10

5
17.0 32.0 33.0 34.0 35.0 36.0 36.0

3
12.0 32.0 33.0 34.0 35.3 37.0 39.0

2
10.0 32.9 36.0 40.5 51.0 64.4 101.0

1
9.0 63.7 101.0 101.0 101.0 101.0 101.0

10 10

5
14.0 34.9 36.8 38.5 40.0 40.0 40.0

(11.0) (30.9) (33.0) (35.0) (37.0) (38.0) (40.0)

3
19.0 34.9 38.0 41.0 100.0 100.0 100.0

(9.0) (33.0) (35.0) (39.0) (44.0) (49.1) (56.0)

2
21.0 36.0 44.0 100.0 100.0 100.0 100.0

(13.0) (35.0) (38.0) (46.0) (54.3) (62.2) (89.0)

1
20.0 42.5 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

(15.0) (38.9) (53.8) (77.0) (101.0) (101.0) (101.0)

100 7

5
32.0 34.0 35.0 35.0 36.0 36.0 37.0

(31.0) (33.0) (34.0) (35.0) (36.0) (37.0) (39.0)

3
33.0 34.0 36.0 37.0 39.0 40.0 46.0

(31.0) (35.0) (37.0) (38.0) (40.3) (43.0) (45.0)

2
33.0 37.0 41.0 44.0 47.0 54.1 101.0

(32.0) (38.0) (40.0) (43.0) (46.3) (50.0) (54.0)

1
38.0 58.0 79.3 101.0 101.0 101.0 101.0

(43.0) (50.9) (53.0) (61.0) (70.0) (76.1) (101.0)

300 5

5
31.0 33.0 33.0 34.0 34.0 34.0 35.0

(33.0) (35.0) (36.0) (37.0) (38.0) (39.0) (41.0)

3
31.0 33.0 34.0 35.0 36.0 39.0 45.0

(38.0) (40.0) (40.0) (42.0) (44.0) (46.0) (48.0)

2
32.0 35.9 38.0 41.5 46.0 50.1 66.0

(42.0) (44.0) (46.0) (49.0) (51.0) (54.0) (59.0)

1
32.0 56.9 75.0 101.0 101.0 101.0 101.0

(50.0) (61.0) (63.8) (73.5) (81.0) (89.0) (101.0)

1000 3

5
31.0 31.0 32.0 32.0 32.0 32.0 33.0

(39.0) (41.0) (42.0) (42.5) (43.0) (44.0) (46.0)

3
28.0 31.0 32.0 33.0 34.0 36.0 37.0

(45.0) (48.0) (49.0) (51.0) (53.0) (54.0) (60.0)

2
30.0 32.0 35.0 39.0 43.0 47.1 57.0

(52.0) (57.0) (60.0) (62.0) (64.0) (66.0) (76.0)

1
31.0 44.0 56.0 77.0 101.0 101.0 101.0

(72.0) (83.9) (88.8) (94.0) (101.0) (101.0) (101.0)

한 모니터링이 변화시점을 더 잘 탐지하는 것을 알 수 있다. 특히 n ≥ 300이고 δ ≥ 3인 경우엔 변화시

점과정지시간의차이가별로나지않고, 변화가일어나자마자빠르게탐지하는것을확인할수있다.

5. 결론

본 연구에서는 벌점화 최소제곱추정량을 기반으로 한 모니터링 절차를 제안하고, 모의실험을 통해 대표

적인방법인 CUSUM 모니터링과비교분석을하였다. 비록변화시점의추정량에대한이론적인연구는
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이루어지지못했지만, 모의실험결과를보면변화의폭이크고모니터링이전에관측된과거자료의개수
가 많은 경우 CUSUM 모니터링에 비해 변화시점을 빠르게 잘 추정함을 알 수 있었다. 그리고 벌점화
최소제곱추정량을 이용한 모니터링에서는 벌점함수의 선택, 정보함수의 선택, 정시시간의 기준으로 사

용되는 κ, 변화시점의 위치와 크기 등이 모니터링 절차와 변화시점의 추정에 영향을 주는 것을 확인할

수있었다.

본 연구의 자연스러운 후속 연구로 평균 차에 대한 벌점화 최소제곱추정량과 정지시간에 대해 이론적으
로 연구할 수 있으며, 벌점함수, 정보함수, κ 등의 선택에 대한 심도 있는 연구와 평균 이외의 다양한 모
수와모형의변화에대한확장도고려할수있다.
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요 약

본 연구에서는 벌점화 최소제곱추정방법을 이용하여 평균의 변화를 모니터링할 수 있는 방법에 대해 연구하였다. 모

니터링 이전의 공통 평균과 모니터링을 시작한 이후 순차적으로 관측되는 관측값들의 평균의 차이를 벌점화 최소제
곱추정방벙을 이용하여 추정하였으며, 이 추정값들에서 0이 아닌 것의 개수를 바탕으로 모니터링 절차를 개발하였

다. 이는 기존의 모니터링 절차들이 순차적으로 얻은 추정값들의 변동성을 기반으로 만들어진 것과 다른 점이다. 모

의실험을 통해 본 연구에서 제안한 모니터링 절차가 가지고 있는 특징들을 살펴보았고, 대표적인 모니터링 절차인

CUSUM 모니터링과비교분석도하였다.

주요용어: CUSUM 모니터링, FL 모니터링, LASSO, 벌점화추정, SCAD
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