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Abstract

Cho and Shin (2016) recently demonstrated that an integrated HAR model has a forecast advantage over

the HAR model of Corsi (2009). Recalling that realized volatilities of financial assets have asymmetries,

we add a leverage term to the integrated HAR model, yielding the LIHAR model. Out-of-sample forecast

comparisons show superiority of the LIHAR model over the HAR and IHAR models. The comparison was

made for all the 20 realized volatilities in the Oxford-Man Realized Library focusing specially on the DJIA,

the S&P 500, the Russell 2000, and the KOSPI. Analysis of the realized volatility data sets reveal apparent

long-memory and asymmetry. The LIHAR model takes advantage of the long-memory and asymmetry and

produces better forecasts than the HAR, IHAR, LHAR models.

Keywords: leverage, HAR model, asymmetry, long memory, nonstationarity, volatility forecasting

1. 서론

주가, 환율 등의 금융시계열의 변동성은 금융자산의 위험관리, 자산재분배, 파생상품가격결정 등 여러

측면에서 매우 중요하다. 그간 금융 변동성 추정치로 일별 수익률에 GARCH 류의 모형을 적용하여

구한 추정치를 주로 사용해왔다. 최근에는 일중 고빈도 거래 자료에 근거한 변동성 추정치인 실현변동
성(realized volatility; RV)이 계산이 간단하면서도 정확하게 추정이 가능하여 주목받고 있다. 또한 실

현변동성은모형을바탕으로하지않기때문에변동성변수로다룰수있다는것도큰장점이다. 실현변

동성이란 주가, 환율, 파생상품 등의 로그 가격 일일 변동성의 추정치이다. 종가를 Pt로 나타내면 로그
가격은 pt = lnPt, 일일로그수익률은 rt = pt − pt−1로나타낼수있다. 실현변동성을나타내기위해서

는일중 M개등간격의로그수익률 rt−j△ = pt−j△ − pt−(j−1)△, j = 1, 2, . . . ,M , △ = 1/M 계산이필

요하다. 이때 t시일의 RV는다음과같이나타낼수있다.

RVt =

√√√√ M∑
j=1

r2t−j△, t = 1, 2, . . . ,
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RV는 보통 일중 1분, 5분 혹은 10분 간격의 고빈도 데이터를 사용하여 계산되며 자산 리스크의 효과

적인 평가 도구로 자산위험관리와 파생상품 가격책정, 자산 포트폴리오 작성 시 아주 중요하게 쓰인다.

Andersen과 Bollerslev (1997)는 일일 변동성의 추정치로 5분 간격 RV가 우수한 추정치임을 지적한

바있다. RV의특성에대한논문은 Andersen 등 (2005), Banerjee와 Urga (2005), Huang와 Tauchen

(2005), Deo등 (2006), McAleer와Medeiros (2008), Goncalves와Meddahi (2009), Shephard와 Shep-

pard (2010), Andersen 등 (2011), Chiriac과 Voev (2011), Todorov 등 (2011) 등이있다.

미래 RV를 예측하는 것은 금융과 금융공학에서 매우 중요하고 실현변동성의 특성을 잘 반영하는 RV예

측모델링은 매우 의미 있는 일이며, 효율적인 예측을 위해서는 RV가 가지고 있는 중요한 성질을 적

극적으로 반영하여야 한다. 실현변동성 예측에 관련된 논문으로 Corsi와 Renó (2009), Park과 Shin

(2014), Souček과 Todorova (2014), Song과 Shin (2015), Yun과 Shin (2015) 등이있다.

실현변동성의 가장 중요한 성질 중 하나는 장기기억성(long-memory)이다. 실현변동성의 표본자기상관
함수는 시차가 증가함에 따라 느리게 감소하며 그 감소속도가 대수적으로 표현된다는 것이 여러 논문에
서보고된바있다 (Ding과 Granger, 1996; Andersen 등, 2001). 예측에있어서장기기억성을반영하는

방법 중 하나가 부분 누적(fractional integration)을 고려한 Granger와 Joyeux (1980)의 ARFIMA 모

형이고 Dacorogna 등 (1993), Baillie (1996) 등의 논문에서 그 적용을 볼 수 있다. 다른 방법이 Corsi

(2009), Hwang과 Shin (2014) 등에의해발표된 heterogeneous autoregressive(HAR) 모형이다. 이모

형은 실현변동성의 주간 이동평균, 월간 이동평균 등을 예측변수로 사용한 회귀모형으로 예측력이 좋을
뿐 아니라 예측함수의 의미가 명쾌해서 널리 사용되고 있다. Martens 등 (2009), Park과 Shin (2014)

등의 논문에서는 실현변동성이 장기기억성을 갖지만 정상계열임을 전제하여 예측방법이 구성되고 있다.

최근 Cho와 Shin (2016)은 실현변동성이 지니는 장기기억성이 매우 강하기 때문에 단위근을 부가한 비
정상 HAR 모형, 즉 integrated HAR(IHAR) 모형이더예측력이좋음을보였다.

실현변동성에서 장기기억성 못지않게 중요한 것이 비대칭성(asymmetry)이다. Bekaert와 Wu (2000)

는 금융시장에 비대칭성이 존재함을 발표하였고, McAleer와 Medeiros (2008), Corsi 등 (2012)은 장기

기억성과 비대칭성을 모두 반영하는 레버리지(leverage)를 넣은 HAR 모형, leverage HAR(LHAR) 모

형을발표하였다. 이논문들에서의모형은정상계열의장기기억성을전제한것이다.

그러나 Cho와 Shin (2016)이 지적한 바와 같이 실현변동성의 장기기억성은 단위근을 부과한 비정상 모
형에 의해 더 잘 반영되어 정상성을 가정한 모형 보다 뛰어난 예측력을 가진다는 점을 고려해 볼 때 비

대칭성과 단위근을 동시에 고려했을 때 보다 우수한 예측을 달성할 수 있을 것이라 기대되어 이 부분을
집중탐구하는것이본논문의중요목적이다.

본 연구에서는 Cho와 Shin (2016)의 IHAR 모형에 비대칭성을 반영한 모형(LIHAR)을 제안하고 이

모형이 IHAR 모형보다 예측력이 뛰어남을 실증적으로 증명하고자 한다. 이를 위해서 주요 실현변동

성 라이브러리 중 하나인 Oxford-Man Realized Library(http://realized.oxford-man.ox.ac.uk/)에 축

적되고 있는 20개의 모든 주요 금융지수의 실현변동성 데이터를 사용하여 IHAR 모형과 LIHAR 모형

의예측력을비교해보일것이다.

이후 본 논문은 다음과 같이 구성된다. 2절에서 논문에 쓰인 데이터에 대해 설명하고 3절에서 RV의 장

기기억성 특성, 4절에서 RV의 비대칭 특성을 살펴본다. 5절에서는 새로 제안하는 LIHAR 모형을 소개

하고 6절에서기존의모형들과예측력비교를한뒤, 7절에서요약및결론을낸다.

2. 데이터

실현변동성 예측 비교 데이터로는 Oxford-Man Realized Library 자료를 사용한다. 2000년부터
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Table 2.1. Basic statistics of RVs

RV n mean se sd min Q1 med Q3 max skew kurt

DJIA 3986 82.47 0.87 55.08 15.2 49.9 68.99 96.53 952.13 3.88 29.66

S&P 500 3984 84.64 0.89 56.33 13.49 50.4 70.57 100.23 924.37 3.51 24.22

Russell 2000 3985 86.35 0.84 53.15 15.91 55.95 72.66 98.34 758.21 3.31 19.18

KOSPI 3928 99.27 0.93 58.58 25.61 59.33 84.85 122.59 796.69 2.48 12.95

Unit = bp, 1bp = 0.01%, the scale BP applies only for mean, se, sd, min, Q1, med, Q3 and max.

Figure 2.1. Realized volatilities (RVs).

2015년까지의 기간으로 20개의 금융지수의 5분 간격 RV를 사용한다. 이중 먼저 미국 주가지수 3개

와 한국 주가지수(DJIA, S&P 500, Russell 2000, KOSPI Composite)를 중점적으로 심도 있게 다각도

로분석하고후에전체 20개지수에대해예측력비교분석을행한다.

Table 2.1은 네 지수의 실현변동성 기초통계량이다. 데이터 크기 n은 1년간의 주식 개장일이 약 250일

정도이고 16년간의 데이터이기 때문에 약 4,000개로 나타남을 알 수 있다. 실현변동성의 mean은 80–

90bp 정도로 하루의 0.8–0.9%를 나타낸다. 즉, 평균적으로 주가는 1% 미만의 변동을 나타냄을 알 수

있다. 또한 skewness가 3 정도로 비대칭성이 있는 것을 알 수 있고, kurtosis가 20 정도로 굉장히 큰 중
심집중분포를나타냄을알수있다. 최솟값과제1사분위수(Q1)의차이에비해제3사분위수(Q3)와최

댓값의차이가훨씬큰것을확인할수있다. 이처럼실현변동성의분포는정규분포와는거리가있는오
른쪽으로상당히긴꼬리를가진중심집중분포임을알수있다.

Figure 2.1은 4가지 주요 지수의 실현변동성을 나타낸 그래프이다. 모든 지수에서 공통적으로 2007년

중반부터 2008년까지 큰 변동성이 나타나는 것을 확인할 수 있다. 이때가 2007–2008 세계금융위기로

서브프라임 모기지(subprime mortgage)사태로부터 시작되어 전 세계로 파급된 대규모의 금융위기 기
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Figure 3.1. SACF of realized volatilities (RVs).

간이었다. 반면, 2010년 이후에는 세계금융위기 때에 비해서는 비교적 안정적인 변동성을 볼 수 있는
가운데 미국 지수의 경우 두 차례(2010년 5월경, 2011년 8월경) 중간 규모의 변동성 기간을 볼 수 있으
며 KOSPI의경우한차례(2011년 8월경)의중간규모변동성기간을볼수있다.

3. 장기기억과 비정상성

Figure 2.1의 RV 시도표에서 변동성이 클 때는 계속 변동성이 큰 경향이 있고, 변동성이 작을 때는

계속 작은 경향이 있음을 보고 실현변동성이 장기기억성을 가지고 있다고 추측할 수 있다. 장기기억

성 특성은 Andersen 등 (2001)에서도 기술하고 있다. 또 Figure 3.1의 실현변동성의 표본자기상관함
수(SACF)에서 장기기억성이 명확하다는 것을 알 수 있다. Figure 3.1에서 4개의 지수 모두 SACF가

시차가 300이 되도록 유의한 경향을 볼 수 있다. 이는 실현변동성이 장기기억성을 가진다는 것을 의미

한다. 따라서예측을위한모델링을함에있어장기기억특성을반영해야함을알수있다.

이러한 특성을 반영하여 효율성과 정밀성을 인정받은 최근 가장 널리 사용되던 모델은 Corsi (2009)의

HAR 모형이고다음과같다.

RVt+1 = β0 + β1RV
d
t + β2RV

w
t + β3RV

m
t + wt,

여기서 RVd
t = RVt이고 RVw

t , RV
m
t 은주간, 월간의이동평균(moving average)로다음과같고

RVw
t =

1

5
(RVt +RVt−1 + · · ·+RVt−4) ,

RVm
t =

1

22
(RVt +RVt−1 + · · ·+RVt−21)
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Table 3.1. HAR model estimation results

DJIA S&P 500 Russell 2000 KOSPI

4.500∗∗∗ 0.416∗∗∗ 4.784∗∗∗ 4.450∗∗∗

(0.969) (0.925) (1.025) (1.010)

Day 0.398∗∗∗ 0.451∗∗∗ 0.391∗∗∗ 0.440∗∗∗

(0.019) (0.019) (0.019) (0.019)

Week 0.380∗∗∗ 0.339∗∗∗ 0.373∗∗∗ 0.363∗∗∗

(0.029) (0.028) (0.029) (0.272)

Month 0.167∗∗∗ 0.161∗∗∗ 0.180∗∗∗ 0.150∗∗∗

(0.023) (0.022) (0.023) (0.022)

Sum of Coef 0.945 0.951 0.945 0.954

Note: Significance code ∗∗∗ for 0.1% levels. Numbers in parentheses are OLS standard errors.

Table 3.2. Unit root test results

ADF(AIC order) KPSS d̂(se) GPH

DJIA −4.996(25)∗∗ 2.649∗∗ 0.580(0.03) 2.708∗∗

S&P 500 −4.861(25)∗∗ 2.520∗∗ 0.596(0.03) 3.233∗∗∗

Russell 2000 −5.183(20)∗∗ 2.287∗∗ 0.588(0.03) 2.969∗∗

KOSPI −5.103(17)∗∗ 12.623∗∗ 0.598(0.03) 3.296∗∗∗

Significance code ∗∗∗ and ∗∗ for 0.1% and 1% levels.

wt는오차항이다.

HAR 모형은 전기 값, 전기 주간 이동평균, 전기 월간 이동평균 항을 넣은 단순회귀모형이다. 네 가지

전체기간데이터에대한 HAR 적합결과는 Table 3.1과같다.

Table 3.1을 보면 모든 계수들이 0.1%에서 유의하여 잘 적합 되었으나 일별, 주별, 월별의 계수의 합이

약 0.95로 1에 매우 근접함을 알 수 있다. 이렇게 1에 가까운 계수 합이 얻어지는 것은 금융시계열의

RV가단위근계열이라는가능성을시사해준다.

단위근여부판단을위해 Dickey와 Fuller (1979)의 Augmented Dickey-Fuller(ADF)검정, Kwiatkow-

ski 등 (1992)의 Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin(KPSS) 검정, Geweke와 Porter-Hudak (1983)의

GPH 검정을적용하여보았다.

Bisaglia과 Procidano (2002)의 연구에서 ADF 검정은 장기기억 비정상계열이나 부분누적모수가 d >

0.5 이상의 부분누적 계열(fractional integration; FI(d))의 검정에서 과기각 현상을 보인다는 결과

보고하였다. 이를 바탕으로 대안 검정인 KPSS 검정에 주목하였다. KPSS 검정은 Kwiatkowski 등

(1992)이 제안한 방법으로 흔히 알고 있는 ADF 검정과 같이 단위근 검정의 한 종류이다. KPSS 검정

의 ADF 검정과는반대로귀무가설은정상계열이며, 귀무가설이기각될때비정상계열이라고생각할수
있다.

또다른검정인 GPH 검정은부분누적과정 FI(d)에서 d < 0.5일때정상계열이고 d ≥ 0.5일때비정상

계열임을 이용한 것으로 부분누적모수의 추정치 d̂을 0.5에서 표준화 시킨 통계량 (d̂ − 0.5)/se(d̂)이 귀
무가설에서 표준정규분포라는 사실을 이용한 검정이다. GPH가 크면 정상성이 기각된다. GPH 추정치

의극한분포는 Robinson (1995)이발표하였으며, GPH 추정치의편차나 mse 등의특성은 Hurvich 등

(1998)의논문에잘나타나있다. 이세가지단위근검정결과가 Table 3.2에나타나있다. Table 3.2에

서 보면, AIC 기준으로 최적인 차수로 ADF 검정을 한 결과 모두 1% 유의수준에서 기각되므로 정상계

열이라는 결과가 나왔다. 반면에 부분누적모수 d의 값은 대체로 0.5–0.6 정도의 값을 가지고, DJIA,
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Figure 3.2. SACF of difference of realized volatilities (△RVs).

S&P 500, Russell 2000, KOSPI Composite 모두 GPH 검정(d̂ − 0.5)/se(d̂) 결과 5% 유의수준에서

정상계열이라는 귀무가설을 기각하고, 비정상계열이라는 결과를 얻었다. KPSS 검정 결과에서도 4가

지 지수 모두에서 1% 임계값인 0.739를 한참 상회하므로 모두 1% 유의수준에서 정상계열이라는 귀무
가설을 기각하고 비정상계열이라는 결과를 얻었다. ADF 검정 결과로 RV가 정상계열이라 판단했었지

만 KPSS 검정과 GPH 검정 결과를 전체적으로 고려할 때 2000년부터 2015년까지의 각국의 금융지수
의 RV는 비정상계열이라고 보고 이를 반영한 예측을 고려해볼 필요가 있다. 다음 Figure 3.2는 RV를

비정상계열이라고 보고 차분한 △RV의 SACF이다. RV를 차분한 후의 SACF는 Figure 3.2의 RV의

SACF에 비하여 눈에 띄게 장기기억성이 감소한 것을 볼 수 있다. 이것은 모형에 단위근을 부과하는 자
체만으로장기기억성을효과적으로반영할수있다는것을의미한다.

기존의 연구들은 ADF 검정결과만을 바탕으로 RV가정상계열이라는 가정 하에 모형을개발해왔었다.

이 연구에서는 HAR 계수 합이 1에 근사하다는 것과, KPSS 검정 결과, 부분누적모수 d 추정값을 근거
로 계수의 합을 1로 고정한 단위근 부과 모델(IHAR)을 사용한다. IHAR 모델에 대한 설명은 5절을 참

고하기바란다.

4. 비대칭성

금융지수의 RV에는 비대칭 변동성이 존재한다는 것은 오래전부터 알려진 사실이다. 금융시계열 비

대칭변동성에 대한 연구는 Christie (1982), Campbell와 Hentschel (1992), Bekaert와 Wu (2000),

McAleer와 Medeiros (2008), Asai 등 (2011), Corsi 등 (2012) 등의많은논문에서다뤄졌다.
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Table 4.1. Basic statistics of RV+, RV− which correspond to days of positive returns and negative returns,

respectively

nObs Mean Sd Min Median Max

rt−1 − + − + − + − + − + − +

DJIA 1859 2127 90.56 75.41 62.69 46.31 19.05 15.20 74.83 63.17 952.13 525.79

S&P 500 1875 2109 93.18 77.05 63.15 48.25 17.97 13.49 76.94 63.95 924.37 509.50

Rusell 2000 1912 2073 94.54 78.81 59.33 45.46 21.77 15.91 78.74 67.23 758.21 435.87

KOSPI 1989 1939 101.20 97.30 60.70 56.26 26.68 25.61 85.73 83.67 674.42 796.69

Table 4.2. Correlations of RV with rt−1, r
+
t−1, r

−
t−1

Corr(rt−1, RVt) Corr(r+t−1, RVt) Corr(r−t−1, RVt)

DJIA −0.177 −0.613 0.514

S&P 500 −0.196 −0.643 0.517

Rusell 2000 −0.197 −0.586 0.471

KOSPI −0.103 −0.627 0.534

r+t−1 = max(rt−1, 0), r−t−1 = min(rt−1, 0).

금융시계열은 하루 전날의 금융지수에 하락이 나타나면 같은 크기로 상승한 날보다 그 다음날 금융지수
의 변동성이 커지는 특징이 있다. 또한 변동성은 투자자에게 곧 리스크이기도 하다. 금융시계열의 변동

성에서 비대칭성이 나타나는 이유는 금융자산 투자자에게 체감되는 리스크가 지수의 상승보다 하락에서

발생되기 때문이다. 다시 말하자면 시장 가격이 하락하면 레버리지가 증가하고, 이에 따른 금융자산 투

자자들의 위험도가 높아지는 것이다. 여기서 레버리지 효과란 타인 자본을 이용한 자기자본이익률의 상

승효과로 타인으로부터 빌린 차입금을 지렛대로 삼아 자기자본이익률을 높이는 것을 의미하며, 지렛대

효과라고도한다.

금융지수의 RV에 비대칭 변동성이 존재한다는 것은 다음과 같은 결과들로도 확인할 수 있다. Table

4.1은총 n일동안각날짜 t일별로전날의수익률 rt−1이음수(negative)인경우와양수(positive)인경

우로나누어각각의 RV의관측수와평균, 표준편차, 최솟값, 중앙값, 최댓값을나타낸표이다.

Table 4.1을 보면 4개의 지수 모두에서 전날의 수익률이 음수일 때가 양수일 때에 비하여 RV의 평균이
크고 표준편차도 큰 것을 알 수 있다. 수익률이 음수일 때 변동성이 평균적으로 더 크고 변동성의 변동
성이 더 큰 경향이 있다는 것을 알 수 있다. Table 4.2는 전날의 수익률과 RV의 상관관계를 나타낸 표
로역시음의수익률을가지는경우와양의수익률을가지는경우로나누어서상관계수를나타내었다.

Table 4.2에서 r−t−1와 RVt는 음의 상관관계를 지니고 있는 것을 알 수 있으며, r−t−1와 RVt의 상관계수
절댓값이 r+t−1와 RVt의 상관계수보다 더 큼을 알 수 있다. 이것은 음의 수익률이 RV의 값에 좀 더 영

향을많이미치고있음을나타내고절댓값이큰음의수익률을가지게되었을때다음날의 RV값이커지

는경향이있음을의미한다. 이것은 Figure 4.1에서시각적으로도확인할수있다.

Figure 4.1의 실선은 한 시차 전의 수익률이 음의 값(r−t−1)을 가지는 경우와 양의 값(r+t−1)을 가지는 경

우로나누어서한시차전인수익률 r+t−1 또는 r−t−1과 RVt와의단순회귀그래프이다. 각자산별그림에
서 오른쪽 실선은 양의 수익률 r+t−1에 대한 RVt의 단순회귀이고, 왼쪽 실선은 음의 수익률 r−t−1에 대한

RVt의 단순회귀이다. 각 색의 점선은 수익률 = 0을 기준으로 하여 대칭되도록 표시하여 실선의 기울기

를 시각적으로 비교하기 좋게 나타낸 것이다. 4개의 지수에서 모두 왼쪽 실선의 기울기가 더 큰 것을 볼

수 있다. 음의 수익률일 때 RV가 전반적으로 더 크다는 것을 나타내며 이러한 점은 RV의 예측모형에

비대칭성을반영하면예측력의개선을기대해볼수있게한다.
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Figure 4.1. Regression plots of(RVt, r
+
t−1) and (RVt, r

−
t−1).

이전에는 Engle (1982)의 Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity(GARCH) 류의

변동성 모형에 변동성의 비대칭 효과를 반영한 모델이 많이 사용되었다. Nelson (1991)의 Exponential

GARCH(EGARCH) 모형과 Engle와 Ng (1993)의 Nonlinear GARCH(NGARCH) 모형, Glosten 등

(1993)의 Glosten-Jagannathan-Runkle GARCH(GJR-GARCH) 모형 등이 금융시계열 변동성에서의

비대칭성을 설명하기 위해 개발된 대표적인 모형이다. 그러나 Corsi 등 (2001)과 Corsi (2004)에서 제

안한 HAR 모형이 GARCH 류의 모형보다 예측력이 더 뛰어남이 보고된 이후부터는 HAR 계통 모형

도 널리 사용하게 되었다. 이후 Corsi (2009), Corsi 등 (2012), Souček과 Todorova (2014) 등에 의해

HAR 모형에 비대칭성을 고려하는 LHAR 모형에 대한 연구들이 진행되었다. HAR 모형에 대한 설명

은 3절, LHAR 모형에대한설명은 5절을참고하기바란다.

5. LIHAR 모형

3절에서파악된 RV의비정상장기기억성을반영하여HAR모형을변형시킨것이 Cho와 Shin (2016)의

IHAR 모형으로다음과같다.

RVt+1 = β0 + β1RV
d
t + β2RV

w
t + β3RV

m
t + wt, β1 + β2 + β3 = 1. (5.1)

이모형의 β0, β2, β3의추정치와이들의표준오차계산은식 (5.1)을오차수정모형형태

RVt+1 − RVd
t = β0 + β2

(
RVw

t − RVd
t

)
+ β3

(
RVm

t − RVd
t

)
+ wt (5.2)
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Table 5.1. LIHAR model estimation results

Coef DJIA S&P 500 Russell 2000 KOSPI

β0 −5.522∗∗∗ −5.601∗∗∗ −6.071∗∗∗ −3.707∗∗∗

(0.554) (0.530) (0.552) (0.585)

Day β1 0.275∗∗∗ 0.323∗∗∗ 0.284∗∗∗ 0.361∗∗∗

(0.019) (0.019) (0.019) (0.019)

Week β2 0.404∗∗∗ 0.382∗∗∗ 0.390∗∗∗ 0.385∗∗∗

(0.029) (0.028) (0.029) (0.028)

Month β3 0.321∗∗∗ 0.295∗∗∗ 0.326∗∗∗ 0.254∗∗∗

(0.023) (0.022) (0.022) (0.021)

Day γ1 −0.076∗∗∗ −0.088∗∗∗ −0.075∗∗∗ −0.061∗∗∗

(0.007) (0.007) (0.006) (0.007)

Week γ2 −0.194∗∗∗ −0.167∗∗∗ −0.132∗∗∗ −0.121∗∗∗

(0.021) (0.019) (0.015) (0.018)

Month γ3 0.079 0.109∗∗ 0.074∗ 0.150∗∗∗

(0.044) (0.039) (0.030) (0.034)

Significance codes ∗∗∗, ∗∗, and ∗ for 0.1%, 1%, and 5% levels. Numbers in parentheses are OLS standard

errors.

로변환하여추정하면편리하다. 또 β0, β1, β2의추정치와이들의표준오차는

RVt+1 − RVtm = β0 + β1

(
RVd

t − RVm
t

)
+ β2 (RV

w
t − RVm

t ) + wt (5.3)

를 추정하여 계산하면 편리하다. 이 모형은 단위근을 갖는 AR(22) 모형 중 하나이다. 이 모델은

HAR에 단위근을 부과한 모형으로 단위근 계열의 특성이자 금융시계열의 특성인 장기기억성을 기존의
HAR 모형보다 잘 나타낼 수 있기 때문에 모델의 예측력이 HAR 보다 우수하다는 것이 Cho와 Shin

(2016)에의해입증된바있다.

4절에서 논한 바와 같이 RV는 매우 뚜렷한 비대칭성을 지니고 있다. 이를 적극적으로 반영하여 HAR

모형을 개선한 것이 Corsi와 Renó (2009), Asai 등 (2012) 등의 LHAR 모형으로 널리 사용되고 있으

며 최근의 적용을 Souček와 Todorova (2014), Patton와 Sheppard (2015) 등의 논문에서 볼 수 있다.

LHAR 모형은다음과같다.

RVt+1 = β0 + β1RV
d
t + β2RV

w
t + β3RV

m
t + γ1r

d−
t + γ2r

w−
t + γ3r

m−
t + wt,

여기서 rd−t = rdt I(r
d
t < 0), rw−

t = (1/5)(rt + rt−1 + · · · + rt−4)I(rt + rt−1 + · · · + rt−4 < 0),

rm−
t = (1/22)(rt + rt−1 + · · · + rt−21)I(rt + rt−1 + · · · + rt−21 < 0)이고 I(A)는 사건 A의 지시함수

이다. 즉, rd−t , rw−
t , rm−

t 는 rdt , r
w
t , r

m
t 의음수인부분들만나타낸항이다.

앞서 3절에서 IHAR이 HAR에 비해 장기기억성을 잘 반영하는 모형이고 비정상계열로 보는 것의 타당

성을 확인했으므로 IHAR 모형을 바탕으로 비대칭 변동성을 반영하도록 일별, 주별, 월별 레버리지 항

rd−t , rw−
t , rm−

t 을 넣은 LIHAR 모형을 제안한다. 하루 전 수익률, 일주일 수익률과 한 달 수익률이 음

인 경우를 나타내도록 모형에 포함시킴으로써 단기적 장기적인 레버리지를 모두 반영하도록 모형을 설

계하였다. IHAR 모형에레버리지를넣은모형(LIHAR)은다음과같다.

RVt+1 = β0+β1RV
d
t +β2RV

w
t +β3RV

m
t +γ1r

d−
t +γ2r

w−
t +γ3r

m−
t +wt, β1 + β2 + β3 = 1. (5.4)

이모형의추정은모형 (5.4)를모형 (5.2), (5.3)처럼오차수정모형형태로바꾸어추정하면편리하다.
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Table 6.1. Relative efficiencies of 1-step out-of-sample LIHAR forecasts relative to other HAR forecasts

HAR/LIHAR IHAR/LIHAR LHAR/LIHAR

MAE RMSE MAPE MAE RMSE MAPE MAE RMSE MAPE

DJIA 1.050∗∗ 1.044 1.129 1.043∗∗ 1.048 1.085 1.021 0.974 1.108

S&P 500 1.060∗∗ 1.050 1.143 1.051∗∗ 1.054 1.095 1.010 0.965∗ 1.104

Russell 2000 1.057∗∗ 1.014 1.132 1.047∗∗ 1.017 1.091 1.006 0.973∗∗ 1.064

KOSPI 1.048′′ 1.011 1.122 0.979 0.990 0.996 1.074∗∗ 1.014 1.162

Significance codes for Diebold-Mariano test ∗∗∗, ∗∗, ∗, and ′′ for 0.1%, 1%, 5%, and 10% levels.

Table 5.1에 LIHAR 모형으로 적합시킨 회귀계수의 추정결과를 나타내었다. Table 5.1에서 보면 4개

지수에서 거의 모든 변수들이 0.1% 유의수준에서 유의함을 알 수 있다. 특히 레버리지 항들의 계수 γ1,

γ2, γ3도 상당히 유의하여 비대칭성이 RV 모델링에 상당히 기여한다는 것을 알 수 있다. 다음 6절에서

LIHAR이미래 RV 예측을다른모델에비해잘하는지평가해본다.

6. 예측력비교

모델의예측력을평가하기위해서데이터는우선적으로 4개의금융지수를 2000년부터 2015년까지의기

간으로사용하였다. 데이터계열의크기를 n이라할때 85%데이터(T = 0.85n)부터모델을적합시키고

최대 15%(m = 0.15n)까지의 데이터로 예측력을 평가하였다. 평가방법으로는 표본 외 1, 5, 10, 15시

차(out-of-sample h-step-ahead)의 예측 결과를 MAE, MAPE와 RMSE의 3가지 손실함수 기준으로

평가하였다. 예를들면 1-step 의경우손실함수들은다음과같다.

MAE = m−1
n−1∑

T=n−m

∣∣∣R̂VT+1|T − RVT+1|T

∣∣∣ ,
MAPE = m−1

n−1∑
T=n−m

∣∣∣R̂VT+1|T − RVT+1|T

∣∣∣ /RVT+1,

RMSE =

√√√√m−1

n−1∑
T=n−m

(
R̂VT+1|T − RVT+1|T

)2
,

여기서 R̂VT+1|T은 시점 T까지의 자료에 근거한 RVT+1의 예측치이다. Table 6.1에서는 MAE,

RMSE, MAPE의상대효율(relative efficiency)를나타내었다. HAR 모형에대한 LIHAR 모형의예측

MAE는다음과같이

MAE상대효율 =
HAR 모형 MAE

LIHAR 모형 MAE

계산하고 RMSE나 MAPE의상대효율도마찬가지로계산된다. 상대효율이 1 이상의값이얻어지면제

안된 모형 LIHAR이 비교대상인 모형보다 예측력 측면에서 더 나은 모델이라고 볼 수 있다. 또한 예

측치의 차이가 명확한지 비교하기 위해 MAE와 RMSE의 상대효율의 통계적인 유의성을 Diebold와

Mariano (1995)가제안한 Diebold-Mariano(DM) 검정에의해계산하여상대효율값에표시하였다.

먼저 1-step 예측결과를살펴본다. Table 6.1을보면 HAR/LIHAR에서 MAE, RMSE, MAPE 기준에

서 모두 1 이상으로 모두 LIHAR이 기본 HAR 모델보다 예측을 잘함을 알 수 있고, IHAR/LIHAR에

서도모두 1 이상이므로 IHAR 모델보다 IHAR 모델에비대칭성까지반영하였을때예측력이개선되는
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Figure 6.1. Relative efficiencies of out-of-sample LIHAR forecasts relative to HAR, IHAR and LHAR forecasts.

것을 확인할 수 있었다. 또한 기본 HAR에 비대칭성을 고려한 LHAR 모델보다 LIHAR이 전반적으로

우수함을 확인하였다. 아울러 MAE와 RMSE의 상대효율이 대체적으로 5%에서 통계적으로 유의함을

볼수있다.

Figure 6.1은 여러 가지 데이터로 LIHAR의 우수성을 검증해보기 위해 Oxford-Man Institute(http://

realized.oxfordman.ox.ac.uk/)에 있는 20가지 주요 주가지수의 실현변동성 데이터 모두에 대해 MAE,

RMSE, MAPE의 1단계 예측 상대효율를 구하여 시각적으로 나타낸 것이다. 각 주가지수 명과 이에

대응하는 번호는 Table 6.2에 명시하였다. Figure 6.1에서 상대효율이 전반적으로 모두 1위에 있는 것

을 볼 수 있다. LAHR/LIHAR의 RMSE기준에서 일부 약간 열등한 경향이 있는 것을 제외하면, LI-

HAR이기존의모형들보다전반적으로우수하다는것을알수있다.

Figure 6.1에서 HAR/LIHAR과 IHAR/LIHAR의 경우 MAE, RMSE, MAPE 모두 거의 1 수평선 위

쪽에 위치하는 것을 볼 수 있다. 그리고 LHAR/LIHAR의 경우에는 MAE와 MAPE가 상당 부분 1
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Table 6.2. Data number & description table

Number Index Number Index

1 S&P 500 11 KOSPI Composite

2 FTSE100 12 AEX

3 Nikkei225 13 SwissMarket

4 DAX 14 IBEX35

5 Russell 2000 15 CNXNfity

6 AllOrdinaries 16 IPC Mexico

7 DJIA 17 Bovespa

8 Nasdaq 18 Euro STOXX50

9 CAC40 19 FT Straits Times

10 Hangseng 20 FTSE MIB

수평선 위고, RMSE에서만 1 수평선 살짝 아래에 전반적으로 존재함을 확인할 수 있었다. RMSE는

MAE나 MAPE에 비해 오차가 제곱 꼴로 계산되므로 몇 개의 시차에서 상대적으로 큰 오차가 발생하

면 값이 커지게 된다. MAE와 MAPE는 우수하고 RMSE에서 부진한 것은 전체적으로 LIHAR의 성

능이 우수하나 몇몇 소수의 경우 오차가 LHAR에 비해 매우 크다는 것을 의미한다. 그러나 전반적으로
HAR/LIHAR, IHAR/LIHAR과 LHAR/LIHAR 모두에서 3가지 손실함수의 상대효율이 전반적으로

1 수평선 이상을 상회하고 있으므로 LIHAR이 20개의 세계적 금융데이터들 모두에 대해 기존의 HAR,

IHAR, LHAR모델에비해 LIHAR의예측성능이우수하다고할수있다.

다음은 DJIA, S&P 500, Russell 2000, KOSPI에 대해 1, 5, 10, 15단계 예측 비교를 논한다. Figure

6.2는 HAR, IHAR, LHAR, LIHAR 모형의 장기예측 성능 그래프이고 h = 1, 5, 10, 15단계 예측을

결과를나타내었다. 이때, 레버리지를넣은모형 LHAR과 LIHAR은 2단계이상의장기예측시미관측
rt+h를 이용한 ET (r

d−
T+h), ET (r

w−
T+h), ET (r

m−
T+h)의 추정이 필요하다. 이들은 시점 T에서 rd−T+h, r

w−
T+h,

rm−
T+h의조건부기대치를의미한다.

ET (r
w−
T+2)의계산과정을좀더자세히보면다음과같다. rw−

T+2 = min(0, (rT+2 + rT+1 + rT + rT−1 +

rT−2)/5)이고, 이때 rT + rT−1 + rT−2 = Aw
t , rT+2 + rT+1 + rT + rT−1 + rT−2 = Bw

t 라 하면 Aw
t 와

Bw
t 는 이변량 정규분포

(
Aw

t
Bw

t

)
∼ N

[(
3µ
5µ

)
,
(

3σ2
t 3σ2

t

3σ2
t 5σ2

t

)]
를 따름을 알 수 있다. 여기서 Aw

T가 주어진 하

에서 Bw
T의 조건부 분포는 쉽게 유도할 수 있고 이로부터 ET (r

d−
T+h), ET (r

w−
T+h), ET (r

m−
T+h)을 계산하

였다. 또 이들의 계산에 있어서 각각의 rt에 대해 N(µ, σ2
t )을 가정하였고, 정규분포 모수의 추정치로는

rt에 AR(0)-GARCH(1, 1) 적합으로추정된모수를사용하였다.

Figure 6.2의 장기예측 결과를 보면 레버리지를 추가한 모형 LHAR과 LIHAR의 성능이 레버리지를

추가하지 않은 모형 HAR과 IHAR 모두에 비해 성능이 월등히 우수하였고 이것은 DJIA, S&P 500,

Russell 2000, KOSPI 4가지 데이터에 모두에서 확인할 수 있다. MAE기준이나 MAPE기준에서 LI-

HAR모형이 장기예측에서도 전반적으로 우수함을 확인할 수 있었다. 특히 KOSPI에서는 장기예측으

로 갈수록 MAE, RMSE, MAPE 모든 기준에서 LIHAR의 우수성이 두드러졌다. 그런데 KOSPI를 제

외한 3가지 데이터에서 IHAR도 HAR보다 RMSE기준의 성능이 떨어지는 경우를 확인할 수 있는데,

이것은 LIHAR이 LHAR에 RMSE기준에서 약간 부진한 이유와 같다. IHAR이 전반적으로 HAR보다

우수한 예측력을 가지고 있더라도, HAR에 비해 IHAR이 몇몇 소수의 큰 오차를 발생시킬 수 있음을

한 번 더 확인할 수 있었다. 이 비교 분석을 통해 금융변동성 예측에 있어 단위근과 레버리지가 포함된
LIHAR 모형의활용이특히효과적일수있음을확인하였다.
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Figure 6.2. h-step forecasting results of HAR, IHAR, LHAR and LIHAR for DJIA, S&P 500, Russell 2000 and

KOSPI.
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7. 결론

자산리스크의 효과적인 평가 도구로 자산위험관리와 파생상품 가격책정, 자산 포트폴리오 작성 시 아주

중요하게 쓰이는 실현변동성을 정확하게 예측하기 위해 실현변동성이 지니는 특성을 살펴보았다. 실현

변동성의 주요한 첫 번째 특성으로 장기기억성을 들 수 있었고 이것은 SACF의 시차가 300을 넘도록

유의한 점과 부분누적모수(fractional integration parameter) d̂의 추정치가 0.5 이상인 것으로 확인 가

능했다. 실현변동성의 두 번째 특성으로는 비대칭성을 들 수 있고 이것은 음의 수익률 r−t−1와 RVt의

상관계수가 양의 수익률과 r+t−1와 RVt의 상관계수보다 큼을 살펴봄으로써 실현변동성의 비대칭성을
확인할 수 있었다. 장기기억성은 기존의 HAR (Corsi, 2009) 모형보다 단위근을 부과한 비정상 모형
IHAR (Cho와 Shin, 2016) 모형에 의해 더 잘 반영됨을 확인하고, 이 모형을 바탕으로 본 연구에서는
비대칭성까지고려한 LIHAR 모형을제안하였다. 제안한 LIHAR 모형은금융실현변동성의특성인장

기기억성과 비대칭성을 잘 반영하는 모형으로 20개의 주요 금융시계열을 바탕으로 한 예측력평가에서

LIHAR 모형이 기존의 HAR, IHAR, LHAR 모형보다 전반적으로 우수함을 실증적으로 확인하였다.

또한 장기예측에서도 LIHAR 모형의 전반적인 우수성을 확인할 수 있었으며, 한국 주요지표인 KOSPI

Composite에서 LIHAR 모형이 다른 모형에 비해 두드러지게 우수한 것은 한국 금융변동성 예측에 있
어 LIHAR 모형이상당한가치가있음을시사한다.
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장기기억성과 비대칭성을 띠는 실현변동성의

예측을 위한 LIHAR모형
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요 약

최근에 Cho와 Shin (2016)가 변동성 예측 모형으로 유명한 HAR (Corsi, 2009) 모형보다 단위근을 부과한 IHAR

모형이 더 우수하다는 것이 보고하였다. 금융시계열에 비대칭 변동성이 존재한다는 것은 널리 알려져 있다. 이 논문

에서는 IHAR 모형에 레버리지를 고려한 LIHAR 모형을 제안한다. LIHAR 모형과 IHAR 모형 기존의 HAR 모

형, LHAR 모형과의 예측력 비교를 통해 LIHAR 모형의 우수성을 보인다. 모형을 평가하기 위해 Oxford-Man 라

이브러리 20개의 실현변동성 데이터를 이용하였다. 특히 DJIA, S&P 500, Russell 2000, KOSPI Composite 데

이터는 다양한 분석을 하였다. 주가와 같은 금융지수의 변동성에는 장기기억성과 비대칭 변동성이 존재하고, 이런

특징을 LIHAR 모형이 HAR, IHAR, LHAR 모형보다 적절하게 반영하고 있는 것을 확인 하였다. 또한 예측력도

LIHAR 모형이 가장 우수하였다. 금융시계열의 실현변동성에 장기기억성, 비대칭변동성, 비정상성을 모두 반영하

여예측하는것이상당한가치가있음을확인하였다.

주요용어: 레버리지, HAR 모형, 비대칭변동성, 장기기억성, 비정상성, 변동성예측
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