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․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․․

현재 주가가 최근 움직임 범위 내에서 어떤 위치에 있는지를 나타내는 블린저밴드 (Bollinger Band)는 단순이동평균 

(Simple Moving Average)을 중심으로 단순표준편차 (Simple Standard Deviation)를 가감하여 만들어진다. 본 논문에서는 

먼저 단순이동평균과 지수이동평균 (Exponential Moving Average)의 특성을 연산자 (Operator)의 관점에서 살펴보고, 각 

연산자들의 임펄스응답 (Impulse Response) 1차 모멘텀의 중심값을 동일하게 하는 조건으로부터 단순이동평균 구간크기 

 과 지수이동평균의 가중치   사이의 관계를 구한다. 다음으로 이산시간 프리어변환 (Discrete Time Fourier Transform)
을 통해 1차 모멘텀의 중심값이 동일하다는 조건하에서의 각 연산자의 주파수 응답 (Frequency Response)의 특성을 비교

한다. 단순이동평균연산자는 지수이동평균연산자에 비해 고주파성분을 더 많이 포함시키므로 주가의 움직임에 과도하게 

반응하게 된다는 사실에 기초하여, 지수이동평균을 중심으로 하는 새로운 ESD밴드 (Exponential Standard Deviation Band, 
지수표준편차밴드)를 제안하고 자기회귀 (Auto Recursive) 형태의 계산공식을 유도하고 동일조건하에서 블린저밴드와 

ESD밴드를 실제의 예를 통해 비교한다. 제안한 ESD밴드는 주가 움직임 범위를 보다 부드럽게 표현하는 특징이 있으며, 
날짜 변경 시 갭이 발생할 경우에도 이러한 장점을 살리기 위해 갭보정된 차트에 대한 ESD밴드와 블린저밴드의 비교도 

함께 살펴본다. 기존의 블린저밴드를 이용하여 개발된 거래법들은 ESD밴드에 그대로 적용가능하다.

주제어 : 블린저 밴드, ESD 밴드, 단순표준편차, 단순이동평균, 이산시간프리어변환
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1. 개요

랜덤한 주가지수 시계열신호를 다루기 위해서

는 필연적으로 평균, 분산 등 확률통계 관련 파

라메터를 사용하게 되며 그 대표적인 것이 이동

평균(Moving Average)과 블린저밴드(Bollinger 

Band, 2016)이다. 이동평균을 활용한 연구는 여

러 분야에 적용되고 있으며(오원석, 2008. 이재

원, 2013. 김현지, 장우진, 2010), 특히 본 저자는 

이동평균지표에서 추세추종/모멘텀 정보를 얻고

자 만들어진 MACD에 관련된 연구를 진행한 바 

있다. (이정연,황선명, 2015) 블린저밴드는 1980

년대에 존블린저에 의해 제안되고 2011년 상표

등록까지 된 것으로서 세 개의 곡선으로 구성되

며, 밴드의 중심은 주가지수의 단순이동평균

(Simple Moving Average)이고 상하 밴드는 단순

이동평균를 중심으로 최근 구간내 시계열 신호

의 단순표준편차 (Simple Standard Deviation) 범

위를 나타낸다 (Bollinger Band, 2016) 밴드 범위

의 크기는 변동성(Volatility)의 크기에 따라 적응

적으로 커지거나 작아지며, 현재 주가가 최근 움

직임 범위 내에서 어떤 위치에 있는지를 나타내
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는 특성이 있다.

한편 과거 일정구간의 주가시계열 데이터 각

각에 동일한 가중치를 두고 얻어지는 단순이동

평균 대신에 최근의 데이터에 더 많은 가중치를 

두는 지수이동평균 개념은 칼만 필터링을 포함

한 추정이론 및 예측이론 등 여러 분야에 광범위

하게 응용되고 있는 반면 (Kwon Sang-Joo, 2006. 

Kwon Seong-Ki and Lee Dong-Myung, 2012. 

Rhee, Jung-Soo, 2010) 지수이동평균연산을 적용

한 지수분산 또는 지수표준편차에 대한 공식은 

전혀 보고된 바 없으며, 또한 이에 대한 서비스

를 제공하는 증권사 역시 없는 실정이다

(Bollinger Band, 2016).

지수이동평균을 중심선으로 사용하고 지수표

준편차(Exponential Standard Deviation)를 사용하

여 상하 밴드곡선을 만들면 주가의 움직임에 과

도하게 반응하는 성질이 여과되어 보다 매끈한 

밴드를 얻을 수 있을 것으로 기대된다. 이에 착

안하여 본 논문에서는 ESD Band(Exponential 

Standard Deviation Band, 지수표준편차밴드)를 

제안하고 기존의 블린저밴드와 비교하기로 한

다. 특히 단순이동평균의 구간값과 지수이동평

균의 가중치 사이의 등가조건을 도출하였고. 또

한 제시된 공식들은 여러 분야, 특히 옵션가격 

도출의 핵심인 역사적 변동성을 계산할 때 유효

하게 사용할 수 있는 특징이 있다. 

2. 본문

2.1 단순이동평균과 지수이동평균의 연산자 

특성 비교

시계열신호 { }의 시각 n에서의  -단순이

동평균( )은 다음과 같이 정의된다.

 

 
 
 




 (1)

여기서 ≥  .

반면, 지수이동평균( )은 과거값보다 최근값

에 더 큰 가중치를 둔 이동평균으로서, 시각 n에

서의 값은 다음과 같이 정의된다.

 


  
 

 


∞

 

(2)

여기서  ≤   . 

이동평균 고유의 특성을 살펴보기 위해 식 (1)

을 시계열신호 { }와 단순이동평균연산자의 

컨벌루션(Convolution) 형태로 다시 쓰면

     (3)

여기서 * 는 컨벌루션 연산을 나타내고 

(A.V.Oppenheim, R.W.Schafer and J.R.Buck, 

1999), {}은 단순이동평균연산자의 임펄스응

답(Impulse Response)으로 다음과 같다. 

 

     (4)

여기서

≡ ≥ 
 

  이고 
 

  

  을 만족한다.
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마찬가지로 식 (2)의 지수이동평균을 입력 시

계열신호 { }에 대한 지수이동평균연산자 출

력으로 표현하면

     (5)

여기서 { }은 지수이동평균연산자의 임펄스

응답으로 다음과 같다. 

  
 ≥ 

  
(6)

마찬가지로 
 

∞

   이 성립한다.

단순이동평균연산자에 의한 유효지연( )은 


 

  

     을 만족하는 값 즉, 1차 모

멘텀의 중심값이다. 따라서

 




  
 




 





(7)

또한 지수이동평균연산자에 의한 유효지연

( )은 위와 마찬가지로 1차 모멘텀 조건 


 

∞

     을 만족한다.

 
 

∞

   
  

∞

 


(8)

식 (7)과 (8)으로부터 서로 동일한 유효지연값

을 갖기 위한 조건은 


 


 로부터

 
 

 (9)

각각의 이동평균연산자들에 대한 주파수 응답

(Frequency Response)은 식 (4)와 식 (6)의 이산시

간프리어변환(Discrete Time Fourier Transform)

으로 구해진다(S.J.Orfanidis, 2010).

  
 

∞


     

  
 

∞


    (10)

<Figure 1>은     즉     일 때의 

주파수응답  , 을 보여준다.

a. Amplitude Response

b. Phase Response

<Figure 1> Frequency Response of 
Moving Average Operator
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컨벌루션정리(Convolution Theorem)에 따라

(S.J.Orfanidis, 2010) 이동평균의 이산시간프리어

변환값은 식 (3)과 식 (5)로부터 각각 이동평균연

산자에 의해 시계열신호 { }가 여파된 형태인 

    ,      로 표

시되며 이의 특성을 보다 좀 더 상세히 설명하면 

다음과 같다. 프리어변환 이론에 의하면 임의의 

신호는 다수의 서로 다른 주파수의 정현파 신호

성분들의 합으로 표현할 수 있으므로 주가 시계

열신호 { }은 다음과 같이 표현된다.

  
 

∞

      (11)

여기서  는 각주파수 에 해당하는 정현

파 신호의 진폭크기,  는 위상을 나타내고, 각

각의 값은 주어진 주가 시계열신호로부터 프리

어변환 기법을 이용하여 구해진다. 간단한 예를 

보이기 위해 과거 임의의 특정 날짜에 대한 

{ }차트와 그에 해당하는 단측파대(Single 

Sided Band) 크기 스펙트럼   , 그리고 단순

이동평균 및 지수이동평균의 주파수 응답곡선 

  , 을 <Figure 2>에 도시하였다.

스펙트럼 그림에서 보이는 바와 같이  

는 0.04Hz 이내에 대부분의 스펙트럼이 몰려 

있음을 알 수 있다. 따라서 단순이동평균의 스

펙트럼      와 지수이동평균의 

스펙트럼     를 비교하면 

가 보다 고주파성분을 더 많이 포함

하게 되므로 지수이동평균이 보다 더 부드럽게 

표현됨을 알 수 있다. 

a. Time Series Chart

b. Single Sided Band Spectrum

<Figure 2> Time Series Chart and its 

Spectrum    with   , 

2.2 단순이동평균과 지수이동평균의 예

<Figure 3>은 2016년 2월 2일 근처의 5분 봉차

트(Candle Chart)에서     인 단순이동평균

을 보여주고 있다. 각 봉에서의 샘플값은 종가를 

선택하거나 또는 (고가+저가+종가)/3로 설정하

든지 트레이더의 성향에 의해 결정되며 본 논문

에서는 단순히 종가를 샘플값으로 하는 단순이
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동평균을 도시한 것이다. 

지수이동평균을 구하기 위해서는 식 (2)에서 

무한히 많은 수의 덧셈이 필요한 바 이를 단순화

시키기 위해 다시 쓰면,

 
    

        
     

   



  

 

(12)

따라서 식 (2)는 다음과 같이 자귀회귀식으로 

간단히 표현된다.

        (13)

  

<Figure 3> Simple Moving Average

<Figure 4>에서는 2016년 2월 2일 근처의 5분 

봉차트에서     에 해당하는     인 

지수이동평균의 예를 보여준다. 단순이동평균에 

비해 보다 부드러운 움직임을 나타내므로 실제

로 많이 사용되고 있다.

<Figure 4> Exponential Moving Average

2.3 블린저밴드

시계열 의 시각 n에서의 분산(Variance, 

 
 )은 다음과 같이 표현된다 (A.Papoulis and 

S.U.Pillai, 2002)

 
  

 


  

     
  

      







    
 
 

  

   
 (14)

블린저밴드는 식 (1)에서 구한 단순이동평균

을 중심으로 식 (14)에서 구한 분산의 제곱근 값

인 표준편차(Standard Deviation,   )의 배수값들

을 곡선의 형태로 상하에 그리게 된다. <Figure 

5>는 2016년 2월 2일 근처의 5분 봉차트에서 

    인 블린저밴드이다. 빨간 점선은 2 에 

해당하는 밴드를 나타내고, 흰색실선은  에 해

당하는 밴드를 나타낸다. 
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<Figure 5> Bollinger Band

  값이 적절히 클 경우 중심극한정리(Central 

Limit Theorem)에 의해 랜덤한 시계열신호 { }

가 평균을 중심으로 정규분포를 갖는다고 가정

할 수 있으므로    범위 내에서 주가가 움직일 

확률(Price Action Probability)이 68%, 주가가 2

 범위 내에서 움직일 확률이 95%이다. 블린저

밴드에서는 주로 2 를 사용하며 밴드의 상단

이 고가, 밴드의 하단이 저가일 가능성이 많다. 

따라서 이러한 성질을 이용한 여러 가지 거래법

이 개발되어 활용되고 있다.

2.4 ESD밴드의 제안

다음으로 본 논문에서 제안하는 지수이동평균

을 중심으로 한 ESD밴드의 공식을 유도하기로 

한다.  

n시각에서의 지수분산(Exponential Variance, 

)을 다음과 같이 정의하고,

 
 

 
  

  
 

(15)

식 (15)를 다시 쓰면 다음과 같다.






   


  

 


    
      

  

 (16)

식 (16)의 우변 두 번째 항을 약간 변경하여 다

시 쓰면

  



   


 

   

 


          
 

          
  

 (17)

식 (17)의 우변 두 번째 항은 다음과 같이 다시 

쓸 수 있고

  



 


     
       

  

   

 


          
          

   

 


    
      

  

 (18)

따라서 식 (16)의 우변 두번째 항을 식 (18)로 

대체하고, n-1시각에서의 분산 값
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  
    

      
       



       
  

을 이용하여 정리하면 다음과 같다.

      


      

    

 


    
 

∞

      

         
 (19)

그런데 식 (19)의 우변 세 번째 항에서


 

∞

         

 
 

∞

    
 

∞

 

 

 
  

 

∞

   

 

따라서 식 (15)는 다음과 같이 자귀 회귀식으

로 정리된다.

     


         
    (20)

<Figure 6>은 2016년 2월 2일 근처의 5분 봉차

트에서     에 해당하는     인 지

수이동평균을 식 (13)로부터 구하고 이를 중심으

로 식 (20)에서 얻은 지수표준편차 값으로 가감

된 ESD밴드를 나타낸다. 빨간 점선은   

에 해당하는 밴드를 나타내고, 흰색실선은 

 에 해당하는 밴드를 나타낸다. 

<Figure 6> Exponential Standard 
Deviation Band

식 (14)과 식 (20)를 비교하면 ESD밴드의 계산

이 훨씬 단순함을 알 수 있으며, <Figure 6>의 

ESD밴드는 <Figure 5>의 블린저밴드에 비해 전

체적으로 상하밴드곡선이 부드럽게 움직임을 확

인할 수 있다. 시장에는 장기 투자자뿐만 아니라 

단기 투자자 특히 데이 트레이더도 많이 존재하

고, 날짜 변경 시 갭이 발생할 경우 하루 내에 진

입과 청산을 마감하는 데이 트레이터에게는 이

러한 장점이 부각되지 않게 되므로 갭보정된 차

트에 대한 ESD밴드를 구하게 된다. 블린저밴드

도 참고적으로 비교하기 위해 <Figure 7>에 함께 

도시하였다.
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a. Bollinger Band at Gap Compensated Chart

b. ESD Band at Gap Compensated Chart

<Figure 7> Bollinger Band and ESD Band 
at Gap Compensated Chart

<Figure 5>와 <Figure 6> 및 <Figure 7>의 블린

저밴드와 ESD밴드를 쉽게 비교할 수 있도록 

<Figure 8>, <Figure 9>에 다시 한번 도시하였다.

<Figure 8> Comparison of ESD Band and 
Bollinger Band

<Figure 9> Comparison of ESD Band and 
Bollinger Band at Gap Compensated Chart 

투자자는 보통 여러개의 지표를 사용하여 진

입/청산 여부를 결정하게 되므로, 투자의 성향에 

따라 갭보정으로부터 얻은 정보와 갭보정이 되

지 않은 정보를 동시 또는 선택적으로 사용하여 

투자에 도움을 받을 수 있다. 

볼린저 밴드를 이용하여 개발된 기존의 많은 

거래법들은 ESD밴드를 이용한 거래법에 곧바로 

적용할 수 있으며, 장기간 관찰 한 결과 본 연구

에서 제시한 ESD밴드는 주가의 범위를 보다 타

이트하게 구속시키는 장점이 있는 것으로 보이

나 몇 배수의 표준편차를 사용하는가에 관한 문

제는 향후 연구 내지는 트레이더의 몫으로 남겨

두기로 한다. 거래법에 관련된 사항들 역시 트레

이더의 몫이므로 본 논문에서는 다루지 않는다. 

2.5 결론 

최근데이터에 좀 더 큰 가중치를 두어 부드러

운 특성을 보여주는 지수이동평균을 중심선으로 

사용하고 단순표준편차 대신 지수표준편차를 사

용한 새로운 ESD밴드를 제안하고 기존의 블린

저밴드와 비교하였다. 

ESD밴드는 자기회귀방식에 의해 계산되므로 

기존의 블린저밴드에 비해 계산방식이 단순하
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며, 주가 움직임의 범위를 보다 부드럽게 표현하

는 특성을 보인다.

본 연구에서 유도된 지수분산 또는 지수표준

편차 공식은 최근의 정보에 더 많은 가중치를 두

기 때문에 시계열자료를 분석하는 응용분야, 특

히 옵션가격 도출의 핵심인 역사적 변동성을 계

산할 때 유효하게 사용할 수 있는 장점이 있다.
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Abstract

ESD(Exponential Standard Deviation) Band 

centered at Exponential Moving Average

1)Jungyoun Lee*․Sunmyung Hwang**

The Bollinger Band indicating the current price position in the recent price action range is obtained 

by adding/substracting the simple standard deviation (SSD) to/from the simple moving average (SMA). In 

this paper, we first compare the characteristics of the SMA and the exponential moving average (EMA) 

in the operator’s point of view. A basic equation is obtained between the interval length   of the SMA 

operator and the weighting factor  of the EMA operator, that makes the centers of the 1st order 

momentums of each operator impulse respoinse identical. For equivalent   and , frequency response 

examples are obtained and compared by using the discrete time Fourier transform. Based on observation 

that the SMA operator reacts more excessively than the EMA operator, we propose a novel exponential 

standard deviation (ESD) band centered at the EMA and derive an auto recursive formula for the proposed 

ESD band. Practical examples for the ESD band show that it has a smoother bound on the price action 

range than the Bollinger Band. Comparisons are also made for the gap corrected chart to show the 

advantageous feature of the ESD band even in the case of gap occurrence. Trading techniques developed 

for the Bollinger Band can be straight forwardly applied to those for the ESD band.

Key Words : Bollinger Band, ESD(Exponential Standard Deviation), Simple standard deviation, Discrete 

time fourier transform, Exponential moving average
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