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Abstract

In this paper, a methodology, which is able to predict the thermal stresses accurately yet efficiently, is presented for beam 

structures via Saint-Venant’s principle. In general, higher-order beam theories have been known to be effective for the prediction of 

thermal stresses. In contrast to this, we propose the method to predict the thermal stresses of beam structures by post-processing 

the classical beam theory via Saint-Venant’s principle. The approach includes an out-of-plane warping displacement to account for 

the through-the-thickness thermal deformation. With this, one can accurately recover the thermal stresses as compared to the 

elasticity solutions. In fact, they are identical for the beams made of isotropic materials. The effect of out-of-plane warping is also 

investigated, it turns out that the effect is negligible in mechanical stress analysis but not in thermal stress analysis. 
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1. 서    론

보 구조물은 다양한 형태의 구조물들의 하중을 지지하는데 

사용되는 기초 부재이다. 구조물의 안정성을 위해 두꺼운 부재를 

많이 사용하는 만큼 전단변형에 의한 영향, 기타 환경적인 

요인들에 의한 영향들을 적절히 고려하여 설계해야 한다. 

주변 환경에 따른 온도의 변화는 구조물에 영향을 주게 

되고, 열응력, 열변형률 및 변형을 유발한다. 이러한 것들이 

구조물의 내구성에 악영향을 주게 되며, 더 나아가 충격 또는 

피로파괴를 촉진시킬 수 있다. 이를 최소화하기 위해 현장 

에서는 교량의 경우 팽창 조인트를 사용하거나 기차선로의 

경우 약간의 간극을 주어 자유롭게 팽창과 수축을 하도록 

함으로써 열영향을 줄이고 있고, 다양한 분야에서 구조물의 

안정성 설계가 이루어지고 있다.

오랫동안 보 구조물의 거동을 예측하기 위해 등방성 보 

구조물의 경우 고전 보이론(Euler-Bernoulli; EB)이 그리고 

복합재료와 같은 일반적인 이방성 보에 대해서는 전단변형의 

영향을 고려한 보에 관한 일차전단변형이론(Rankine- 

Timoshenko; RT)등이 사용되어 왔다(Dym et al., 1982). 

한편 이방성 재료에 대한 정확도 제고를 위해 고차이론들이 

개발되어 왔다(Cho, 1994; Kim et al., 2011). 일반적으로 

고차이론들이 구조물의 열응력 예측에 유용하다고 알려져 

있지만, 자유도가 높아 계산비용이 증가한다는 단점이 있다. 

고차이론들이 갖고 있는 계산의 복잡성 그리고 고전 이론 

들의 부정확성을 극복하기 위하여, 최근 고전 보이론의 해를 

생브낭의 원리를 통해 후처리함으로써 응력 및 변위를 개선할 

수 있는 방법(Kim et al., 2011; Kim, 2012)이 개발 

되었다. 이들은 개발된 방법을 적용하여 응력해석을 수행하였고, 

얻어진 결과는 정성적으로 탄성해와 잘 일치하는 것을 보여 

주었다. Han 등(2012)은 일차전단변형이론에 면외 변위 

자유도를 추가하여 복합재료 적층평판의 열응력을 수행하였고, 

탄성해와 비교할 만한 결과를 얻었다. 

본 논문에서는 고전적 이론의 경우 열응력 문제에 대해 

예측의 정확도가 떨어지는 단점을 Kim 등(2011)이 응력 
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해석에 적용하였던 방법론을 개선하여 극복하고자 한다. 횡방향 

변위장에 면외 워핑함수를 추가적으로 고려함으로써 기계 및 

열하중 환경에서 응력을 보다 정확히 예측할 수 있는 방법을 

소개하고, 결과를 탄성해와 비교함으로써 그 정확도를 검증한다.

2. 정식화

이 장에서는 생브낭의 원리를 소개하고, 기계 및 열하중 

조건에서 고전 보이론의 변위장에 면외 워핑함수 및 변위 

섭동항을 포함하도록 가정하고, 생브낭의 원리를 이용해 

후처리함으로써 기계 및 열응력을 개선하는 방법에 대해 기술 

하고자 한다. 

2.1 생브낭의 원리

생브낭은 1855년 원통형 또는 각기둥형의 1차원 보 

구조물에 대해 이 원리를 발표하였다. 이 원리는 합응력 

등가의 원리로 그 정의는 “정적 등가하중이 작용하는 시스템 

에서 최대 치수 이상 떨어진 점의 응력상태는 동일하다(Fung, 

1965; Timoshenko et al., 1951; Barber, 1992).”이며, 

다음과 같은 식으로 나타낼 수 있다.

 




 



 (1a)

 




  



  (1b)

식 (1a), (1b)와 같이 합응력들로 문제를 기술할 수 

있으며, 동일한 시스템에 대해 서로 다른 응력분포 , 가 

작용할 때 각각이 생성하는 축력()과 모멘트합력()은 

반드시 같아야 한다는 것이다. 여기서, 응력상태 는 다음과 

같이 표현할 수 있다.

   ′ (2)

여기서, 응력상태 ′은 자가평형상태(self-equilibrating 

state)를 만족하는 응력상태이며, 이는 물체 내부에서 사라 

지는 것을 말한다. 본 논문에서는 변위 섭동항이 이와 같은 

의미를 가진다. 즉, ′이 생성하는 합응력들은 다음과 같이 

표현될 수 있다.

′ 




′   (3a)

′ 




′   (3b)

2.2 고전 보 이론

고전 보 이론의 변위장은 다음과 같이 주어진다.

     (4a)

   (4b)

위 변위장으로 부터 열변형률을 고려한 변형률-변위 관계 

식에 대입하여 면내 수직응력 을 계산하고, 2차원 응력평형 

방정식에 대입하여 두께방향으로 적분함으로써 횡방향 전단 

응력 를 계산할 수 있으며, 각각 다음과 같이 계산된다.

    (5)

  


  

  (6)

여기서, 는 임의의 온도장  이며, 

 
,  

이다. 는 열 

팽창 계수 그리고 는 영의 계수이다. 

마찬가지로 식 (6)의 횡방향 전단응력 를 응력평형 

방정식에 대입하고 두께방향으로 적분함으로써 다음과 같이 

횡방향 수직응력 를 계산할 수 있다.

 


 


 




  (7)

2.3 고전 보 이론의 개선

횡방향 변위장 를 다음과 같이 변위 섭동항 와 

두께방향에 따른 워핑함수 를 포함하도록 가정하였다.

  


 (8)

면외 워핑함수 
과 

는 등방성에 관한 2차원 응력- 

변형률 관계식에서 횡방향 수직응력 가 0이 된다는 평면 

응력조건으로부터 계산할 수 있다.

















































  






 (9)
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    (10)

식 (10)을 두께방향으로 적분하고 면외 변위섭동항 를 

포함하도록 가정하면, 식 (8)과 같은 새로운 횡방향 변위장 

를 계산할 수 있으며, 면외 워핑함수 
, 

는 각각 

다음과 같이 얻어진다.


  


 (11a)


 



    (11b)

면외 워핑함수들은 두께방향에 대한 함수이며, 포아송 

효과를 포함하고 있는 것을 알 수 있다. 열 면외 워핑함수의 

경우 포아송 효과가 0인 경우에도 존재하는 반면 기계 워핑 

함수는 0이 됨을 알 수 있다. 

이제 개선된 면내 변위장을 식 (6)에 주어진 횡방향 전단 

응력을 사용하여 계산할 수 있다.

 
 

 (12)

여기서, 가정된 면외 변위장 는 식 (8)에 주어져 있으며, 식 

(12)에 대입하고 두께방향으로 적분함으로써 다음과 같이 

계산된다.

      

 




 





 


 


 (13)

식 (13)을 미분하여 변형률을 개선하고, 구성방정식을 이용 

하면 개선된 면내 수직응력을 다음과 같이 계산할 수 있다.

   



 


 






 


 


 (14)

변위 섭동항들은 2.1절에서 기술한 생브낭의 원리를 적용 

하면 다음과 같이 계산된다.

  


 →  


 

 (15a)

 







 






 
 







 






 

 







 






 



 (15b)

위 변위섭동항의 적분상수들은 보의 경계조건으로부터 

계산할 수 있으며, 면외 워핑함수 를 고려함으로써 기존 

연구에서는 없었던 포아송 효과가 개선됨을 알 수 있다. 식 

(14)의 개선된 면내 수직응력을 응력 평형방정식에 대입하여 

적분함으로써 횡방향 응력성분들을 계산할 수 있다.


 


  

 
 



  

 



 

 

 

 


 

 

 



  







  (16)

  


 

 
 



 

 

 




 




 



 




 


  



 

 




 


  
 


 




 



 

 









  (17)

3. 수치예제

이 장에서는 다양한 경계조건을 가지는 보 구조물에 대해 

탄성해와 2장에서 기술한 방법의 결과를 비교하였다. 

3.1 전단력을 받는 외팔보

외팔보 예제(Fig. 1)에 대해 티모센코가 기술한 변위경계 

조건(Timoshenko et al., 1951)과 평균 변위경계조건 
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(Kim et al., 2011)은 각각 다음과 같이 주어진다.


         (18a)


         (18b)











   (19)

Fig. 1 Geometry of cantilever beam loaded at the end

각각의 경계조건들에 대해 탄성해는 다음과 같이 계산된다.


  

 (20a)


  

 





(20b)


  

 







(20c)

여기서, 는 식 (18a)의 경계조건, 는 식 (18b)의 경계조건 

그리고 는 식 (19)의 경계조건을 적용하여 얻은 결과이다. 

고전 보이론의 횡방향 처짐은 다음과 같이 얻는다.


 





(21)

식 (21)를 식 (15)에 대입하고, 기술한 변위경계조건 

(18)~(19)를 적용하면 각각의 경우에 대해 고전 보이론의 

개선된 해를 다음과 같이 얻을 수 있다.



  

 (22a)



  

 





(22b)



  

 







(22c)

고전 보이론으로 부터 개선된 횡방향 처짐이 각각의 변위 

경계조건에 대해 해석적으로 정확히 일치함을 알 수 있으며, 

참고문헌(Kim et al., 2011)에서는 없었던 미세한 포아송 

효과가 면외 워핑함수를 고려함으로써 나타남을 알 수 있다. 

이 결과는 수학적으로 강력한 점근해석기법(Kim et al., 

2011)의 해석결과와 일치한다. 

3.2 분포하중 하의 단순지지보

단순지지보(Fig. 2)에 참고문헌(Timoshenko et al., 1951) 

으로부터 다음과 같이 탄성해를 얻는다. 


 

 
 






 
 

 


(23)


  


  

 

 


 (24)

Fig. 2 Geometry of simply-supported beam under 

uniform pressure

이 예제에 대한 고전 보이론의 횡방향 처짐은 다음과 같다.


 


   (25)

식 (25)의 횡방향 처짐을 식 (15)에 대입하고 단순지지 

보의 경계조건인 보의 양단에서 처짐, 모멘트가 0이 된다는 

조건을 적용하면 면외 변위섭동항은 다음과 같이 계산된다.

 




 





  (26)

여기서, 식 (26)의 밑줄 친 부분이 면외 워핑함수를 고려함 

으로써 나타난 포아송 효과이다. 개선된 횡방향 처짐과 면내 

수직응력은 식 (25), (26)을 각각 식 (8), (14)에 대입하여 

계산할 수 있다.

  


 
 

 


(27)

  

 

 
 

 


 (28)

한편, 면외 워핑함수를 고려하지 않은 기존의 방법(Kim et 

al., 2011)에 대해 횡방향 처짐 및 면내 수직응력은 각각 

다음과 같다.

  


 
 

 


(29)
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Fig. 5 Transverse shear stress distribution under  

thermal loading

  

 





 


 (30)

횡방향 처짐과 면내 수직응력의 수치비교를 위해  

25,  0.25,  4로 각각 가정하였으며, 결과는 무차원화 

하여 도시하였다. Fig. 3에 외팔보의 고정단에서의 응력 

분포를 도시하였다. 그림에서 Improved IW는 기존의 방법 

(Kim et al., 2011), Improved OW는 면외 워핑함수를 

고려한 현재의 방법에 대한 결과이다. Fig. 3에서 보듯이 면외 

워핑함수의 도입으로 면내응력을 개선할 수 있음을 알 수 

있다. 반면 횡방향 처짐의 경우 포아송 효과만을 개선하기 

때문에 큰 효과가 없었다. 면외 워핑함수의 효과의 중요성을 

강조하기 위하여 다음절에서는 열하중하의 보에 대한 수치 

예제를 다룬다. 

Fig. 3 Comparison of normalized in-plane normal stress

3.3 정현파 온도구배를 갖는 단순지지보

열 변형 및 응력해석을 위하여 정현파 형태의 온도구배를 

갖는 단순지지보에 대한 예제를 채택하였다(Fig. 4). 이 특정 

온도장에 대해서는 탄성해를 구할 수 있기 때문이다. 의 

경우 두께방향으로 일정한 온도분포를 가지며, 의 경우 선형의 

분포를 가진다. 이 예제에서는 기계하중의 면외 워핑함수인 


는 고려하지 않고, 열하중에 관한 

만을 고려하여 

횡방향 응력성분들을 중점적으로 다루었다. 탄성해 결과와 

비교를 위하여 적용한 보의 형상과 재질상수는 Table 1과 

같다.

Fig. 4 Geometry of simply-supported beam under 

sinusoidal thermal loading

()    

100×274.15 10
10

9×10
-6

10 1

Table 1 Dimensions and material properties of Beam

 

본 예제에 대한 고전 보이론의 횡방향 처짐은 다음과 같이 

얻을 수 있다. 


  

 



  (31)

식 (31)을 식 (15)에 대입하여 변위 섭동항을 계산하고, 

면내응력 식 (14), 횡방향 전단응력 (16), 그리고 횡방향 

수직응력 (17)에 대입하면 응력성분들을 다음과 같이 계산할 

수 있다. 

 

 


 

  

 (32a)

 


 







 


 


 

  (32b)

 



 


 

 




  


 


 (32c)

먼저 두께방향으로 일정한 하중이 작용하는 경우에 대해 

횡방향 전단응력과 수직응력을 Fig. 5와 Fig. 6에 각각 

도시하였다. 균일 열하중이기 때문에 전단응력에 의한 합응력 

즉 전단력은 0인 반면에 횡방향 수직응력에 의한 합응력은 

0이 아님을 알 수 있다. 따라서 이 경우에는 일차전단변형 

이론에 의해 예측할 수 없지만, 본 연구에서 제안한 방법에 

의해서는 고전 보 이론의 해만을 이용하여 탄성해와 정확하게 
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Fig. 6 Transverse normal stress distribution under  

thermal loading

Fig. 7 Transverse shear stress distribution under  

thermal loading

Fig. 8 Transverse normal stress distribution under  

thermal loading

일치하는 결과를 얻을 수 있다. 

두께방향으로 선형분포 열하중이 작용하는 경우에 대해 

횡방향 전단응력과 수직응력을 Fig. 7와 Fig. 8에 각각 도시 

하였다. 이 경우에는 굽힘 변형이 발생하고 하중에 비해 

상대적으로 쉽게 예측할 수 있다. 그러나 여전히 전단력이 

0이기 때문에 전단변형에 영향을 받지 않는다. 고전 보 이론에 

의한 전단응력은 0임에도 불구하고 본 연구에서 제안한 

방법은 두께방향으로의 응력분포를 정확하게 예측할 수 있다. 

첫 번째 결과와는 다르게 Fig. 8에서 보듯이 횡방향 수직 

합응력도 0임을 알 수 있고, 열 응력해석이 상대적으로 어려운 

이유를 보여주고 있다.

4. 결    론

본 연구에서는 기존의 응력 및 변위 개선 방법(Kim et al., 

2011)에 면외 워핑함수를 추가적으로 고려하여 후처리함 

으로써 기계 및 열응력 예측을 보다 정확히 할 수 있는 방법을 

제안하였다. 면외 워핑함수는 기계하중 환경에서 기존의 

방법보다 포아송 효과를 추가적으로 얻을 수 있었고, 열하중 

환경에서는 횡방향 응력성분들을 예측하는데 중요한 역할을 

함을 확인하였다. 정식화 및 수치예제를 통해 얻은 결론들을 

다음과 같이 정리할 수 있다.

∙외팔보의 경우 티모센코가 기술한 변위경계조건 및 평균 

변위경계조건에 대하여 정확히 일치하는 해석해를 얻을 

수 있었다.

∙기계하중의 경우 면외 워핑함수를 고려함으로써 미세한 

포아송 효과를 정확하게 표현할 수 있었다. 외팔보의 경우 

횡방향 수직응력이 0이기 때문에 효과가 크지 않지만, 

단순지지보의 경우 수직응력의 존재로 응력개선에 면외 

워핑함수의 영향을 상대적으로 큼을 알 수 있었다.

∙열하중의 경우 고전 보 이론의 평형방정식을 이용하는 

경우에도 횡방향 응력들을 계산할 수 없지만, 면외 워핑 

함수의 도입을 통해 탄성해와 일치하는 정확한 응력 

분포를 계산할 수 있었다.

∙일반적으로 고차이론들이 열응력 예측에 유용하지만, 본 

논문에서 소개한 방법은 비교적 계산이 간단하고 탄성해와 

비교하였을 때 높은 정확도를 보임을 알 수 있었다.

본 논문에서 소개한 면외 워핑함수를 포함한 응력개선 

방법은 다양한 경계조건에 대해 열응력을 예측하는데 유용하고, 

계산이 비교적 간단하기 때문에 큰 장점이 있을 것으로 사료 

된다. 본 방법론을 적용하면, 상용 CAE 소프트웨어에서 해석 

결과를 후처리함으로써 기계/열 응력분포를 개선할 수 있을 

것으로 기대된다. 
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